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Начальныя основан1я Геометр!и. 


ЧАСТЬ Г. 


ПЛАНИМЕТРИЯ. 


ВВЕДЕНИЕ. 


Величина тфла; его измвревшя. Поверхность, лиш и точка. Прямая и кривая 
лин!я; доманая длишя. Плоскость. Предметь Геометри. Предложене, сл®д- 
ств!е, задача. Гаавн® ния акс!омы. 

1. Сравнивая между собою каке-либо предметы, какъ напри- 
ифрЪ книгу, глобусъ, стаканъ и сахарную головку, мы замфчаемъ, 
что стаканъ имфеть свойства (напримръ прозрачность), не находя- 
пяся ВЪ книгЪ, глобус и сахарной головк; точно также не всф 
свойства книги принадлежать стакану, глобусу, сахарной головк® 
ит. д.; но каждый предметъ, каковы бы ни были его особенныя свой- 
ства, непремфнно долженъ состоять изъ какого-нибудь вещества и дол- 
женъ имть форму и величину. 

Разсиатривая форму и величину какого-нибудь тфла, мы не обра- 
щаемъ внимашя на его вещество; Такъ напримВръ при опред®лени 
величины камня, намъ нфтъ надобности знать, имфемъ-ли мы дЪло 
съ гранитомъ или мраморомъ; точно также при опредвлени величины 
поля мы не заботимся о его почв$. 

2. Всякое тЪло имфетъ протяжеше по тремъ направленямъ: въ 
длину, ширину и высоту. Такъ какъ протажеше тфла опредфляется 
измБренемъ, то мы говоримъ: иьл0 имъетг три измтуеная. 

ИзмЪрен!я тЪла не всегда сохраняютъ свои названия; такъ на- 
примфръ комната имфетъ длину, ширину и высоту — рфка имфетъ 
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длину, ширину и глубину — книга иметь длину, ширину и тол- 
щину — стВна имфетъ длину, толщину и высоту. 

3. Всякое тЪло ограничено со вебхъ сторонъ яоверхностями. 
Поверхность имфетъ два изифреня: длину и ширину. 

Названя измфренй поверхности зависятъ отъ ея положешя; такъ 
напримфръ мы говоримъ: дорога имфетъ длину и ширину — поверх-- 
ность стЪны имфетъ длину и высоту. Мы можемъ себ представить 
поверхность независимо отъ тфла; такъ напримЪръ при окраскЪ пола 
или посфвЪ пашни мы имЪемъ дЪло съ поверхностями, и потому не 
обращаемь внимашя на толщину пола, или гаубину землянаго слоя. 
Яено представляется намъ поверхность, которою отдфляется въ ста- 
канЪ вода отъ илавущаго на ней масла. 

4. Поверхность ограничена линмями. Лишя имфетъ только одно 
изифрене: длину. 

Линя можеть быть разсмотрена независимо отъ поверхности; 
такъ наприм$ръ при опредЪлени разстоян1я между двумя городами 
мы имфемъ дЪло съ лин1ею, и потому не обращаемъ вниманя на ши- 
рану разсматриваемой дороги. На стфнЪ, выкрашенной разноцв$т- 
ными полосами, границы между ними представляются ливями. Ясно 
представляются намъ линш, которыми ограничивается поверхность, 
образуемая водою и плавущимъ на ней масломъ. 

Линя ограничивается точками. Точка не имветъ изифрешй. 

5. Линши бывають весьма различнаго вида. ПростВйшая изо 
везхъ лин есть ирямая. Прямою называется такая линя, которая 
относительно ея точекъ, иметь одно и то-же положеше °. Соотв%т- 
ственно этому опредфлению мы говоримъ: прямая есть такая лишая, 
части которой имфютъ одно и то-же направлене. 

Прямая лишя есть кратчайшее разстояне между двумя точ- 
ками °). 

6. Лишя, которая на всемь протяжени изуфняетъ свое направ- 
еше, называется хривою. Если веб представихъ, что прямая линя 


1) Опредвлеше Эвклида , знаменитаго математика, жившаго въ В ванир 
около 300 года до Р. Х. 


*) Опредфълеше Архимеда, греческаго геометра, жившаго 212 дътъ до Р, Х. 
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вращается, но положеше ея оконечныхь точекъ при этомъ не изи%- 
няется, то ни одна точка ея не перемфнитЪ даннаго ей положеня; 
слфловательно и положеше прямой лини при этомъ не измфняется. 
Вращая же кривую лившю, при постоянномъ положени ея оконечно- 
стей, мы замчаемъ, что при этомъ каждая точка безпрерывно пере- 
мфняетъ свое положеше. 

Линя, составленная изъ прямыхъ лин, называется ломаною. 

7. Плоскостью называется такая поверхность, въ которой уля- 
жется всякая прямая линя, будучи положена на ней въ какомъ угодно 
направлени, Поверхность зеркальнаго стекла и поверхность гладко- 
полированнаго мрамора можно принать за плоскости. 

8. Разсмотрье свойствъ лин, поверхностей и тлъ относи- 
тельно ихъ величины, формы и взаимнаго положеня, составляеть 
предметь Геометри '. ^ 

Геометрия раздВляется на Планиметртю и Стереометраю. 
Планиметрия разсматриваеть геометричесыя величины, лежапйя въ 
одной плоскости. Стереометря имфетъ дЪло съ теометрическими ве- 
личинами, находящимися въ разныхъ плоскостяхъ; она разема- 


1) Слово «Геометря» греческаго происхождеши; въ перевод® оно означаетъ 
«измврене земли». Это назван1е соотвфтетвуетъ первоначальному назначению 
ея, о которомъ упоминаетъ извзетный греческ! писатель, Геродотъ, живпий 
450 лЪ№тъ до Р. Х. Геродоть приписываеть происхождене Геометр!и Египтя- 
намъ, повъетвуя объ этомъ событ?и еаЪдующимъ образомъ: «король Сезострисъ 
(1600 лвтъ до Р, Х.), раздвликъ свою земаю на равные участки, раздадъ ихъ 
своимъ подданнымъ съ тою цфлью, чтобы собирать равную ежегодную подать 
съ каждаго участка; но от частыхъ 'разливовъ р®къ изм®иялись прибрежные 
участки; велфдетв1е чего королемъ назначались чиновники, которымъ было по- 
ручено привести въ извзстность уменьшене каждаго участка и сообразно этому 
уменьшению опредфлить подать. Эти работы, какъ полагаетъ Геродотъ, поло- 
жили основаше Геометри и впосаЪдетв!и сдваались извфетными Грекамъ. Дол- 
жно полагать, что древше Греки, первые, привели свЪъдЪшя по предмету Гео- 
метр!и въ систему и занимались обработыванемъ этой науки. ИзвЪъетн®йшее 
сочинеше ихъ по этому предмету, подъ загаашемъ Эвклидовыхь началь, сохра- 
Вилось до нашихъ временъ и употребляется, какъ руководство, еще теперь въ 

\ Англдичавинъ Адхелардъ, нашедши это сочинен!е у Аравитянъ въ 12-мъ 
стол№Чи, перевелъ Эвклидовы началана затиись! языкъ. 
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триваетъь лин!и и плоскости въ пространств, и форму и величину 
тълъ. 


9. Въ Геометр!и ветрёчаютея истины двухъ родовъ. Истины, не 
требующя никакого разъяснения , называются аксомами. Предло- 
женя или теоремы суть истины, которыя разъясняются поередетвомъ 
извфетныхь уже истинъ. Рядъ этихъ извфетныхъ истинъ составляет 
доказательство теоремы. Слъдствемь называется истина, которая 
непосредетненно выводится изъ доказанной теоремы. 


При изложени какой - нибудь геометрической истины, для удоб- 
нЪйшаго уразумВн1я ея, составляется изображене геометрическихъ 
величинъ, которое обыкновенно называется ‹физурою; составление та- 
кого изображеня или фигуры называется еометрическиме построе- 
шемг. Если геометрическая задача рЪшается геометрических поетрое- 
шемъ, то ея рьшеше называется зеометрическимь. Геометрическая 
задача, рёшене которой производится посредствомъ ариеметическихь 
ЛЪйствЙ, называется численнымз вопросомз. 


10. Въ Геометри весьма часто примфняются слфдующия ак- 
@омы: 


|) ДвЪ величины, изъ которыхъ каждая равна третьей вели- 
чинЪ, должны быть равны между собою, т. е. если А =СиВ = С, 
то А = В. Отсюда слфдуетъ, что въ равенствв А = С мы можемъ 
подставить вмфето величины С равную ей величину В. 

2) Если къ равнымь величинамь прибавить по-ровну, то полу- 
ченныя суммы должны быть равны; т. е. если А = Ви б = О, то 
А+Н+С= В+. 

8) Если къ неравнымь величинамъ прибавить по-ровну, то полу- 
чатся неравныя суммы ; т. е. если А > Вис =), 0 АС > ВБ. 

4) Если отъ равныхь величинъ отнять по-ровну, то полученные | 
остатки должныбыть равны; т.е.если А =Виб=), 0 А—С=В— О. 

5) Если отъ неравныхь величинъ отнять по-ровну, то получатся 
неравные остатки; т. е. если А < Вис =), оА—С<В— В. 
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6) Равныя величины, помножённыя на одно и то-же число, дають 
равныя произведеня. 

7) Оть раздфленя равныхъ величинъ на одно и то-же число по- 
лучаются равныя частныя. я 

$) Если двф величины А и В равны между собою и величина В 
больше (или меньше) величины С, то и величина А должна быть 
больше (или меньше) С. 

9) Если величина А больше (или меньше) величины В и вели- 
чина В больше (или меньше) величины С, то также величина А боль- 
ше (или меньше) С. 

10) Если величина А не больше и не меньше величины В; то 
она должна равняться В. Величина С, которая не равна и не больше 
(или не меньше) 0), должна быть меньше (или больше) П). 


ОТДЪТЬ Г, й 
Прямыя лини. 


ПЕРВАЯ ГЛАВА. 


Свойства прямой лини. Равенство прямыхъ лян. Проведене прамыхъ лин. 
Употреблене и повфрка линейки. Отложене прямыхъ лин. Употреблеше 
цирвуая. Пересвкаюцщияся прамыя. 

° И. Веякая прямая лишя, дв точки которой лежать въ плос- 
кости, сама находится въ этой плоскости, потому-что, велфдетве 
опредфленя плоскости (7), каждая точка прямой лини, положенной 
на плоскость въ какомъ угодно направленши, должна находиться въ 
этой плоскости. 

Чрезъ одну точку возможно себ представить или возможно про- 
вести безчисленное множество прямыхъ лишй. ОпредВлитея ли поло- 
жене прямой лини одною точкою? 

_ Прямая линя означается двумя буквами французской азбуки, 
поставленными обыкновенно при оконечныхь точкахъ прямой. Пря- 
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мая (фиг. 1), которой точки означены чрезь 
А и В, произносится: прямая АВ. Норядокъ, 

— ® _ В которомь выговариваютея буквы, обозна- 
чаюния прямую линию, показываеть направлеше прямой; такъ на- 
примръ прямая, обозначенная чрезъ АВ, имфеть направлен! отъ 
лЬвой руки къ правой, а прямая ВА имфетъ направлене отъ пра- 
вой руки къ лЪвой. Можно обозначать прямую линию буквами, по- 
ставленными ири двухЪ какиху-либо точкахъ ея. Иногда прямая 
линия обозначается одною буквою; какъ напримфръ прямая 2. 

Соедниить двЪ точки А и В прамою лишею значить: провести 
прямую отъ точки А до В. 

19. Еели лвЪ точки какой-нибудь прямой %# лежатъ на другой 
нрямой АВ, то вся прямая » должна находиться на прямой АВ; 
т. в, прамая т совпадаеть съ пряхою АВ. Представим себф, что 

Фаг.3. а; прямая АВ (фиг. 2) наложена на пря- 
мой СТ) такъ , что точка А упала въ точку С. Если 
при этомъ и точка В пришлась въ 0, то мы гово- 
римъ: прямыя АВ и С) совмиищаются. 

ДвЪ совуфщаюцияся прямыя имбютъ равную длину, т. е. они рад- 
ны между собою. На оборотъ: двЪ равныя прамыя могутъ быть на- 
ложены одна на другую такимъ образомъ, чтобы они совмъетились. 

13. Для проведешя прамыхъ зинй на буматв употребляется ли- 
нейка. Отъ вфрной линейки требуется, чтобы ея края были прамыя 

3. линш. Лля повфрки этого условя 
_хы прочертимъ линю АВ (фиг 3) 
по краю линейки и потомъ обра- 
тимъ линейку около края А Втакимь 
образом, чтобы она пришлась по другую сторону прочерченной лини. 
Придержавъ линейку въ этомъ положени, мы проведемь еще линию 
по тому-же самому краю. Если окажется, что проведенныя лини 
всфми точками совнадають, то значить: линейка вЪрка. Въ против- 
номъ случаЪ линейка не вЪрна. 
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чобы чи прямую, равную другой прямой, употреб- 
ляется циркуль. Этотъ инструмент (фиг. 


4) состоитъ изъ двухъ остроконечныхъ но- 
жекъ вращающихся около шиинка, про- 
ходящаго чрезъ ихъ верхнюю чаеть. По- 
ставивъ одну ножку ‘циркуля въ точк® © 
прямой СП (фиг. 5), мы подвинемъ дру- 
тую ножку до твхъ поръ, пока ея оконеч- 
ность придется въ точку О. Растворе- 
ме циркуля, т. е. разстояне между око- 
нечностями его ножекъ, равно прямой СУ. 
Проведя какую-нибудь прямую АЁ (фиг. 
5), въ точкВ А поставимъ олну ножку 
циркуля и потомъ отмфтимъ точку В, 


6 въ которой пришлась оконечность дру- 
‹ в р Т9Й ножки. Значить: мы отложили 
на прямой АР часть АВ, равную пря- 

Я к мой СО. 5. 


14. Если ограниченная прямая удлинена въ одну или въ 00% 
стороны такимъ образожь, что она и ея удлинене составляютъ одну 
прямую, то мы товоримъ: прямая лия продолжена; это удлине- 
не называется иродолженеме прямой лини. 


Чтобы продолжить прямую СР (фиг. 6) за точку ПР), мы прило- 
жимъ линейку краемъ къ прямой 
СПО такъ, чтобы часть линейки 
пришлась за точкою О; потомъ мы 
прочертимь прямую отъ точки 0 
вправо. 


Фиг. 6. 


15. Если на ограниченной прямой или на ея продолжеши взять 
точку, то разстояня этой точки оть оконечностей прямой называются 
отупзками сей послЪ дней; такъ натримфръ точкою С (фиг. 7) обра- 
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Фиг, 1. зуются отрЪзки АС и СВ, а точ- 
кою О отр%зки АБ и ОВ. При- 
нявъ направлеше прямой отъ точки 
А къ В, мы получаемъ точкою С два положительные отрзка АС и 
СВ, а точкою О положительный отрфзокъ АЛ) и отрицательный от- 

рфзокъ ОВ. На этомъ основаши составляются равенства 

АВ = АС-+- (Ви 
АВ =А)-{ (— В) = АО — ЭВ. 

16. ДвЪ прямыя, имфющия только одну общую точку, иерест- 
каются; общая точка двухъ прямыхъ называется ихъ точкою пере- 
Фиг. 8, съчешя. Прямыя АВ и С) (фиг. 3) пересЪкаются 
с въ точкЪ Е. Положене лвухъ пересфкающихея пря- 
к Е ры мыхъ опред®лено, если, крохЪ ихъ точки пересЪче- 


им ща, даны еще дв» точки, не лежашя на одной пря- 
мой съ точкою пересфчешя. 


ЗАДАЧИ. 


1) Начертить прямую, равную суммЪ (начерченныхъ) прямыхъ 
АВ, СО, ЕЁ (посредствомъ линейки и циркуля). 

2) Разстояше АВ = 21 сажени, разстояше ВС = 5 саж. и растоя- 
не СР=7 саж.; сколько сажень содержить разстояне АО, когда 
извЪетно, что точки ) и С лежать на прямой АВ между точками 
Аи В? 

3) Начертить прямую, равную разности прямыхъ АВ и СО (по- 
средствомъ линейки и циркуля). 

4) Начертить прямую, равную удвоенной прямой АВ. 

5) Начертить прамую, равную длин% данной ломаной лини. 

6) Разстояше оть А до В равно 2'з дюймамъ и разетояше отъ В 
До С равно 3/+ дюйма; сколько люймовъ имЪетъ растворене циркуля, 
если одна ножка его пом щена въ точкЪ А, а другая въ С между точ- 
ками Аи В? 

7) На прямой ЕЁ оть Е до С отложена часть, равная прямой т, 
оть @ до Н часть, равная прямой п, и отъ НдоЕ часть, равная пря- 
мой р. Какъ выразится длина ЕЕ? 


р: 


нра 


8) Оть Едо Е отложена часть, равная прямой а, отъ Е до @ часть, 
равная прямой Ъ, и отъ С до Н часть, равная прямой с. Какъ выра- 
зится отр$зокъ НЕ прямой ЕЁ? 

9) На прямой АВ отложены три части АС, СР и ВВ. Части АС’и 
СР содержать вмЪеть 734 дюйма, части АС и ОВ содержать 71 
дюйма и части СО и ОВ содержать 83% дюйма. Сколько дюймовъ 6о- 
держитъ прямая АВ? 

10) На прямой АВ, содержащей 0,95 метра, отложены три части 
АС, СО, БВ, изъ которыхъ АС = *5С), СО = 34ОВ + 0,225 метра. 
Сколько десиметровъ содержитъ часть ОВ? 


ники —^ 


ВТОРАЯ ГЛАВА, 


Угоаъ. Равные углы. Сумиа и разность угловъ. Полный, нулевой и развернутый 
уголъ. Равенство развернутыхъ угловъ. Прямой, острый и тупой уголъ. Гра- 
дусъ угла. Перпендикуларъ. Сумма двухъ смежныхъ угловъ. Угаы, лежашие 
около одной точки. Противоположные или вертикальные углы. 

17. ДвЪ прамыя, идушйя отъ одной и той же точки А по разнымъ 
в У. направлешяиь АВуи АС, образують ул». Прямыя АВ 

| и АС суть стороны угла, а точка А — его вершина. 
м Уголь обозначается тремя буквами, какъ показано на 
и: 4 (фиг. 9); онъ выговаривается такъ, чтобы буква, стоя- 
щая у его вершины, пришлась между буквами, поставленными при 
его сторонахъ; слЪдовательно начерченный уголь произносится САВ 
или ВАС. Иногда же уголь обозначается только одною буквою, по- 
ставленною при его вершин®. Представимъ себ двЪ совмфщенныя 
прямыя, имфюция общую начальную точку А, и предположимъ, что 
одна изъ нихъ можеть обращаться около этой точки. Если обращаю- 
щаяся прямая отошла отъ постоянной прямой АВ и приняла положе- 
не АС, то величина обращеня, т. е. на сколько прямая АС отошла 
отъ прямой АВ, составляетъ величину угла; слфдовательно чЪиъ 
больше прямая АС отошла оть АВ, тфмъ больше уголь ВАС. От- 
сюда мы заключаемъ, что величина угла не зависитъ отъ длины его 


сторонъ, потому-что продолживъ стороны АВи АС, мы не измЪняемъ 
направленя этихъ прямыхъ. 
18. Чтобы сравнить величины двухЪ угловъ, представимъ себъ, 


Фит. 10. что уголь ОЕЕ (фиг. 10) наложенъ на уголъ 

а АВС такъ, что вершина Е пришлась въ вер- 

Я р шину В и сторона ЕЁ совпала съ стороною ВС. 

/ Если при этомъ и стороны ЕЪ и ВА совпали, 
Бе ‚о -Р То значить: данные углы равны. Если-же сто- 


рона ЕП приняла похожене между сторонами 

ВА и ВС, или упала внф угла АВС, то въ первомъ случа уголь 

ПЕК меныше угла АВС, а во второмъ случаЪ уголь ОЕЕ больше 

угла АВС. 

Если два угла АВС и ПЕК равны, то, при совнаденти вершинуъ 

Е и В, и сторонъ ЕЁ и ВС, сторона ЕП непремфнно должна со- 
впасть съ стороною ВА. 

19. Если обращающаяея прямая, принявъ положене ЛС (фиг. 

Фиг. 11. 11). образовала съ постоянною прямою АВ 

»  утолъ САВ, и пртомъ, продолжая обращаться, 


‚ ‘оставила еще уголь ПАС, то относительно 
АВ обращающаяся прямая образовала уголъ 
.^———в ПАВ, равный углу САВ вифет® съ угломъ 


ПАС или * 

ДОАВ= ДСАВ-{ Д ПАС. 
Предиоложимь, что подвижная прямая, обращаясь около точки 
А, перешла изъ АВ въ А и потомъ обратно изъ АШ въ АС. Этихъ 
обращешемъ она образовала сперва уготь РАВ и потомъ уголъ БАС, 
а относительно постоянной прямой образовался уголь САВ, равный 

углу РАВ безъ угла РАС; слфдовательно 

вв САВ = Д РАВ нд ЭАС; 

’ Представихь себЪ, что обращающаяея пряхая приняла положе- 


1) Слово «уголъ» замняетея въ лисьм® и въ печати знакомъь Ш. 


Фиг. 12. не АС (фиг. 12) относительно постоянной пря- 
мой АВ, и потомъ постененно перешла въ АО, 
АЕ, АЕит. д., образуя равные углы САВ, 
РАС, ЕАП, КАЕ; тогда относительно пря- 
мой АВ образовалея уголь КАВ, равный 
4 Д( САВ. 

На оборотъ: если прямая, обращаясь около точки А, образовала 
равные углы КАЕ, ЕАО, БАС, САВ, то относительно прямой АВ 
прямая АС составила уголь САВ, равный \/з Д ВАЕ. 

20. Если прямая, обращаясь около точки А (фиг. 9), приняла 
положене АС и потомъ обращенемь въ обратную сторону перешла 
опять въ первоначальное положеше, то этимъ обращенемь образо- 
вался нулевой уюаа; ‚ сафдовательно нулевой уголъ есть разность 
двухь равныхъ угловъ.. 

Еели прямая, обращаясь около точки А (фиг. 13), приняла по- 

Фи. 13. ложене АС, составляющее съ пер- 

к воначальнымь положешемь одну 

в в пращю, 10 образуется раз- 

вернутый уюль ВЕЕР. Уголь, 

образуемый полнымь обращенехь прямой, называетея полным 
угломъ. 

Возможно наложить развернутый уголь САВ (фит. 14) на раз- 


- 


Фи. м. вернутый уголь ОЕЁ такъ, чтобы вершина А 
1 и стороны АВ и АС угла САВ совпали съ 
ща | 


вершиною Е и сторонами ЕК и ЕП угла ОЕЕ. 
г Отсюда по предъидущему (18) мы заключаемь, 
; что 66% развернутые зулы равны. 

‚Два авварнттые угла дополняютъ одинъ другаго до полнаго 
ул: елфдовательни всяк развернутый ул есть половини пол- 
наю угла. 

21. Представимъ себЪ, что Ася АВС к 15) + АВС про- 


в Е. 


тои 1 


` 


2 9% = 


Фиг. 15, должена за вершину В; тогда образуется > 
я уголь АВ, который вмЪетЪ съ угломъ 
АВС составляеть развернутый  уголъ 
СВО, т. е. 
5—5 , Д АВС ДАВЬ = Д 685. 
Углы АВР и АВС. которые имбютъ 
общую сторону АВ, общую вершину В и стороны ВС и ВУ которыхъ 
составляютъ одну прямую, называются смежными углами, 


2. Если два смежные угла АВС и АВО (фиг. 16) равны, то 


`` фик. 1. _ каждый изъ нихъ есть прямой уголъ; слФло- 
вательно прямымъ угломъ называется такой 

уголь, который равенъ своему смежному углу. 

ВеЪ прамые углы равны между собою, потому 

в- ные 314 всявй прямой уголъ есть половина развер- 


нутаго угла, а ве развернутые углы равны. 
Такъ какъ развернутый уголь есть половина полнаго угла, а прямой 
уголь равенъ половин развернутаго угла, то прямой уголь соста- 
вляетъ четвертую часть полнаго угла. 


Всявй уголь, какъ напримфрь АВС (фиг. 15), который меньше 
прямаго угла, называется острым». Тупымь угложъ называется там 
кой уголъ АВО, который больше прямаго. 


23. Можно себ представить, что прямой уголь раздВленъ на 90 
равныхъ частей прямыми, проходящими чрезъ его вершину; каждая 
Фиг.‘ 21, изъ этихъ частей называетел градусом» узла. 
Если сравнешемь угла РВС (фиг. 17) съ пря- 
ымъ угломь АВС оказалось, что уголь ОВС 
содержить 49 девятидесятыхь частей прямаго 
угла, то мы говоримь: уголь ОВС равенъ 49 
градусамъ. 
” ТГрадусь содержить 60 минут» и минута дфлится на 60 се- 
кундь. Въ письм и печати градусъ, минута и секунда означаются 


= 36: = 
чрезъ °, ', *; слВдовательно 42° 16' 35“ значить: 42 градуса 16 
жинуть 35 секундъ. 

Углы АВО и ОВС (фиг. 17), сумма которыхъ равна прямому 
углу, дополняютз одинъ другаго до прямаго угла. 

ВеяыЙ развернутый уголь содержить 2-жды 90°, или 180°. 
Полный уголь содержитъ 2-жды 180°, т. е. 360°. 

24. ДвЪ прямыл АВ и ВС, составляющия прямой уголъ, взаимно- 
перпендикулярны, т. е. прямая АВ перпендикулярна къ ВС, и пря- 
изя ВС перпендикулярна къ АВ. Точка В перес5чешя прямыхь АВ 
и ВС называется основащемь периендикуляра °). 


Прямая АВ (фиг. 15), составляющая съ СО) какой-нибудь уголъ, 
болышИ или менышЙ прямаго угла, называется маклонною относн- 
тельно прамой СТ. 

"Путь, по которому слЪдуетъ свободно-падающее тЪло, означаетъ 
вертикальную пли отвъсную прямую. Прямая, перпендикулярная къ 
вертикальной прямой, называется зоризонтальною. Прямая АВ (фиг. 
17); перпендикулярная къ ВС; только тогда вертикальна, когда пря- 
мая ВС горизонтальна. 

25. Теорема. Сумма двух смежных» лов» равна, двум 
прямым уламе. 

Даны два смежные угла АВС и АВУ (фиг. 15). а до- 
казать, что / АВС / АВЬ = 180°. 

Локазательство. / АВС Д АВЬ = ДВС (21) 

и / ВВС = 180° (23); 
иЗЪ этихъ двухъ равенетвъ (10, 1) слдуетъ, что 
ДАВС+ Д АВ = 180%. 

Примьчане. Утоль АВС есть дополнеше угла АВУ до двухъ 
прямыхъ угловъ, и уголь АВО дополняет» уголь АВС до двухъ 
пряхыхъ угловъ, потому-что сумма этихъ угловъ равна двумъ пря- 


г) Въ письм® и печати слова ‹ перпендикуляръ, перпендикулярный» замв- 
‘няютса знавомь |. 


зы = 


мымъ угламъ. На этомъ основаши острый уголъ имфетъ своимъ до- 
полненемь тупой уголъ, и на оборотъ: тупой уголъ дополняется 
острымъ угломъ до двухъ прямыхъ угловъ. Чтобы найти дополнен!е 
угла АВС до двухъ прямыхъ угловъ, стоитъ только продолжить сто- 
рову ВС (или АВ) за вершину В. 

26. Обратное предложене. Если сумма двуть улловь, 
имъющихь общую сторону и общую вершину, равна двум пря- 
мым умамь, то ито внъииия стороны составляють прямую 
линёю. 

Дано: С АВС + СД АВО = 180° (фиг. 15). Требуется до- 
вазать, что стороны ВС и ВП составляютъ одну прямую. 

Доказательство. Извфетно, что продолживъ сторону ВС за 
вершину В, мы получаемь уголъ, служащий углу АВС дополненемъ 
до 180°; но это дополнеше угла АВС должно равняться углу АВ, 
потому-что Х АВС- Д АВО = 1809 по задано; слфдовательно 
сторона ВО) должна совпадать съ продолжешемъ стороны ВС. 

27. Теорема. Равнымз уламз принадлежать равные смеж- 
ные удлы. 


Дано (фиг. 18) ДАВС = Д ЕК; требуется доказать, что 


Фиг. 18. д АВО = д СЕН. 
] Г ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
/ ДАВС-+ ДАВО = 130% и 
г к = 0. 
оО, и / ‚ ЕР С ФЕН = 180°; 


откуда (10, 1) 
ДАВС ДАВЬ = ДЕЕ- Д в ЕН. 

Изъ этихъ двухъ равныхъ суммъ вычтя по-ровну, т.е. /. АВСи 
С ВЕЕ, получим (10, 4) равные остатки, т.е. Д АВО = ДС @ЕН. 

28. Теорема. Сумма узловь, лежащить по одну сторону 
прямой и имъющихть на ней общую вершину, равна двум» пря- 
мымь уламь. 

"Требуется доказать (фиг. 19), что 
ДАВС - 2 ОВА-+ 1 ЕВО + д ЕВЕ - СД 6ВЕ = 180°. 


Доказательство. Такъ какъ сумма данныхь угловъ равна сумм 
смежныхъ угловь ОВС и ОВ@ и велвдетые (теоремы 25) 
д овС + Д Ве = 180°, то 
ДАВС- Д ОВА + Д ЕВО- Д ЕВЕ + ДД @ВР’= 180°. 
29. Теорема. Сумма узлов, лежащихь около одной точки, 
равна четыремз прямым узлам. 
Требуется доказать (фиг. 20), что 
ДАВС Д СВ ДОВЕ-+ / ЕВЕ Д ЕВА =360°. 


Фиг. 20. 


Доказательство. Продолживъ сторону ВП’ за вершину В ‘2; мы 
получимъ бит 
сво ДАВС ДАВа = 180° (вм. теор. 25) и 
СЕВе- 2 ЕВЕ + Д. ЕВЬ = 180° (си. теор. 25); 
откуда 
(.68В0-+ 2. АВС ДАВа- СЕВ ДЕВЕ- [ ЕВЬ = 
360° или. Д АВС- Д СВО - С ЬВЕ- ДЕВЕ-+{ ДЕВА = 
360°, потому-что Х АВ@- Д ЕВ@ = Д ЕВА. 


1) Вепомогательных лин!и, т. е. лини, облегчлющия доказательство теоремы, 
проводатея пунктиромъ (точками). 


2 


—„ Зе к 


30. Теорема. Если 06% прямыя пересткаются, то проти- 
воположные относительно иль вершинызрлы равны между собою. 
Даны двБ пересфкающияся прамыя АВ и СО (фиг. 8). Требуется 
доказать, что / АЕО = Д ВЕС и Д АЕ = Д ВЕЛ. 
Доказательство. ДАЕО- Д АЕС = 19809 (см. теор. 25) и 
Д ВЕС Д АЕС = 180° (ем. теор. 25); 
откуда Д. АЕО + Д АС = Д. ВЕС ДАЕС (си. 10, 1) или 
ДС АЕО = С. ВЕС(ви. 10, 4). 
Педобнымъ образомъ доказывается равенство противоположныхъ 
угловъ АЕС и ВЕ. > у" 
31. СлВдетве. Если одинъ изъ угловъ, обраловавшихея двумя 
’ Фиг. 21. пере фкающимися прямыми АВиСТ (фиг. 21), 


:. прямой, то три остальные угла также должны 
рт быть прямые. Въ самомъ дЪлЪ, если напри- 
[1 


| ”— ибрь уголь АОГ прамой, то также противо- 
положный ему уголь ВОС и смежный уголъ 
< АОС должны быть прямые; наконецъ и уголъ 
ВОГ прямой, потому-что трютивоположный ему уголь АОС прямой. 
Отсюда слвдуетъ: если прямая АО перпендикулярна кз СП, то 
ея продолжен ОВ также перпендикулярно кз С). 
32. Теорема. Из» точки, данной на прямой нельзя возста- 
вить больше одною перпендикуляра кз этой прямой. 
Бозетавить периендикулярЪ къ данной прямой значитъ: провести 
периендикуляръ къ данной прамой чрезъ точку, взятую на этой прямой. 
Изъ точки В (фиг. 16), данной на прямой ОС, возетавяенъ пер- 
пендикуляръь ВА. Требуется доказать, что изъ точки В нельзя воз- 
ставить другаго пернендикулара къ прямой ОС. 
Доказательство. Представияь 660%, что прямая АВ обра- 
щиетел около точки В, какъ угодно: вираво или влёво. При этомь 


‚)Укаы АЕО. и ВЕС, также углы АЕС и ВЕШ, называются часто верти- 
кальными узлами. 


обращен прямой, уголь АВС постепенно увеличивается и въ то-же 
время уголь АВП постепенно уменьшается, или на оборотъ: уготь 
АВС уменьшается и уголь АВГ увеличивается; слфдовательно вра- 
щающаяся прямая, выходл изъ положешя АВ; не можетъ образовать 
равныхъ смежныхъ угловъ съ прямою СП. Отеюла хы завлючаемъ, 
что изъ точки В возможно возставить только одинъ перпендикуляръ 
къ прямой СО. 


® ЗАДАЧИ. 


1) Какимъ угломъ выражается сумма угловь ЕВЕ и ЕВС (фиг. 
19)? какимъ угломъ выражается сумма угловъ СВЕ, ЕВО, РВА?. ка- 
кимъ угломъ выражается сумма угловъ АВС, АВО, ОЕ Е, ЕВЕ? 

12) Уголь ВА (фиг. 11) равенъ третьей части разы рнутаго угла, 
а уголь РАС составляетъ третью часть угла ВАО; какую часть пол- 
наго угла составляеть уголь РАС? 

13) Уголъ ВАЕ (фиг. 12) равенъ шестой части полнаго угла; 
сколько разъ уголь ВАС улажется въ полномъ углЪ? 

14) Какимъ угломъ (фиг. 19) выражается разность угловъ АВС п 
АВЕ? Найти уголь, равный . 

Д @ВЕ+- 1 ЭВЕ— 1 ЕВШ+ ДАВЕ— Д АВЕ. 

15) Изъ суммы какихъ угловъ составлены углы (фиг. 19) ОВС, 
ЕВС, АВЕ? 

16) Каме углы образуются стр$лками часовъ, когда часы показы- 
ваютъ 12 часовъ, 8 часа, 6 часовъ, 9 часовь?  _ 

17) Какимъ угломъ дополняется уголь СВО (фиг. 19) до двух 
прямыхъ угловъ? 

18) Если углы ЕВС и АВС равны (фиг. 19) и уголь АВЕ вдвое 
больше угла ЕВС, то чему равенъ уголь АВС? 

19) Предположивъ, что углы (фиг. 19) равны между собою, на- 
звать уголъ, равный '/5 угла СВСу, равный '/з угла СВО, равный '/з угла 
ПВС, равный *з угла СВЕ, равный 3/4 угла АВС, равный утроенному 
углу АВС. 

20) Два угла ш и п дополняютъ одинъ хругаго до прямаго угла 
и уголь м втрое больше угла п; сколько градусовъ и минуть содер- 
жить каждый изъ этихь угловъ? 

2% 


21) Сколько градусовъ содержить утолъ ЕАС (фиг. 22), когда. из- 
Фиг. 22. вЪстно, что уголь РАВ = 60°, прямая АЕ перцен- 
в о дикулярна къ АВ и прямая АС перпендикулярна 

къ АО? 
22) Сколько градусовъ содержитъь уголь ЕАБ 
Е: '. (фиг. 22), когда извЪетно, что уголь ЕАС=126°, 
а прямая АЕ перпендикулярна къ АВи прямая АС пер- 

е пендикулярна къ АО? 

23) Сколько угловъ, равныхъ каждый 22°30’, можно начертить 
около одной и той-же точки? . 

24) ИзвЪстно, что уголь АВЕ (фиг. 20) равенъ 140°, уголь 
ОВЕ = 87°, углы АВС и СВО равны и уголь ЕВЕ равенъ 60°. Сколько 
градусовъ содержитъ уголь АВС? 

25) Сколько градусовъ содержать углы АВО и АВС (фиг. 15), 
если уголь АБО втрое больше угла АВС? 

26) Сколько г градусовъ содержить уголь АВЕ (фиг. 19), если уголъ 
СВЕ = 127°, уголь ЕВЕ = углу ЕВС и уголъ АВС — углу АВЕ? 

27) Чрезъ точку А прямой ВЕ (фиг. 23) проведены прямыя СН, 

Фиг. 23. рб, АЕ; уголь САН = 32°23', ЕАН = 33%53' и 
РАЕ = 14955. сколько градусовь и иннуть въ 
углЪ ЕАЕ?. 

28) Уголь ВАС = 32°18’ (фиг. 23), уголь 
САН равенъ ` половинЪ угла КАС и уголь 
ЕАЕ— 93°39'; сколько градусовъ и минутъ въ 
угл ВАС? 

29) Зная (фиг. 8), что уголъ СЕВ равенъ 2/з угла АЕС, узнать, 
сколько градусовъ содержитъ уголь ВЕШ. 

30) Уголь ВАШ (фиг. 23)=САЕ, уголь ВАР==ЕА@, уголь 
ВАС = 115$ и прямая АО раздЪляетъ уголь САЕ на двЪ равных ча- 
сти; сколько градусовъ и минутъ содержить уголь САЕ? 


ТЕОРЕМЫ. 


31) Уголь АВО (фиг. 15) раздЪленъ прямою ВЕ на дв% равныя 
части, и уголь АВС раздЪленъ прямою ВЕ на двЪ равныя чаети. 
Требуется доказать, что прямыя ВЕ и ВЕ взаимно-периендикулярны. 

32) Если прямая длитъ уголь АЕС (фиг. 8) на двЪ равныя ча- 
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сти, то ея продолжеше должно раздфлить уголъ ВЕ на двЪ равныя 
части. 

33) Если уголь АЕС (фиг. 8) равенъ углу ВЕ, то ыы АЕи 
ЕВ должны составлять одну прямую. 

34) Если изъ вершины В угла АВС возставленъ а а 
ВО къ сторонЪ АВ и перпендикуляръ ВЕ къ сторон ВС, то уголь 
ЕВО, образовавиийся этими пернендикулярами, дополняетъ уголъ 
АВС до двухъ прямыхъ угловъ. 

35) Если углы @ВЕ и АВС (фиг. 19) равны и прямая ВО разд%- 
ляетъ уголь АВЕ на двЪ равныя части, то прямая ВО должна быть 
перпендикулярна къ СС. 


жим 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 


Треугольники. Свойства суммы двухъ сторонъ треугольника. Равенство тре- 
угольниковъ. Свойства равнобедреннаго треугольника. 


33. Если на сторонахъ угла АВС (фиг. 24) взать точки А и 
Фиг. 24. и соединить ихъ прямбю АС, то составитея прямо- 
в линейная фигура, называемая преуюльникоме ; сл$- 
довательно треугольникъ есть часть плоскости, огра- 
ниченная тремя пересВкающимися прямыми. Эти пря- 
4 @ мыя называются сторонами или боками треуголь- 
ника. Точки А, В, С пересфчея боковъ треугольника называются 
его вершинами. Сторонами треугольника образуются три угла АВС 
(или СВА), АСВ (или ВСА) и ВАС (или САВ). Каждой сторон 
треугольника противолежить одинъ уголъ и прилежате два угла; 
такъ наприяфръ сторон АВ противолежитъ уголъ АСВ и прилежатъ 
углы АВС и САВ. Каждый уголь треугольника заключен между 
двумя сторонами. 
Относительно сторонъ треугольники бываютъ равносторонке, 
равнобедренные и разносторонше. Равностороннимъ называется 
треугольникъ , въ которомъ веф стороны равны ;. ВЪ равнобедренномь 


.— ® = 
треугольникВ двЪ стороны равны; въ разностороннемъ оон 
стороны не равны. 

Сумма сторонъ треугольника называется его хериметроме. 

34. Теорема. Во всякома `треуюльникь сумма двул», сто- 
ронё больще третья стороны. 

Между точками В и С (фиг. 24) проведены прамая ВС и 20- 
маная лишя ВАС. Извфетно, что прямая ВС’есть кратчайшее раз- 
стояне между точками Ви С; елдовательно 

ВС < ВАС пли ВС — ВА { АС. 

Слъдствте 1. Вычтя ВА изъ обфихь частей послёдняго ие- 

равенства, получимъ 

ВС — ВА < АС; 
т. е. разность между двумя сторонами треуюльника должна 
быть меньше третьей стороны. 

Следетвте 2. Три прямых произвольной длины не всегда мо- 
гутъ быть сторонами треугольника. Чтобы ими возможно было обра- 
зовать треугольникъ, каждая изъ нихъ должна быть меньше суммы 
двух остальныхъ, или наибольшая изъ нихъ должна быть меньше 
суммы двухъ остальныхъ; такъ напримвръ изъ прямыхъ, содержа- 
щихъ 9 вершковъ, 4 вершка и 3 вершка, нельзя составить треуголь- 
викъ, потому-что 9 не меньше 4 + 3. 

35. Теорема. Сумма прямыхь, соединяющить точку, взя- 
тую внутри треуюльника, съ оконечностями одной изь ею ето- 
ронз, меныше суммы двух остальных» сторонь треуюльника. 

Точка О (фиг. 25), находящаяея внутри треугольника АБС, 


Фиг. 25. соединена съ точками А и В прамыми 
х РА и БВ. Требуется доказать, что 
= А+ В < 6+ 68. —— 
ть ` Доказательство. ПродолживЪ пря- 
< 5 Х № АО до перебчени Е съ стороною` 


ВС, получимь изъ треугольника АЕС 
(вм. теор. 84) № 
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тоя (3 Ч гида фиилоцоть (С. тия 
ЗАО Ч, ася ; Е РА ФА 6Ву ан. аэвЕНЫ: ме 
и ИЗЪ с ВБЕлиибемьг, Ч сттот {Г дулаан, +7201 
Я | ВОИ ое ЮВ ВВ -Н ЕР: и РА жнощото (5 


Сложенемъ двухЪ послВднихь неравенств по-членно’ получитея 
гигот зд РАВ < СА-еФЕ-ЕЕВ- ЕО идя 
шото Ач В+ ЕО < ©А +В КО или 
(Г нуриофото пении бАЯЗЕОВ я 31 
36. "воров Еели на’ прямой повтроены два’ ву В- 
ника, двь стороны которых пересъиаютея 7это' сумма этаеть 
двуть сторонь болие суммы двуть непересокающиеся сторонь. \ 
На пряхой АВ построены два треугольника” АВС и АВЬ (фиг. 
Фиг. 65. (96); которыхъ стороны ВСи АТ пересфкаются 
въ точк® Е. Требуется доказать, что 
Ар ВС > Аб ВО. 
а ДоказАТЕЛЬСТВо: Изъ треугольника АСЕ 
я мы имфемъ (ем. теор. 84) 
АВ- Ес р АС 
и изъ треугольника. мк получитея 
ЕР ВЕ > ВБ. 
Сложивъ эти два неравенства по-членно, получим 
ИГ»: у ЕР + ВЕ-{ КС > А+ ВО или 
РтхЯ АО ВС > АС- ВО. ы 
37. Тебрежа: 'Два`треуюльники равны, если деъ стороны 
одною соотвътственно равны двум сторонам друшио треуоль- 
ника и улы, заключаюциеся между этими сторонами, равны. 


Дано (фиг. 27): АВ = ВЕ, АС = ОРи Д ВАС = Д ЕЕ. 


> Фе. 20, Требуется доказать, что тре- 

а угольники АВС и РЕЕ равны. На- 

\ 7. \ ложимъ треугольникъ АВС на тре- 

/ \ у угольнякъ РЕГ такижь образомъ 
ан р 

< а ” чтобы: 1) вершина А упала въ 


Фа нь 


вершину О, 2) сторона АВ пошла по сторон ОЕ, и 3) треуголь- 
ники пришлись по одну сторону совмфстившихея боковъ АВ и ПЕ. 
Тогда узнаемъ, что 1) точка В упадетъ въ Е, потому-что АВ = РЕ, 
2) сторона АС пойдетъ по ОЕ, потому-что углы ВАСи ЕПЕ равны, 
8) точка С упадетъ въ Ё, потому-что АС = БЕ, и наконецъ 4) сто- 
рона ВС совифетится съ стороною ЕЁ, потому-что оконечныя точки 
ВиС совпали съ оконечными точками Е и Е. Такъ какъ стороны 
АВ, АСи ВС совмфетились съ соотвфтетвующими сторонами ОЕ, 
ОЕ и ЕЕ, то мы заключаемь, что треугольники АВС и ЕР 
совм щаются и сл довательно они равны, 

38. Теорема. Если сторона одною треуюльника равна 
сторонъ друито треуюльника и умы, прилежащие къ этим 
сторонамь, соотвътетвенно равны, то треуюльники должны 
быть равны. 

Дано (фиг. 27): АВ = БЕ, Д. ВАС = Д ЕШРи Д. АВС 
— Д ПЕК. Требуется доказать, что треугольники АВС и РЕЕ 
равны. 

Для доказательства наложимъ треугольникъ АВС на треуголь- 
никъ ПЕЕ такимъ образомъ, чтобы сторона АВ совмфстилаеь съ сто- 
роною ПЕ; это совибщеше возможно, потому-что. стороны АВ и РЕ 
равны. Тогда но равенству угловъ ВАС и ЕБЕ сторона АС пойдетъ 
по ПЕ и точка С упадеть въ какую-нибудь точку стороны ОЕ. По- 
томъ, по равенству угловъ АВС и РЕЕ, сторона ВС пойдетъ по ЕЕ 
и точка С упадеть въ какую-нибудь точку стороны ЕЕ; Такъ какъ 
точка ( лолжна лежать одновременно на сторонахъ ОЕ и ЕЕ, то она 
непремфнио унадетъ въ ихъ общую точку, т. е. въ точку Р ихъ ие- 
° ребъчешя. Совубщенемь вершинъ треугольника АВС съ соотвЪт- 
ствующихи вершинами треугольника РЕГ опредфляется совибщеше 
сторонъ АС, ВС, АВ съ сторонами ОЕ, ЕЕ, ОЕ и слфдовательно 
вовмщене данныхъ треугольниковъ. 

39. Теорема: Если де» стороны однозо треуюльника со- 
отвътетвенно равны. двум сторонамь друшто треуюльника, но 
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умы, заключаюциеся между этими сторонами, не равны, то 

меньшему уму противолежить меньшая сторона. 
Дано (фиг. 28): АВ = ГЕ, АС = ОЕ и Д ВАС д ВЕ. 
'Требуетея доказать, что сторона ВС — ЕЁ. Для доказательства по- 
$. 38, ложимъ треугольникъ АВС подлЪ 


55-й “А треугольника ОЕЕ такижъ обра- 
АЖ ^ _зомъ, чтобы вершина А упала въ 
ны ь \/ д \ ,, вершина С упала въ Е и ето- 
и ° рона ВС приняла положеше @Р; 
слфдовательно треугольникъ АВС приметъь положене ОЕ. Пред- 
ставимъ себф прямую ОН, которою уголь ЕОб раздфляется на дв 
равныя части ЕРН и @ПОН. Проведя прямую НФ, получимъ два 
треугольника НОЕ и Н@О, въ которыхъ сторона ОН общая (т. е. 
она принадлежить каждому изъ этихъ треугольниковъ), сторона 
БЕ = ПС (потому-что по заданю ОЕ = АВ, а сторона АВ при- 
няла положеше 06) и Д ЕШН = Д ©0Н. Такъ какъ дв 
стороны и находящийся между ними уголъ треугольника НОЕ соот- 
вЪтетвенно равны двумъ сторонамь и лежащему между ними углу 
треугольника НП, то эти треугольники (см. теор. 37) должны 
быть равны; слЬдовательно НЕ = Н@. Изъ треугольника КОН мы 
имфемъ (см. теор. 34) Е@ < ЕН-{+ НЕ. Въ этомъ неравенетвв под- 
- ставивъ НЕ вифсто Н@, получимъ 
Е@ < ЕН-Е НЕ или Кб — ЕЁ или ВС < ЕР. 

40. Теорема. Доа треуюльника равны, если три стороны 
одною соотвъзтственно равны трем сторонамь друало тре- 
злольника. 

Дано (фиг. 27): АВ == ПЕ, АС = ПЕ и ВС = ЕР. Требуется 
доказать, что треугольники АВС и РЕЕ равны. 

Углы ВАС и ЕПК, заключающееся между соотвЪфтетвенно рав- 
ными сторонами, не могутъ быть неравны, потому-что при неравен- 
ствф угловъ противолежания имъ стороны должны быть неравны (см. 
теор. 39); но такъ какъ по заданию стороны ВС и ЕЁ равны ; то и 
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углы ВАС и ЕШЕ должны быть равны. Отсюда слфдуетъ, что тре- 
угольники ВАСи ВОК, въ которых» позаданю АВ = РЕ; Аб=ЪЕ, 
и 10 доказанному С ВАС = И. ВЕ, должны быть равны (теор. 
37). Въ треугольникахь ВАС и ЕВЕ, удовлетворяющихь условю 
АВ—= Е, Аб==ОРВе= ЕЕ, должно быть — 

Ч. Абв ЕЕ ИГАВб = /. БЕГ, /. ВАС = д ЕЕ. 

с 274, Иримтчане. Веякйстреугольникъ состоитъ изъ шести эле- 
ментов: трехъ’ сторонъ и трехъ угловъ. Если два треугольника 
равны ; то шесть элементовъ одного соотвфтетвенно равны шести эле- 
ментамь друтаго треугольника. Въ прелъидущихъ теоремахъ (37, 3$, 
40) мы узнали, что въ двухъ треугольникахъ элементы соотвфт- 
ственно равны, вели три элемента одного треугольника еоотвЪтетвенно 
равны тремъ элементам другаго, и если они составляют’ слвдуюния 
группы: а) двВ стороны и заключаюнийея между ними уголь, №) ето- 
рона и два прилежание къ ней угла, с) три стороны. | 

42. Теорема. : Вх равнобедренномь треуюлиникь равнымь 
сторонам противолежатз равные улы. 

Дано (фиг. 29): АВ = АС; требуется доказать, что 

С. Аб: = ДАВС. : 

Фиг, 29. Для доказательства соединимъ прямою АБ 

д вершину А съ ерединою О стороны ВС; полу- 

чимъ два треугольника АВО и АСЪ, въ ко- 

торыхъ сторона ВО = С) (потому-что сторона 

ВС раздфлена точкою О) на дв равныя ча- 

= бТи), сторона АБ общая и АВ = АС по за- 

данию; елфдовательно (теор. 40) ео 
АВО и АСУ равны и Д АСВ = ДАВС. 

Примъчане. Точка перебфченя равныхъ сторонъ равнобедрея- 
наго треугольника называется его вершиною, сторона, противолежа- 
щая вершин, называется его основанемь, и прямая, соединлющая 
вершину съ срединою основашя, называется высотою равнобедреннато 
треугольника. 
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’ Слъдетвте 1. Изъравныхъ` треугольниковъ-АВЬ и АСО сд$- 
дуетъ; что С АВ = Д АПС. Такъ вакъ ‘эти углы, имфюние об- 
щую сторону АП ‘и стороны ВО’ и ПС составляють одну ‘прямую, 
смежные и кромф того равны между собою, то каждый ‘изъ них пря- 
мой и слЪдовательно прямая АР перпендикулярна къ ВС. Изъэтихъ 
же равныхъ треугольниковъ мы имфемь Д ВАБ= Д САО. Отеюда 
«лЪдуетъ, что въ равнобедренномъ треугольник 1) прямая (высота 
равнобедреннаю треуюльника), соединяющая ею вершину, сё сре- 
диною основаня, перпендикулярна къ основанто и 2), этот» 
лерпендикулярь раздъаяеть уюль при вершин на дв’ равныя 
части. | 

Прямая АП удовлетворяеть пяти условмямъ: 1). она проходить 
чрезъ вершину А, 2) она лроходитъ: чрезъ средину О’ основаншя ВС, 
3) она перпендикулярна къ основанию ВС, 4) она раздфляеть уголъ 
при вершинЪ на двЪ равныя части, 5) она разд®ляетъ треугольникъ 
АВС ца. два равные треугольника. 

Сльдствте 2. Еели АВ == АС и АВ = ВС, то по равенству 
сторонъ АВ и АС мы имфемь Д. АСВ = ДАВС и но равенству 
сторонь АВ и ВС получинь /. АСВ = Д ВАС; слёдовательно в» 
равностороннемь треуюльникь всъ улы равны. 

44. Обратное предложене. Вх треуюльникь равным 
лламь противолежать равныя стороны. 


Дано ‘фиг. ‚38 [АВС = [. АСВ; требуется доказать, что 


Аб=АВ. 
я р Для доказательства предста- 
Уй А вимъ 005 треугольникъ ОЕЕ, 


/ ы совершенно равный треугольнику 

и ыы: р ки ы АВС. Наложимъ  треугольникъ 
РЕГ на треугольникъ АВС. та- 

БИМЪ Образомъ, чтобы точка Е упала въ С и точка К упала въ В; 


тогда сторона ЕК совмфотится съ равною стороною ВС. Такъ какъ 
ДТЕЕ= ДАСВи ДД. АСВ = ДАВС, то Д.ОЕЕ равенъ также 


=> Фо 


ДАВС, и по равенству этихъ угловь сторона ЕО) пойдетъ по ВА. 
Уюль ОЕЕ = Д АВС и ДАВС = Д АСВ; слдовательно 
С ОЕЕ = С АСВ, и сторона ЕБ пойдеть по СА. Точка ПР) должна 
находиться одновременно на ВА и СА; слЬдовательно она упадетъ 
въ точку А пересфчешя этихъ прямыхъ. Такъ какъ сторона ОЕ, 
равная АВ, совмветилась съ стороною АС, то мы заключаемъ, что 
стороны АВ и АС равны и слВдовательно треугольникъ АВС равно- 
бедренный. * 

45. Теорема. Если в5 треуюльникь неравные умы, то 
сторона, противолежащая большему узлу, большие стороны, на- 
ходящейся противх менииеию узла. 

Дано (фиг. 31) СД АВС > Д. АСВ; требуется доказать, что 
Фиг. 31. АС > АВ. 

Проведя прямую ВО такимъ образомъ, 

чтобы образовался уголъ ОВС, равный углу 

АСВ, получимъ равнобедренный треуголь- 

в никъ ВСУ. Въ самомъ дфлЬ, въ немъ сто- 
роны СП и ВБ, противолежания равнымъ 
угламъ СВР и ВСО, равны. Изъ треуголь- 
пика АВО имфемь АО + БВ >> АВ: Подетавивъ ОС вифсто ОВ, 
получинъ АО -- 06 > АВ или АС >> АВ. 


с В 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


36) Периметръ равнобедреннаго треугольника АВС равенъ 120 
саж., АС = 37 саж. и АВ = ВО; сколько сажень содержитъ сто- 
рона АВ? 

37) Въ треугольник\ АВС сторона ВС=27 саж. и сторона АВ15 12 
саж. Можетъ-ли сторона АС равкяться 11 саж.? 

38) Периметръ равнобедреннаго треугольника АВС равенъ 105 
саж., АВ=36 саж. и АВ = ВС; сколько сажень содержитъ сторона АС? 

39) Периметр равносторонняго треугольника АВС равенъ 185 
саж.; сколько сажень содержить сторона АС? 


= 


40) Периметръ треугольника АВС (фиг. 29) равенъ 114 саж. п 
сторона АС = 25 саж.; сколько сажень содержить отр»зокъ ВО? | 

41) Въ треугольникЪ АВС (фиг. 29) отрзокъ ОС =3734 саж. и 
сторона АВ=801/2 саж.; сколько сажень содержитъ периметръ этого 
треугольника? 

42) Въ (фиг. 25) АС= 372 саж., ВС=251 саж. п АБ=17 ве? 
сколько сажень можеть содержать прямая ВО? 

43) Въ (фиг. 26) ВС=753/4 саж., АС = 4310 саж. и ВО = 35 
саж.; сколько сажень можетъ содержать прямая АО? 

44) Отрёзокъ ВП (фиг. 29) составляеть какую часть периметра 
равносторонняго треугольника? и 

45) Въ треугольник АВС сторона АС = 3 АВ, ВС = *5АС и пери- 
метръ равенъ 150 саж. Сколько сажень содержить каждая, ‚Сторона 
этого треугольника? 

46) Продолживъ стороны САн "ВА (фиг. 29) за вершину Ея ад 
емъ, сколько градусовъ содержитъ образовавиийся уголъ, если уголъ 
ВАШ = 37530". 

47) Къ прамой АП (фиг. 29) возставленъ перпендикуляръ АЕ изъ 
точки А. Сколько градусовъ и минуть содержитъ уголъ САЕ, если 
уголь ВАС = 679°30'? 

48) Продолживъ сторону СА (фиг. 29) за вершину А до точки Е, 
узнаемъ, сколько гралусовъ и минутъ содержить уголь ВАЕ, если 
уголь ВАО = 36°35". 

49) Изъ точки А (фиг. 29) возставленъ периендикуляръ АЕ къ 
сторонЪ АС и периендикуляръ АС къ прямой АО. Сколько градусовъ 
и минутъ содержитъ уголь РАС, если уголъ ВАС = 42°10*? 

50) Основание вс равнобедреннаго треугольника АВС составляетъ 
7/3 стороны АС. Какую часть периметра треугольника составляетъ 
сторона АС? 


ТЕОРЕМЫ, 


51) Если на продолжен стороны АВ треугольника АБС (фиг. 24) 
отложить часть ВО, равную ВС, на продолжен стороны СВ отло- 
жить часть ВЕ, равную АВ, и провести ЕО, то образуется треуголь- 
никЪ ОВЕ, равный треугольнику АВС. 


—. о 


52) Если средину Г основашя ВС-равнобедреннаго треугольника, 
АВС соединить съ средними точками Е. и Е сторонъ АВ и АС, то 
образуются два равные треугольника ВОЕ и СОЕ. 

53) Если въ треугольникь АВС, котораго сторона АВ меньше 
стороны ВС, отложить на ВС часть ВО, равную ВА, потомъ, продол- 
живъ ВА, отложить прямую ВЕ, равную ВС, и наконець соединить 
точки Ри, то образуется треугольникъ ЕВО, равный треугольнику 
АВС. | 

54) Периметрь треугольника АВС (фиг. 25) больше суммы пря- 
мыхъ, соединяющихъ точку О съ вершинами А, В, С и меньше удвоен- 
ной суммы этихъ прямыхъ. 

55) Прямыл, проведенныя въ равносторониёмь треугольник 
чрезь его вершины перпендикулярно къ противолежащимъ сторо- 
намъ, равны между собою. 

56) Если средину Н основанйя ВС равнобедреннаго треугольника 
АВС соединить съ какою-нибудь точкою М стороны АС, то разность 
прямыхь МН и ВН меньше разности прямыхъ АВ и АМ. 

57) Если на сторонахъ ВС, СА, АВ равносторонняго треугольника, 
отложить равныя части ВО, СЕ, АЁ и провести прямыя РЕ, ЕЁ, ЕО, 
то образуется равносторонн!й треугольникъ РЕЁР. 


ви 


ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА. 


Свойства. периендикудяра и ваклонныхъ, проведенныхъ отъ одной и той-же 
точки до прямой. Равенство прямоугольныхъ треугольвиковъ. 


46. Из» точки опустить перпендикулярь на прямую зна- 
читъ: чрезъ точку, данную вн прямой, провести прямую периенди- 
кулярно къ данной прямой. — 

Теорема. Из» данной точки нельзя опустить больше 
однозо пертендикуляра на данную прямую. 

Представимъ себф, что изъ точки А (фиг. 21) онущенъ перцен- 
дикуляръ АО на прямую СУ, и что бумага, на которой проведены эти 


— ЗЁ— 


прямыя, перегнута по направлентю СО: Если, совнувъ бумагу, мы от- 
мфтимъ подъ прамою СЪ точку В, въ которой пришлась точка-А, 
потомъ выпрамимъ онать бумагу и наконещь соединимь точки Аи В 
прямою АВ, то получимъ два равные угла АОС и ВОС (потому-что: 
ихъ стороны совмфщаютея). Такъ какъ уголь АОС прямой; тои уголь 
ВОС долженъ быть прямой; стфдовательно эти‘услы суть схежные и 
ихъ стороны АО и ОВ должны составлять одну прямую лин!ю. Зная, 
что между точками А и В возможно провеети только одну прямую, 
мы заключаемь, что изъ точки А нельзя опустить больше одного’ пер- 
р на прямую СУ. 

. Теорема. ПИерпендикулярь, отпущенный изь данной 
точки на прямую, короче р пы прове деНной между данною 
зпочкою и данною прямо. ^^ т реа и 

“Фиг. 32. ^^ Из, точки 0. (фиг. 32) опущенъ перпендикуляръ 
СТ) на данную прямую АВ и проведена наклонная 
СЁ къ АВ. Требуется доказать, что СО < СК. Про- 
долживъ прамую С), сдфлаежь БЕ= - СП. и проведемъ 
прямую ЕЕ; получимь два равные треугольника Уи 
и ЕЕ, потому-что сторона ОЕ общая, стороны СПО 
и ЕП равны (по отложеню) и углы СОР и КОР 
равны (прямые углы); слфдовательно СК — ЕРЕи 
СЕ == половийЪ ломаной лини! ОЕЕ. Далфе мы зажфчаемь, что 
между точками Си Е проведены: прямая СЕ и ломаная лишя СКЕ. 
Такъ какъ прамая ОЕ короче всякой лини; проведенной между точ- 
ками Си Е; то СЕ = СЕЕи 

СЕ = 1/2 (СК ЕЕ) или СЭ < СЕ. 

Примъчане 1. Перпендикулярь СП, онущенный изъ точки С 
на прамую АВ, есть кратчайшая. прямая между точкою С и прямою 
АВ, а потому этоть перпендикуляръ означаеть разстояне между 
точкою С и прамою АВ. 

Примпчане 2. Такъ какъ въ треугольник СОЕ сторона 


== 


0). < СЕ, то (теор. 45) уголь СЕ долженъ быть меньше угла СОК. 
Отсюда слЪдуетъ: если изь какой-нибудь точки прямой СК, состав- 
ляющей съ прямою АВ острый роль, опустить перпендикуляр» 
на АВ, то онз должень находиться внутри этою острао зтла.. 

Уголъ ОКА; смежный съ угломъ СЕВ, долженъ быть тупой 
(теор. 25); сльдовательно если 06% прямыя АЕ н СЕ составляют? 
тупой уюль СЕРА, то перпендикулярь СЪ упадет» на продолже- 
ще прямой АЕ внъ тупаю ула АЕС. 

Примпчаще 8. Зная, что прямая ЕО, проведенная перпен- 
дикулярно къ СП, меньше наклонной КС, мы узнаемь, что уголь” 
ЕС < угла ЕОС (теор. 45); слЪдовательно уголъ. ЕСО’ острый. 
Отсюда мы заключаемъ, что 05 треуюльникь, содержащем» пря- 
мой ул», два остальные ла должны быть острые. 'Треуголь- 
никъ, въ которомъ заключается прямой уголь, называется прямо- 
у’ольнымь. Сторона СЁ треугольника СПЕ, противолежащая прямому 
углу, называется ипотенузою, & дв остальныя стороны СП и ОЕ 
суть катеты. 

48. Теорема. Де» наклонныя, проведенныя оть одной 
и той-же точки перпендикуляра 00 данной прямой и 
равно-отстояиия оть основашя этою терпендикуляра, равны 


между собою. Ч 
Фиг. 33. Дано (фиг. 33): РЕ = ОЕ; требуется до- 
казать, что СЕ = СК. 


е 

А Треугольники ЕСО и КС равны, потому- 
| \ что сторона СП общая, РЕ = ПЕ по зада- 
‚| \1) № жедА ОБ = СОК (ипрамые углы); 

Я Е 1 г Е  слрдовательно СЕ =. СЕ. 
49. Обратное предложене. Де» равныя наклонныя, 
проведенныя ‘оту одной и зной - же точки пертендикуляра д0 
данной прямой, равно-отстоять ото основащя этою пертенди- 


хуляра. 


— 3: - 


_ Дано (фиг. 33): СЕ = ОЕ; требуется доказать; что Е = ЕО. 
По равенству прямыхь СК и СЕ мы заключаемь, что’ СЕЁ рав- 
нобедренный треугольникъ. Такъ какъ пряхая СП проведена отъ вер- 
шины этого треугольника перпендикулярно къ его основанйю, то этимъ 
перпендикуляромъ. основаше дЪлится на двЪ равных части (43); ел- 
довательно Е) = ЕЬ.. 

50. Теорема. Вс»ь точки перивндикуляра, возставленнао 
из» средины прямой, равно отстоята оть оконечностей данной 
прямои. 

Фиг. 34. 


Дано (фиг. 34): изъ средины 0) прямой 
с АВ возетавленъ перпендикуляръ; слБдова- 
тельно АШ = ВР. Требуется доказать, что 
‹ \ АМ — ВМ. Навлонныя АМ и ВМ равно уда- 
`_\ депы оть осповамя Г перпендикуляра ОС, 
-ш потому-что по заданю ОА = ОВ; слБдова- 

| тельно АМ = ВМ (теор. 43). 

Докажемъ теперь, что велкая точка Р, на- 
ходащалея вн® перпендикуляра ОС, неравно отетоитъ отъ точекъ 
А и В. Проведя прямыя РА и РВ, ‹соединимъ точку М пересбченя 
прямых Си АР съ точкою В прямою МВ. По предъидущему 
АМ — ВМ и ВР — ВМ - МР (прамая короче ломаной лини). 
Зажфнивъ въ этомъ неравенствь ВМ чрезъ АМ, получимъ 

| ВР < АМ- МР или ВР < АР. 

51. Геометрическима . мтстом» называется лин!я (или поверх- 
ность), всф точки которой удовлетворяютъ однимъ и тъиъ-же. усло- 
вамъ, По этому прамая СЕ, проведенная перпендикулярно къ пра- 
мой АВ чрезъ средину 0, есть еометрическое мюсто вефхъЪ точекъ, 
равно-удаленныхъ отъ точекъ А и В, 

-52. Теорема. Если от». одной и той-же точки перпен- 
дикуляра проведены двъь наклонныя, то та изъ нить наиболь- 
шая ‚ которая дальше отстошть отз основамя териендику- 
ляра. 


3 


= ФЕ = 


Дано (фиг. 35): перпендикулярь (№, наклонныя СР и Сб, и 
>35 06 > БР. Требуется доказать, что 

е во оее40Р. 
7 Продолживь прямую СР и отложивъ 
РЕ = С), проведемъ прямыя ЕРи Еб; 
получижь треуг. СОЕ = треуг. КОК и 
треуг. СО@ — треуг. ЕБ@, потому-что 
С) = БЕ по отложено. Д ©0@ = 
С. ЕО (прямые углы) и стороны БР 
и 26 общя: сл6довательно СР = ЕЕ 
и С6 = Еб. По предъидущему (теор. 
35) изъ треугольника СЕ@ получимъ 

66 + ЧЕ > СЕ -+ ЕЕ или 26@ = 262; 
откуда С = СР. 

Представимь себ дв наклонныя СН и ©. Если разетоле 
06+ отъ основашя пернендикуляра больше разетояшя ОН, то наклон- 
ная (6 больше наклонной СН. Въ самомъ дЪзЪ, отложивъ ПЕР =)Н 
и проведя прямую СЕ, получимъ равныя наклонныя СК — СН (теор. 
48) и С@ > СЕ (потому-что 96 >> ОЕ). Такъ какь 

СР = СНисё > 6Е, тю св > 68. 

53. Теорема. До@й прямоуюльные треуюлника равны, 
если липотенуза и острый уюлз одною соответственно равны - 
зипотенузь и острому зллу друнио треуюлника. 

Дано (фиг. 36): ВС = ЕКи ДАВС == Д ЕЕ; требуется 
доказать, что треугольники АВС и РЕЕ равны. 

91:98. Наложимъ треугольникъ ОЕЕ на треуголь- 


‚. ^ никъ АВС такимь образомъ, чтобы сторона 
м ЕК совмЪетилась съ стороною ВС; тогда точки 

5 Е нЕ упадутъ въ точки Ви Си, по равен- 

- тя Е ству угловъ ДЕК и АВС, прямая ЕЛ) пойдетъ 


но прямой ВА. Сторона ЕО, периендикулярная къ ОЕ, должна при- 
нять направлеше прямой СА. потому-что изъ точки С возможно опу- 


Е 


стить только одинъ перпендикулярь СА на АВ; Такъ какъ точка 
Г должна упаеть одновременно на прямыя ВА и СА, то она непре- 
мЪнно упадетъ въ точку А пересфченя этихъ прямыхъ; слВдовательно 
данные треугольники совиЪетятся. 

54. Теорема. Доа прямоуюльные треуольника равны, 
если зипотенуза и катеть одною соотвтественно равны зито- 
тенузь и катету друиио треурольника. 

Дано (фиг. 36): ВС = ЕКи АС = ОЕ; требуется доказать, 
что треугольники АВС и РЕЕ равны. Наложимъ треугольникъ РЕК 
на треугольникъ АВС такимъ образомъ, чтобы сторона ПЕ совм%- 
стилаеь съ стороною АС; тогда точки 0 и К упалутъ въ точки Аи 
С, и сторона ОЕ пойдетъ по направленю стороны АВ по равенетву , 
угловъ ЕОЕ и САВ. Такъ какъ велдетве этого наложеня стороны 
СВ и ЕЕ придутся по одну и ту-же сторону перпендикуляра СА и 
по задан СВ = КЕ, то эти прямыя, какъ равныя наклонныя, дол- 
Жжны находиться на равныхъ разетояняхъ (теор. 49) отъ основашя 
перпендикуляра СА; слЪдовательно ЕР = ВА и данные треуголь- 
ники совубетятея. 

55. Теорема. Всь точки прямой, раздъляющей уюль на 
06 равныя части; равно-отстоять ото сторонь этою тала. 

Дано сей 37): [ ВАШИ = Д. САЪ, прямая МЕ пернендику- 
лярна къ АВ, прямая МЕ периендикулярна 
къ АС. Требуется доказать, что МЕ = МЕ. 
Треугольники АЕМ и АКМ равны (теор. 53), 
потому-что сторона АМ общая и /. КАМ = 
Д КАМ; слфдовательно МЕ = МЕ. 

Докважемъ теперь, что всякая точка Р, ле- 
жащая внЪ прямой АШ, не равно-отетоить 
оть прямыхь АВ и АС. Для этого изъ 
точки Р опустимъ перпендикуляры РЕ и Р@ на стороны АВ и 
АС, и изъ точки М переефченя прямыхь АП и РЕ опустимъ 
перпендикуляръ МЕ на АС. Наконецъ проведя прямую РЕ, полу- 
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чимъ треугольникъ ЕМР, въ которомъ РМ МЕ >> РЕ. Извъетно, 
что РЕ >> РФ, потому-что ‘прямая РР ‘перпендикуляръ, а РЕ на- 
влонная относительно“ прямой АС. Такъ какъ РМ -Н МЕ > РГи 
РЕ > РС, то непремфнно (10, 9) РМ-ЕМЕ > Р@; но МР = МЕ, 
оритений РМ Е МЕ >> Р@ или РЕ > Р@. ГЕЯ 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


58) Знал, что ломаная линя СЕ-- ЕЕ (фиг. 32 равна 68 саж. и 
разстояне точки С отъ прямой АВ та 16 саж., узнать, сколько са 
жень содержить наклонная СЕ.. 

59) Навлонная СЁ больше ыы ср на р „саяь фиг. 33), На 
сколько сажень прямая СО должна быть меньше наклонной СЕ, ко- 

* торой разстояне отъ точки О равно ОЕ? 

60) Разстояне между точками Е и С (фиг. 32) равно 38 саж. и 
ЕО = 16 саж. ке на лед АВ еще 2-4. отетоящую оть 
С’на 38 666—553 

61) Сколько бажень содержитъ прямая СЕ (фиг. 33), если: лома- 
ная лишая ЕСЕ2- 37 саж. и БЕ = ОЕ? 

62) Найти разстоян!е между точками Г и Е (фиг. 33), когда из- 
въетно, что СЕ=СЕи ЕЕ = 85 саж. 

63) Прамая МР = 17/2 саж. и МВ= 233/4 саж. (фит. 34); сколько 
сажень содержитъ разстояше АР? 

64) Ломаная лин ССЕ (фиг. 35) содержить 37/2 важ. и перпен- 

дикуляръ СЕ — 253 саж. Мекдувакими чиелами должна находиться 
длина СЕ? 


ТЕОРЕМЫ. 


65) Нернендикулярь ВО, опущенный изъ вершины В треуголь- 
ника АВС па противолежащуй бок АС; меньше полусуммы прилежа- 
щихь сторонъ ВА и ВС. 

66) ДьБ равныя. наклонныя СЕ и СЕ (фиг. 33) составляють съ 
‚прямою АВ равные углы. 

67) | н прямая СП (фиг. 33) раздфляеть уголь ЕСЁ на двЪ рав- 
`мыя части и чрезъ точку С проведена прямая @Н перпендикулярно 
къ р, то образуются равные углы ССЕ и НСЕ. 


68) Перпендикулары ВР и СЕ, опущенные изъ оконечностей осно» 
вания ВС равнобедреннаго треугольника на противолежащ!я стороны 
АСиАВ, равны п ихъ основашя Ри Е равно-отетолть оть вер- 
шины А. ‘ 

69) Прямыя АР и СЕ, которыми соединяются оконечности А и С 
основашя АС сер треугольника съ срединами Э\и Е 
сторонъ ВС и ВА, равны. 

20) Если на сторонахъ угла ВАС (фиг. 87) отложены равных ча- 
сти АЕ и АЕ, и перпендикуляры ‚. возставленные къ сторонамъ АВ и 
АС изъ точекъ Е иЕ, пересфкаются на прямой АО, тоэта прямая раз- 
дЪляеть уголъ ВАС на двЪ равныя части. 

11) Если къ прямой АР (фиг. 37), раздфляющей толь ВАС на 
двЪ равныя части, провести перпендикуляръ ЕЕ ® < т 
АВи АС, то отрЪзки АЕ и АЕ должны быть раввы. . р 


Я к ме о уми Вт дьР 


`ЦАТАЯ ГЛАВА. 


Параллезьныя прямыя. 


56. Прямая МХ (фиг. 38), перееЪкающая дв$ прямыя АВи СЪ, 
Фиг. 38. образуеть съ этими прямыми восемь 
угловъ. (Прямую МХ впредь -й на- 
зывать съкущею). мл 

Углы с, Ч; е, Х, лежащие между пря- 
мыми АВи СО, называются внутрен- 
ними. Утлы а, 6, 9,й, лежане внЪ 
прямыхъ АВ и СО, называются ентш- 

ними. - 
Два внутренне или два внфшне угла, лежащие но одну сторону 
сЪкущей, называются иротиволежащими. Углы а и (), также углы 
Бир, суть онъино-противолежаиие. Утлы Ч ие, также углы 
си Х, суть внутренно-противолежащае. Два внутренние или два 
внЪшне угла, иифюцие разныя вершины и не лежашие по одну ©то- 


рону сЪкущей, называются на-крест» лежащими. Углы 4 и Х, так- 
же углы сие, суть внутренние на-крест»ь лежащие. Утлы а ий, 
также углы Би 9, суть вышине на-крест»ь лежацие. 

Два угла, лежанце по одну сторону сЪкущей, изъ которыхъ одинЪ 
внъшнй, а другой внутреный, называются соотвьтствующими, 
Углы ие, Ви Г, Чи д, сий суть соотвпаиствуюцие. 

Двв прямыя, находящияся въ одной и той-же плоскости, назы- 
ваютел параллельными, если онф, будучи продолжены въ какую 
угодно сторону, нигдВ не встрчаются °). 

57. Теорема. До» прямыя параллельны между собою; если 
они перпендикулярны кз одной и той-же прямой. 

Дано (фиг. 39): прамыя АС и ВО перпендикулярны къ ЕР. 

Фиг. 39. — Требуется доказать, что АС и ВО параллельны. 
4 Е  БЬь самомъ дфяЪ, прамыя АСи ВО, будучи про- 

должены вверхъ или внизЪ, не могутъ встрфтиться, 

к р ШОТОНу-что, если предположить, что онф гдЪ-нибудь 
ветрётятся, то представилась бы возможность опу- 

стить изъ одной и той-же точки два периендикуляра на прямую ЕЕ. 

58. Теорема. Чрез» точку, данную внь прямой, возможно 
провести параллельную къ этой прямой. 

Даны (фиг. 40): прямая ВС и точка А. 

Фиг. 40. Изъ точки А опустимь периендикуляръ 

. _ АБ на ВС, и изъ точки А возетавимь пер- 

: и пендикуляръ АЕ къ АП; тогда прямыя АЕ и 

ВС, периендикулярныя къ АО, параллельны 
между собою. 

СльдствтЕ 1. Зная, что изъ точки А 
нельзя возетавить больше одного периендикуляра къ прямой АТ, мы 
‘заключаемъ, что чрезъ точку А возможно провести только. одну па- 
‘раллельную къ ВС. 


в 


1) Слово «параллельный» замвняется въ письмЪ знакомъ ||. 


> Фр 


СльдетваЕ 2. Если прямая АП. перпендикулярна къ ВС, то 
она также перпендикулярна къ прямой АЕ, параллельной къ ВС. 

59. Теорема. До» прямыя, параллельныя кз ны пря- 
мой, параллельны между собою. 

Дано (фиг. 41): прямая А В параллельна къ СТ) и прямая ЕЁ па- 

мы 1. раллельна къ СО. Требуется локазать, что прямыя 
та / Е АВи СР параллельны между собою. 

у Проведемъ прямую СН периендикулярно къ АВ. 
По параллельности прямыхъ АВи С), прямая ЯН 
„/ / "должна быть перпендикулярна къ СО, а по парал- 
= лельноети прямыхъ СП и ЕЁ прямая @Н должна 
быть периендикулярна къ ЕЁ (слВд. 2 теор. 58). Такъ какъ пря- 
хая ЧН перпендикулярна къ прямыжь АВи ЕЁ, то эти прямыя 
параллельны между собою. 

60. Теорема. Если двъ параллелиныя прямыя разспчены 
прямою, то: 1) внутрение на-кресть лежаиие плы равны, 
2) вньышние на-кресть лежаицие улы равны, 8) соотвютствую- 
щие узы равны, 4) внутренше прозпиволежае улы суть 96- 
полняюние-90 двуть прямыть у1л0в5, 5} внтине противолежа- 
ще уалы суть дополняющие 00 двуть прямыхь у1л065. 


Даны (фиг. 42): параллельных ЕЁ и СП и сЪкущая АВ. 


Фиг. 42. Чрезъ средину К прамой ©Н проведемъ 
ме. к прямую СМ. перпендикулярно къ параллель- 
‚^ /  нымь ЕЁ и ©); тогда по предъидущему (47) 


/ ож „„  Перпендикудярь КТ помфетитея внутриострато 

НХ. угла КС), и перцендикуларъ КМ упадетъ вну- 

/ / ^ триоестраго угла КНЕ. Образовавийеся прамо- 

= й ” угольные треугольники 2К@ и НКМ раввы 

(теор. 53), потому-что К@ = КН по отложен и Д.К = ДНКМ 
(противоположные углы); слдовательно Д. ГАК = С. МНК. 

По доказанному внутренне на-крестъ лежащие углы «и 9 раввы 


— 9 — 


(фиг. 43); сл®ловательно ихъ дополне- 
я’ до двухъ прямыхъ угловъ также 

‚должны быть равны (теор: 27), т. е. 
Де = 

- 2) Известно (теор, 30), что  авь Да 
и 9 = Де (противоположные углы); 
сдфдовательно по равенству внутреннихь на-кресть лежащихъ угловъ 
аидмы имфемь ДЧ= Де. 

Дополнешя равныхъ угловъ {и с до двухъ крон угловъ 
должны быть равны (27), тие. = ДХ. 

8) Звая, что Да= Ди Де =9, мы получииь Да = Де. 
Такъ вавъ Де=ДЛи ДЛ= №, то Дед. 

Такимъ-же образомъ мы узнаемъ, что Да = Дди ДЬ= ДА. 

4) Сумма смежныхъ угловъ а -- с = 180°и Да= СД 9(вву- 
тренше на-врестъ лежание углы). Подставивъ Д. 9 выфсто а, полу- 
чим Д9-+ Дс= 180°. Такъ какъ Д с = Д.й (внутренне на- 
кресть лежащие углы), то подетавивъ ДЛ виЪето /. с, получимъ 
Да (№ = 180°. 

5) Сумма смежныхь угловъь В {4 = 130° и Да= Де 
(виЪшийе на-кресть лежащие углы). Подставивъ Де вмфето Да, 
получинь ДБ Де= 180°. 

Уголъ 6 = / Л (внЪшие на-крестъ лежащее углы). Подставивъ 
Д вместо ДВ, получииь ДЛ Да= 180°. 

61. Обратное предложене. Если дв» прямыя обра- 
зуютг 68 сокующею равные внутренше (или внплине) на-кресть 
лежаишйе улы, или равные соотвютствуюцие улы, или вну- 
тренне (или внплине) противолежаицие зплы, которых сумма 
равна двумь прямымз умамь, то эти прямыя параллельны. 

1) Дано (фиг. 42): / В@Э = ДАНЕ. 

Изъ средины К прямой @Н опустимъ перпендикулярь КГ на 
СТ и продолжимь его до-нересфченя съ прямою ЕЁ. Образовавицеся 
треугольники 1К@ и МКН равны (38), потому-что Кб = КН 


= Зоб 


(цо отложеню), Д Кб = Д МКН о (вертикальные утлы), 
ТАК = /_МНК (ю заданию); слфдовательно / К = ДКМН; 
но такъ какъ уголь КТАф прямой (по перпендикулярности. прямыхь 
КГ, и 61), то и уголь КМН долженъ быть прямой.‘ Отеюда мы за- 
ключаемъ, что прямыя С) и ЕЁ, периендикулярныя къ одной и той- 
же прямой М, параллельны между собою (57). 

2) Дано: /. АбС = Д.АНЕ. 

Извфетно, что Д. А@С == Д. ВОЛ (вертикальные углы) 

и / АСС = ДАНЕ (10 заданю); 
слфдовательно Д. Ве) = ДАНЕ (10, 1). 

По равенству внутреннихъ на-кресть лежащихъ угловь В@П) и 
АНЕ прямыя СП и ЕЁ параллельны. = | 

3) Дано: Д АЧЗЬ- И ВНЕ =130°. 

Извфетно (25), что ДАО Д ВОР = 1$0° и 

ДАО Д ВНЕ = 1$0° (по заданю). 
Велфдетве (10, 1) получимь 
ДА@О- Д Ва = ДАбЬ- ДВНЕ: 

Изъ этихь равныхъ сумиъь вычтя уголь АбО, получимъ 
Д Ве = Д ВНЕ. По равенству соотвЪтетвующихь угловъ мы за- 
ключаехъ, что СО къ ЕЁ; 

62. Сльдствле №. Еели двЪ прамыя АВи С (фиг. 38) раз- 
сЪчены прямою ММ и оказалось, что сумма внутренних угловъ боль- 
ше или меньше 180°, то прямыя АВи СО должны ветрЪ$титься. 
Точка пересфченя этихъ прямыхъ должна находитьея по ту сторону 
сЪкущей М\, по которую лежать внутренне углы, составляющие 
вифетЪ меньше 1$50°. 

Сльдствте 2. Еели къ прямой (фиг. 44) проведены наклон- 

Фиг. 44. — наи ОО и мериендикулярь АВ; то прямыя С) и 


› т АВ должны ветртиться, потому-что 
ДВАС- Д АС < 1830°. 
|: Примпчане. Такъ какъ теорема, „периендику- 
с Я 
ляръ и наклонная, проведенные къ той-же самой 


— фа 


прямой, встрфтатея“ не можеть быть доказана съ тою-же стро- 
тостью, съ какою доказываются прочя ‘предложеня Геометрии, то 
уже Эвклидъ былъ принужденъ принять эту теорему за акеюму. 
63. Теорема. Части двул паралдельныхе прямыль, закаю- 
ченныя между параллельными прямыми, равны. 
Дано (фиг. 45): АВ къбБиЕЕ || къбН. Требуется доказать, 
Фиг. 45. что КМ = № и Кр = МУХ. 
т Проведя прямую М1», подучиму (теор. 
38) равные треугольники КМЬ и ХМИ, 
въ которыхъ сторона М общая, 
ДС. КЬЫМ = д УМО (внутреные на- 
| кресть лежание углы равны по парал- 
+ м лельности прямыхъ АВ и ©), перес$- 
ченныхъ прямою 6М) и д КМЬ = Д МИХ (внутренне на- крестъ 
лежаие углы равны по параллельности прямыхъ ЕЁ и СН, пере- 
еЪченныхъ прямою М); слЪдовательно КМ = ТХ и КЫ = ММ. 
64. Теорема. Вс»ь точки прямой равно - отстоять от 
прямой, параллельной къ первой. 
Дано (фиг. 46): АВ къСЬ. Требуется доказать, что точки Е 
Фиг 46. и @ прямой АВ равно-отстоять отъ прямой 
Е В СУ, т. е. периендикуляры ЕК и @Н равны. 
Прямыя ЕР и @Н, проведенныя перпенди- 
кулярно къ одной и той-же прямой АВ’ (или 
Чо и —” 6), параллельны между собою. Такъ какъ 
параллельныя прямыя, заключенныя между двумя параллельными, | 
равны, то ЕЕ = @Н. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


12) Сколько градусовъ въ каждомъ изъ угловъ а, 6, с, @, е, /, 9, 
если уголъ # = 127°? (фиг. 43). 

13) Сколько градусовъ в минутъ въ уйлВ с, если уголь 9 = 65937? 
(фиг. 43). 
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14) Будуть-ли прямыя СОи ЕР параллельны, когда уголь е—58°46* 
и уголь $ = 121914"? (фиг. 43). 

15) Будутъ-ли прямыя СР и ЕЁ параллельны, когда уголь с—=119937* 
и уголъ 9 = 60°20*? (фиг. 43). 

16) Разстояые МК (фиг. 45) составляеть 7зпрямой КГ, и 
ТХ — 763/4 саж.; сколько сажень содержитъ прямая МХ? 

) Прямая КГ (фиг. 45) втрое больше №, и ММ = 5412 саж.; 
сколько сажень содержить прямая КМ? 

18) Сколько гралусовъ и минутъ (фиг. 45) содержать углы СМК, 
КЫМ, МКГ, ММГ, если уголь МЫХ = 37915‘ и уголъ [МХ = 40°55*? 

19) Прамыя ЕС, СН, НЕ, ЕЕ вмЪстЪ (фиг. 46) составляють 235 
саж., и прамая ЕЁ равна 393/4 саж.; сколько сажень содержитъ пря- 
мая ЕС? 

80) Прямыя ЕС, СН, НЕ, ЕЕ вмЪъеть (фиг. 46) составаяютъ 178 
саж., и прямая ЕЁ составляеть 3/5 прямой Е@; сколько сажень со- 
держить прямая ЕН? 


ТЕОРЕМЫ. 


$1) Если чрезь вершину А равнобедреннаго треугольника АВС 
провести прямую РЕ параллельно къ основанио ВС, то образуются 
равные углы РАВ ин ЕАС. 

82) Если чрезъ точку @ (фиг. 42) провести прямую СХ, которою 
раздЪлится уголь ВОО на дв равныя части, и чрезъ точку Н пря- 
мую НР, которою уголь АНЕ раздфлитея по-поламъ, то прямыя @Х 
и НР должны быть параллельны. 

83) Если чрезъ вершину С (фиг. 36) прямоугольнаго треугольника 
АВС провести прямую ГЕ параллельно къ АВ, то образуется уголь 
ВСЕ, служаний углу АСВ дополнешемъ до прямаго угла. 

84) Геометрическое мЪсто точекъ, равно-отетоящихъ отъ двухъ 

параллельныхь прямыхъ АВ и СР (фиг. 46) есть прямая @Н, прове- 
денная чрезь средину С прямой ЕЁ периендикулярно къ этой 
прямой. — _‘“ 
' 185) Если чрезъ точку М прямой АЮ (фиг. 37) провести прямую 
`ММ параллельно къ АВ до пересвчешя Х съ стороною АС, то обра- 
зуется уголь МХС, равный углу ВАС, и уголь АМХ, равный поло- 
вин угла ВАС. 

86) Если основаше ВС равнобелреннаго треугольника АВС раз- 
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дЪлить въ точкахъ ОиЕЁ на три равныя части и соединить эти точки 
съ вершиною А, то уголь ВАС раздфлится на три угла ВАО, РАЕ, 
САЕ, изъ коихъ углы ВАР и САЕЁ равны между собою, но уголь РАЕ 
не равенъ углу ВАШ (пли САЕ). | 


им изрыгии- 


ШЕСТАЯ ГЛАВА. 


Углы, стороны которыхъ соотвфтетвенно параааельны иди ии и брны. 
ся угловъ треугольника. Три замфчательныя точки. треугольника. 


65. Теорема. Де» прямыя, соотвътетвенно пертендику- 
лярныя къ двумз пересъкающимся прямымь, должны перест- 
каться. 


Дано (фиг. 47): ЕР И № АбябнН | къ ВС. 


Фиг. 41. 


Проведя прямую ЕС, узнаемъ, что каждый 
изъ внутреннихъ. угловъ ЕЕб и НОЕ меньше 
прямаго угла, и ихъ сумма меньше двухъ пря- 
мыхъ угловъ; а потому заключаемь, что пря- 
мый ЕР и @Н не могутъ быть параллельны. 

66. Теорема. Два ума, стороны ко- 
эторыть соотвутственно параллельны, равны, илди-же оны .вза- 
имно дополняются до. двухь прямыхь узыовг. 

1) Дано (фит. 48): параллельныя стороны ВА и ЕР направ- 
ыс лены снизу вверхъ, а параллельныя стороны 
ее, ВС и ЕР направлены слфва на право. Тре- 

буется доказать, что / АВС = / ПЕЕ, 
г  Продолжимь сторону РЕ до пересфчешя Н 
с съ стороною ВС; тогда Д АВВ = д НС 

(соотвЪтетвующие углы) по параллельности 
прямыхъ АВ и ОН, перебфченныхь прямою ВС; также 
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ДС БЕЕ = ДНС (соотвьтетвуюние угЯы) по ры 
прамыхь СР. и ВС, пересфченныхъ прамою ОН, Такъ какъ 

ЭНС равень /. АВС и ран 21 че то 1 АВС ОЕ 
(т _ 

2) Дано: сторона ВА направлена снизу вверхъ и параллельный 
ей сторона ЕН направлена сверху внизъ; сторона ВС направлена 
сава на право и параллельная ей сторона Е@ направлена ‘ирава на 
льво. Требуется доказать; что / АВС = ДВЕН. 

Продолживъ стороны ©Е и НЕ за вершину Е; получимь уголь 
ЕЕ, равный углу ЧЕН (противоположные углы); но по предъиду- 
щему (1) Д ВЕЕР = 21 АВС, сяВловательно = АВС = нь 
(10, В. Ц - 

3) РЕ" орла ариюх Ви хо рей зада, 
вверхъ; сторона’ ВС ‘направлена елва на право, а параллельная ей 
сторона ЕС направлена справа па лфво. Требуетея доказать, что 
ДАВС- Д БЕЯ = 150°. | 

Продолживь сторону @Е за вершину Е, получихъ уголь РЕЕ, 
равный углу АВС {1). Изьетно; что ЮВЕ Д РЕФ = 180° 
(сухма двухъ смежныхь угловъ). Замфиивь уголь РЕЕ равнымъ ему 
угломъ АВС, получимь Д АВС-- Д ПЕС = 180°. 

Отсюда слЬдустъ: два’ угла, которыхь стороны бюотвЪтетвейно 
параллельны, равны, ели каждыя двЪ нараллельныя стороны имфютъ 
направлена въ одну сторону; или бели каждыя дв параллельных ето: 
роны избютъ противоположное налравление ; два угла которыхъ сто- 
роны параллельны, взаимно дополняются до двухъ прямыхъ угловъ; если 
двЪ параллельных стороны пмъють направлеме’ въ одну сторону, & 
дв® друмя параллельныя стороны имьютъ противоположное направ- 
ленте. 

71167; Теорема; Два уаз кофириы стороны соотвтьт- 
ственно перпендикулярны; ‘равны, или м озаимно-дополняются 
до двужетрамыхь узлов] || 

Дано’ (фиг. 49): острые” еды Аво и ‚ ЕЕ, ОЕ -|_ къ АВуи 
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Фиг. 49. ЕК | къ ВС. Требуется доказать, что 
ДАВС Д. БЕРГ. 

Чрезъ точку Е проведемъ Е@ | къ ЕП, и 
ЕН | къ ЕЁ;тогда Х РЕЕ-+ / РЕФ =90° 
и СОЕН-{ Д РЕФ = 90°, т. ев. одинъ и 
тотъ-же уголь РЕС дополняется до прямаго 
угла угломъ ОЕК и также угломъ ЧЕН; слфдовательно эти допол- 
нешя равны, или Х. РЕК = Д. СЕН. Такъ какъ прямая ОЕ пер- 
пендикулярна къ АВ (по заданю) и перпендикулярна къ Еф, то 
прямыя ВА и ЕС параллельны. Прямая ЕЁ периендикулярна къ ВС 
и также пернендикулярна въ ЕН; слфдовательно прямыя ВСи ЕН 
параллельны. По предъидущему (теор. 66) Х СЕН = ДАВС; но 
СВЕН = СД ПЕЕ, слфдовательно / АВС = Д РЕГ. 

2) Точно такимъ-же образомь доказывается равенство двухъ 
тупыхъ угловъ, которыхъ стороны соотвЪтетвенно перпендикулярны. 
3) Дано (фиг. 50): острый уголь АВС и тупой уголь ЕЕ; 

Фиг, 50. ЕВ | къ ВА и ЕР | въ ВС. Требуется 

< ’ доказать, чо САВС-- Д БЕЕ = 180°. 

& Продолживъ сторону КЕ за вершину Е, 
Е =  получимъ уголь ОЕС, равный углу АВС (1). 
С Также извЪетно, что Х РЕЗ ДБЕЕ=180° 

г (сумма емежныхь угловъ). Замфнивъ уголъ 
ПЕб равнымъ ему угломъ АВС, получим ДАВС-- ДРЕЕ= 180*, 

68. Теорема.” Сумма лиловё трепольника равна двумь 
прямымь злламь, 
Продолживъ (фиг. 51) сторону ВС, проведемъ чрезъ точку С 
Фиг. 51. прямую СЕ параллельно къ ВА; получимъ 
Д. ВАС = Д АСЕ (внутренне на - крестъ 
/ лежание углы) по параллельноети прямыхъ 
/ ВА и СЕ, пересфченныхь прямою АС, и 
# ДАВС = Д ЕСО (соотвфтетвуюнщие углы) 
в `` пю параллельноети прамыхъ ВА и СЕ, пере- 
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сфченныхЪ прямою ВО. Зная, что (теор. 28) 

СД АСВ ДАСЕ- Д ЕС = 180° 
и замфнивъ углы АСЕ и ЕС равными имъ углами ВАС и АВС, 
получихъ чт 
ДС АбВ- д ВАС ДАВС == 130°. 

Слъдствае 1. Уголь АСР, образовавиййся продолженною 6©то- 
роною ВС и смежною съ нею стороною АС, называется внъшниме 
у’ломь треугольника. Уголь АС) = Д АСЕ-+ Д ЕбЬ, в 
ДАСЕ = /.ВАби / ЕС = ДАВС, т. е. виню уюль туе- 
злольника равень суммъь двух» внутреннить, 5 нимь несмеж- 
ные 41065; такъ напримфръ если ДАВС = 375925‘ и Д ВАС 
—43945°, то Д. АС) = 81°10°. 

Сльдствае 2. Треугольникв не можеть ижбть больше олного 
прямато или больше одного тупаго угла. Въ треугольникф АВС 
(фиг. 36) уголь ВАС = 90°, апотому Д АВС - Д ВСА = 90°: 
ельдовательно /. ВАС = Д/ АВС- / ВОСА. Отсюда мы заклю- 
чаемъ: если въ треугольник уголь ВАС равенъ сумиЪ угловъ АВС 
и ВСА, то уголь ВАС долженъ быть прямой. 


Слъдетвив 3. Острые углы прямоугольнаго треугольника 
взаимно дополняются до прямаго угла; такъ напримфръ если (фиг. 36) 
ДАВС = 20916', то Д_ АСВ = 90° — 20°16' = 69°44". 

СлъьдстваЕ 4. Уголь ВАС == 180° — (/ АВС-+ Д АСВ), 
т. е. всяюй уголъ треугольника дополняет сумму двухЪ остальныхъ 
угловъ до 130°; такъ напримфрь. ели /. АВС —= 75°24' и 
Д АСВ = 2545', то Д ВАС = 180° — (15°24' -{ 28°48') = 
75545°. 

69. Теорема. Если стороны двухь треуюльников» соот- 
вътетвенно параллельны или пертендикулярны, то соотвьт- 
ствуюцие зрлы равны. 


Назовемъ данные треугольники чрезъ АВС и ПЕК. Если въ 
нихъ стороны АВ и ПЕ, АС и ПЕ. ВСи ЕК цараллельны или пер- 
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пендикулярны, то велдетые сч теоремь (66 и 67) мы 
имемъ нА 
д ВАХ = ДВОЕ иди рты 1805, 
ДС АВС = [ ОЕЕ или Д АВС-- Д ЕЕ = 180°, 
С АСВ == С ОЕЕ/лили [. АСВ + [ЕЕ = 180°; 
слфдовательно. для этихъ угловъ представляются три случая: 
1) кода С ВАС-- Д ЕШЕ = 180°, ДАВС - Д ОЕЕ = 130°, 
Д‚АСВ-- СЬЕЕ = 130%; 
2) когда /. ВАС = Д.ЕБЕ; ке с. БЕГ = 150°, 5 
„ДАСВ-Е 2. РЕЕ = 180°; 
З)когда С. ВАС = Д ЕБЕ, к : С РЕЕ, АВВ ДОЕЕ. 

Допуетивъ, что 5 

Д. ВАС-- Д ЕШЕ = 1$80°, / АВС Д ПЕР = 130° и 
С АСВ -- (.ЬЕЕ = 150°. мы узнаемъ, что въ двухъ данныхъ 
_ треугольникахь. ь сима угловь равняется 540°; что не возможно. 
Еели-же предположить, что въ данныхь треугольникахь / ВАС 

=, 2 ЕБЕ, ДС АВС - Д. РЕГ = 1$0%°и / АСВ ДОЕЕ 
— 180%, то ихъ сумма угловъ окажется больше 360°. Отсюда мы 
заключаемъ, что для данныхь треугольниковь возможно допустить 
только случай, когда ;. ВА6'= - ИВ, - АВС = - 2 ЕЕ, 
Д АбВ= ДИ РРЕ." 

70. Теорема. Если точку переепчмешя ‘прямыть, д 
ляющииеь два узла треуюольника соотвътетвенно на двъ рав- 
ныя части, воединизйь сз вершиною третьяю ула прямою , то 
эта прямая ны также трети уюль на "бет `равныя 
части. > 

Фит» 52, Дано (фиг. 52): точка О вины ца 
мыхъ, разлвляющихь углы АВО’и АСВ дан- 
наго треугольника на дв равныя части, и 
прямая АО, соединяющая вершину А съ точ- 
кою О. Требуется доказать, что 

[ВАО =. 6А0, 
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‚ Изъ точки О опустимъ перпендикуляры ОР; ОЕ, ОЕ на стороны 
ВС, АС, АВ; получииъ равные треугольники ВОТ и ВОК, потому- 
что сторона ВО общая и С. ОВО = Д.ЕВО (по заданию); слфдо- 
вательно (53) ОР = ОК. Также прямоугольные треугольники СРО 
и СЕО равны, потому-что сторона. СО общая и /. 060 = Д ЕбО 
(по заданию); слВдовательно (53) О = ОЕ. По равенству прямыхъ 
01 =0Е и 00 = ОЕ мы имфемь ОЕ = ОЕ. Наконецъ прямоуголь- 
ные треугольники АОЁ и АОЕ равны, потому-что сторона ДО 0б- 
щая и ОР = 0Е; слфдовательно /. ГАО = / ЕАО. 

Слъдствте. Прямыя, которыми раздфляются углы треуголь- 
ника соотвЪтственно на двЪ равныял части, перееЪкаются въ одной 
точк% , равно-отстоящей отъ сторонъ треугольника. 

71. Теорема. Если точку пересчешя перпендикуляровз, в03- 
ставленныхь кодвумз сторонам» треуюльника изь среднихь точек, 
соединить прямою с» срединою третьей стороны, то эта прямая 
должнабыть перпендикулярнако третьей сторонъ треуюльника. 

Дано (фиг. 53): прямая ОШ перпендикулярна къ ВС, прямая 

Фиг. 53. ОЕ перпендикулярна къ АС, ВБ = С, 
АЕ = ВЕ, АЕ = СЕ. Требуется доказать, 
что прямая ОК пернендикулярна къ АВ. 

По предъидущему (65) извфетно, что пер- 
пендикуляры ОО и ЕО пересфкаются. Потомъ 
извЪетно, что треугольникъ ВОС долженъ быть 
‘г Равнобедренный, потому-что прямая ОП), про- 

веденная перпендикулярно къ ВС, проходитъ 
чрезъ вершину О и средину П) стороны ВС; слфдовательно ОВ =0С. 
Точно также доказывается, что треугольникъ АОС равнобедренный 
и 06 —=0А. Наконещь треугольники ВКО и АРО равны, потому- 
что сторона КО общая, ОА — ОВ (по доказанному) и АК = ВК (по 
заданю); слдовательно / АКО = Д ВКО. По равенству этихъ 
угловъ (22) мы заключаемъ, что’ они прямые и прямая РО периен- 
дикулярна къ АВ. 
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блъдетвик. Пернендикуляры, вбзетавяенные К’ ‘сторонам 
треугольника изъ средних’ ‘точек, ерееьнаннея ы одной (Кочк, 
равио-ототоящей от вершинъ треугольника. | | 
72. Теорема. Перпсядикуляры, отущенные и вери 
ивы ричи арии эросвийетбй` «а 
Прямыя Ар. ВЕ, СР соответетвение ибрибидикулярны къ с10- 
иг. 54. 7 рбнажь ВС, Аби АВ (фиг. 54). Чрез 
'зертины А, В, © проведлемъ прямыя: 
оне Ию ВО, НК | къ Аб; К || къ 
АВ: Такъ какъ параллельных, заклю- 
чающумея между ти раллельными ‚ равны 
(63), то ВС -А@ и ВОЗ НА; та- 
довательно НА = А@. По той-же при- 
В ЧА ВАР и” АВ == СК, также 
ПАб=ВНиАС= ВК; стБдовательно 
06 = СК и ВН = ВК. По паралльльноеи прямыхь ВС и НО, 
прямая АТ периендикулярна къ Н@. Точно также доказывается, 
что прямая ВЕ | къ НК и прямая СР | къ К@. Такъ какъ пря- 
мыя АО, ВЕ, СЕ проведены чрезъ средя точки А, В, С прямыхъ 
Н@, НКибК периендикулярно к этимь прямым, то по предъиду- 
щему (70) эти периендикуляры переекутея въ одной точк$. 


87) Сколько градусовъ” ое миди ыы Взибенорвынниюо 
треугольника овеот 

$8) Въ прямоугольномъ треугольник АВС фа, 86) уголь 
АСВ= 37948; сколько. градусов и минуть въ угл АВС? 

89) Въ разнобедрениомь треугольникЪ АВС. сторона АВ=АСи 
уголь ВАб= 79035"; сколько традусовъ п `минуть въ угл АВС? 

90) Зная, что АВ АС (фиг. 51а Д ВАС = 549107, узнать, 
сколько градусовъ содержитъ внфшийй уголъ АС. 
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"91 Звал, что АС =. ВС (фиг. 5 и > ООВ иеьть, 
екблько градусовъ содержитъ уголь АВС. > Г 

93) Сколько” градусовъ содержить уголь А50 те 51), если 
ДС АСЕ=43‘10' и Д. АСВ=36°? ВЕТ: 

"193 `Сколвко ‘радусовь содержииму” ый ВАС би": я 
С ОСЕ= 3345 п Д. АСВ = 54°? 

94) Въ треугольник АВС уголь АВС= С. ВАС+ Д АСВи ДАСВ 
=25917°; сколько градусовъ и минуть содержать углы АВС и ВАС? 

95) Продолжешемъ В@ стороны АВ, прямоугольнаго треугольника 
АВС (фиг, 36) образуется внЪфин!й уголь СВ@; сколько градусовъ и 
минут содержитъ уголь СВО, если С. АСВ = 53°15' | 

96) Въ треугольникЪ АВС (фиг. 51) АС = ВС и ВА ОЕт8а:5 
сколько градусовъ и минутъ содержить уголь АСО?. << 

91) Чрезь вершину А равнобедреннаго треугольника АВС про- 
ведена прямая ОЕ нараалельно къ основанию ВС., составляющая съ 
стороною АВ уголь РАВ = 47°25'; сколько градусовъ и минутъ со- 
держитъ каждый уголь даннаго одыины 

95) Въ треугольник. АВС (фиг. 51), имВющемъ равныя стороны 
АВиАС, проведена прямая АС перцендикулярно къ; ВС; сколько 
градусовъ и минутъ содержить уголь ВАС, если уголъ АСР = 146°15/? 

99) Если въ треугольник АБС (фиг. 51) уголь АВС = 90° и уголь 
АСЕ = 67°48*, то сколько градусов и минуть въ углЪ ВСА? 

100) Въ треугольник® АВС (фиг. 51) уголь ВАС = 54026 и уголь 
ОСЕ = 68°28*°; сколько градусовъ и минутъ содержать углы АВС 
и АСВ? 

101) Въ треугольникЪ АВС. (фиг. 51) уголъ АСВ = 47°48' и уголь 
ОСЕ = 56925'; сколько градусовъ и мивутъ содержать углы АВС и 
ВАС? 

192) Если въ треугольник АВС (фиг. 51) уголь АСВ ==90° и 
уголь РСЕ = 38943*, то сколько градусовъ и минутъ содержитъ уголь 
ВАС? 


ТЕОРЕМЫ. 


103) Если изъ точки О, взятой внутри угла АВС, опустить пер- 
цендикуляры ОЕ и ПЕ на стороны ВА и ВО, то образуется уголь 
ЕШЕ, которымъ уголь АВС дополняется до двухъ прямыхъ угловъ. 
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104) Если чрезъ точку С (фиг. 35) периендикуляра СО проведены 
наклонныя СЁ и СС, то та изъ нихъ составляеть съ сЪкущею АВ 
наименьний уголъ, которая наиболЪе отстоитъ отъ основаня О’ пер- 
пендикуляра. 

105) Прямая АБ, я бронных на двЪ равныя части внфшнй 
уголь САЕ, расположенный при вершин%® А равнобедреннаго тре- 
угольшика АВС, параллельна къ основан!ю ВС. 

106) Если внутри треугольника АВС взять точку О и соединить 
ее съ точками А и С прямыми ПА и ОС, то уголь АОС, образуемый 
этими прямыми, больше угла АВС. 

107) Прямая СО, проведенная перпендикулярно къ боку АС равно- 
бедреннаго треугольника АВС; еоставляетъ съ нии ВС острый 
уголь ВСО, равный ноловинЪ угла ВАС. 

108) Если въ прямоугольном треугольникЪ изъ вершины В пря- 
маго угла опустить периендикуляръ ВО на тииотенузу АС, то! уголь 
АВО, составляемый периендикуляромь ВР съ катетомъ ВА, равенъ 
углу АСВ, составляемому гипотенузою съ катетомъ ВС. 

199) Если въ равнобедренномъ треугольникв АВС; коего уголь 
ВАС при вершин® равенъ половин угла АВС при основан, прове- 
дена прямая ВО, раздвляющая уголь АВС на дв равныя части, то 
образуются два равнобедренные треугольника АВО и ВСР. 

10) Если въ прямоугльномъ треугольник АВС острый уголь 
ВАС вдвое больше остраго угла АСВ, то меньший катеть АВ р 
половин% гипотенузы АС. 


СЕДЬМАЯ ГЛАВА. 


Рьшене геометрическихъ задачъ построен. 


73. Для проведешя на бумагв параллельныхъ и периендикуляр- 
Фиг. 55. ныхъ лин употребляется обыкновенно линейка съ 


г чертежнымь треуюльникомь (фиг. 55). У чер- 
тежнаго треугольника два смежные края ВА и ВС 
составляютъ прямой уголъ, а край АС (гипотенуза), 

р , противолежаний прямому углу, дфлаетея иногда ско- 


шеннымъ (срЪфзаннымъ). 


Е. 5 


> Вь вбрномъ чертежномь треугольник края ВАли ВС (фиг. 56) 
, Фиг. 56. = должны быть взаимно-периендикулярны. Для 
её “ повфрки этого усломя проведемъ какую-ни- 

будь прямую МХ и, приложивъ къ ней чер- 

` тежный треугольникъ краемъ АВ, проведемъ 
прямую по’ краю ВС. _ Потомъ обратимъ тре- 
угольникъ около точки В такижъь образомъ, 
чтобы ‘ето’ край АВ совмфетился съ прямою ММ по другую сторону 
точки В, и проведемъ еще прямую по краю ВС. Если проведенныя 
прямыя слились въ одну прямую, то значить: треугольникъ вФренъ. 
Въ противномъ случаЪ, т. е. если проведенныя прямыя составляютЪ 
уголь СВС, то края АВ-и СВ не а с и 
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не вЪренъ. . те) ПО > ТА дтите > ЕН 
'74; Чтобы чрезъ точку С провести прямую параллельно. ЕЪ пря 
Фиг. 57. мой АВ (фиг. 57); приложимъ 


чертежный треугольникъ гипотену- 
зою’къ прямой АВ. Придержавъ 
его правою рукою, приложимъ ли- 
нейку краемъ къ его катету. По- 
томъ придержимъ линейку лЬвою 
рукою, а правою рукою будемъ 
двигать треугольникъ по краю линейки вверхъ (или внизъ) до тЬхъ 
поръ, пока гипотенуза закроетъ точку С. Наконешь по типотенуз® 
проведемъ прямую ОС’ чрезъ точку С. 

Прямая ОС параллельна къ АВ. Дйствительно, прямая РЕ 
составаяеть съ ‘прямыми АВ и ПОС соотв тетвуюнае углы ЕКАВи 
ЕОС, которые равны. 

"Для проведешя параллельныхь прямыхъ нВтЪ надобности, что- 
бы чертежный треугольникъ имфлъ прямой уголъ: 

’ 75. Чтобы ‘изъ точки К (фиг. 58) опустить перпендикуляръ на 
прямую АМ, приложимъ чертежный  треугольникъ гипотенузою къ 
АМ, в линейку краемъ СН кЪ катету АС. Прилержавъ линейку л%- 


— 


Фет. 38. „ вою’ рукою и снявъ треугольникъ 
еъ бумаги, приложим его другимъ 
’ ватетомь къ краю линейки. По- 
томъ подвинемъ треугольникъ по 
краю неподвижной линейки до тъхъ 
поръ, пока гипотенуза треугольника 
ие: пройдетъь чрезъ точку К. Нако- 
нець ‘придержавъ треугольникъ, проведемь чрёзъ К а КГ 
по типотенузЪ. 

’_ Прямая КЬ нериендикулярна къ АМ. Въ сажомъ дЪль, отъ пе- 
ремфщеня чертежнаго треугольника прямой уголь АСВ приналъ по- 
ложенше ас и острый уголь ВАС перембстилея въ фас; слЪдовал 
тельно /. ВАС = Д. Ъас. Уголь Ас = Д. а0\ (вертикальные углы) 
и уголъ Ас) прямой, потому-что смежный ему уголь ис прямой. Такъ 
какъ въ прямоутольномь треугольник АОсуг. АВе- Д БАс=90°, 
то равные имь углы @0 и Бас составятъ вмфстЪ также 90°. Отсюда 
мы заключаем, что въ треугольник аОТ, уголь а прямой п сл$- 
довательно прямая а] перпендикулярна къ АВ. 

76, Геометрическими задачами построеня мы называемъ таке 
вопросы, которыхъ рфшене требуетъ составлен геометрической фи- 
гуры, . 

Прямую АВ раздълить на 5 (или на сколько ‘уюдно) ак 
ныть частей (физ. 59). 

Фиг. 59. Чрезь точку А проведемъ какую-ни- 

НО <0 20 40. 158 будь‘ прамую АО и ‘на’ ней отложимъ 

-ыР 70 74 №. цирвулень пять равныхь частей АС, 

ы в №. СЕ, ЕЕ, Ра, ЧН. Потомъ соединимъ 

тя - точки Ви Н ‘прямою ВН и чрезъ точки 

С, Е, Е, @ проведем” прямыя. ОК, Ег‚ЕМ, @Х параллельно къ 

ВН до иересфчешя съ ‘прямою АВ; тогда точками К, №, М, М -- 
мал АВ раздфлится на ‘нять равныхъ частейх - 

г Доклзлтвльство, Чрезъ точки К; №; М, Х проведемь прямыя 


КР, 50, М4, УВ параалельно къ АО. Воелфдетме теоремы (68) ны 
нифемь КР == СЕ, №9. ЕЁ, МФ -- Еб, ХВ == @Н. Пряхыя АС, 
СЕ, ЕЕ, Е@, @Н. развы между собою, по отложению; слёдовательно 
я развыя имъ прямыя АС, КР, 10, МО, ХВ, равны между собою. 
Углы САК, РКГ, ОГМ, ОМУ, ВХВ равны между собою, кавъ со- 
отвфтетвующие углы, и также углы АСК, КРЫ, 10М, МОХ, МВВ 
равны между собою (теор. 66); слЪдовательно треугольники АКС, 
КИР, 1М0, МХ, ХВВ равны. и ихъ стороны АК, КЪ, ЫМ, МХ, 
УВ равны. 

77. Данный ул» и на дать равныя части (фи. 60), 

На сторон ВС и на продолжени стороны АВ отложимъ равныя 

Зи части ВЕ и ВО. Потомъ соединимъ 

осо има | Лючия Фи. Е прямою РЕ и, параллельно 

ера ка „в БЪ этой прямой проведемъ прямую ВЕ 

Е их чрезъ вершину В. Прямая ВЕ раздЪ- 

© нае > литъ данный уголъ на двЪ равныя части, 

Рив ДокАазатЕЛЬСТво. Въ равнобедрен- 

номъ треугольник ОВЕ углы ВОЕ и 

ВЕ, лежащие противъ равных сторонъ ВЕ и ВО, равны. Уголь 

АВЕ =  ВРЕ по парзалельноети прямых ВЕ и ОЕ, пересфчен- 

ныхь прямою АЛ. Утоль СВЕ = Д. ВКО по параллельности прамыхъ 

ВЕ и Е, пересфченныхь пражою ВС, Такъ какъ углы ВОЕ и ВЕР 

равны, тои равные имъ углы АВЕ л СВЕ должны быть равны; 25- 
довательно. ДАВЕ= СВЕ"! С АВС. 

#3. Геометрические вопросы часто руфшаются аналитическим» 
влособомь. Этотъ слособъ примфнент къ рёщешю сафдующихъ. за- 
дачъ. 

На. данной. прамой АВ. опредььиать зпочку, равно-отстоя- 
иилю отз данныхь точекъ С и П (фиг. 61). 

- Иредположимъ, что задача руъшена и что на прамой АВ най- 
дена. лонка.Е, равно-отстоящал ‚оть точекь С и Г); сяфдовательно 
разстоаня. ЕС и, ЕО доджны быть равны. Поресзкающиея прамыя 
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Фиг. 61. РСи ЕО будуть наклонный’ относительно прямой 
‚т СЪ, совдивяющей данныя точки Си). Так какъ 
а } эти Наклонныя | равны, то они должны находитьея 
сч \ в на равныхъ разетояняхь отъ основашя перпенди- 
-- ый „ Куляра ЕЕ; опущеннаго изъ точки Е переевченя 
И бьло т на прямую СО (твор. 49); сл$дова- 

тельно должно быть СЕ = Е. 

Рьшене. Теперь уже легко произвести самое рфшене задачи: 
а) должно соединить точки Си Ш) прямою СТ, 5) прямую СО должно 
раздълить въ точкв Е на двЪ равныя ‘части (76), и 2) изъ 
точки Е должно возетавить ‘иериендикулярь ЕЁ къ прямой С (75). 
Точка Р пересЪченя прямыхь ЕРи АВ удовлетворяеть вопросу. 

ДоказАТЕЛЬСТВО. Соединивъ точку Е съ точками С и О пря- 
мыми РС и ЕЪ, получимъ равные треугольники ЕСЁ и ЕШЕ, потому- 
что СЕ = ОЕ по раздфлению, сторона ЕК общаяи Д СЕР = ДОЕЕ 
(прямые углы); елфдовательно Еб = ЕП. 

79. Чрезь точку С провести прямую такимь образомь, что- 
бы эта прямая раздълила данную прямую АВ на двъ равныя 
части (фи. 62). 

Предположимь, что задача убшена и что прямая С) раздфляетъ 

Фиг. 62. данную прямую АВ на дв равных ‘части; ‘елвдо- 

$ вательно получимь АЕ = ЕВи Д АЕ = Д ВЕС 
/ Г (вертикальные углы). ели теперь начертить ири 


Ах ` 5 
Е 7 точкахъ А и. В равные углы, то получатея ‘равные 


`й 


ы треугольники (теор. 38). Для этого соединимъ точки 
ВиС прямою ВС и параллельно къ этой нрямой проведемъ прямую 
А чрезъ точку А; получимъ равные внутренне на-крестъ лежашие 
углы РАЕи ЕВС. Изъ равныхъ треугольниковь АЕБ и ВСЕ сл$- 
дуетъ, что АО = ВС. 

Рииенще. Для рЬшешя этой задачи: а) воединимъ точки Ви С 
прямою ВС, 5) параллельно къ ВС проведемъ прямую чрезъ точку А, 
6) на этой прямой отложимъ часть АО, равную ВС, но въ сторону, 
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противоположную направлен ВС, и 4) соединимъ точки С и Г) пря- 
мою С. Точкою Е пересфченя праныть АВи СЪ ра пря- 
мая АВ на двф равных части. м\ 

^_ Доказательство. Треугольшики АЕО и ВСЕ равны, потому- 
что А) = ВС по отложеню, / РАЕ = Д ВВС по параллельности 
ирямыхь АТ и ВС, пересфченныхъ прямою АВ, ДАБЕ = Д ВСЕ 
по параллельности прямыхъ АШ и БС, ри прямою ОС; 
«лЪдовалельно АЕ == ЕВ. 

80. Требуется провести двъ прямыя такь, чтобы первая 
прошла чрезь точку А и вторая чрезь В, и чтобы они, пересъ- 
каясь на данной прямой МХ, образовали ры у" вы с5 этою 
прямою (фиг. 63). 

Положимъ, что задача. рьшена, и что прямыя. АС и ВС состав- 

Фиг. 63. дяють съ прамою ММ равные углы АСМ и ВС. 

я з Какимъ образомь можно получить при т09к% С эти 
равные углы? Продолживъ прямую ВС за вершину 
5 ©, получияь уголь МСУ, равный углу ВСХ (верти- 
№ кальные углы); слвдовательно и /. АСМ долженъ 

р равнатья / МСО. Какимъ-же образомь должно 

5. получить равные углы АСМ и МСО% Сдфлавъ 
СО = СА и проведя прямую АО, получимъ равнобедренный треуголь- 
никъ АСУ, въ которомь Х АСЕ = Л СЕ, если прямая СЕ пер- 
цендикулярна къ основаню АП и проходить чрёзъ средину Е пря- 
мой АП. 

Рищене. Изъ точки А ‘опустимь периендикуляръь АЕ на ММ и 
на его продолжеши отложимъ часть ЕП, равную АЕ. Соединивъ 
прямою ЮВ точки В и В, и прямою АС точку А съ точкою С 
переебченя прямыхь ММ и ЭВ, получижъ требуемыя прямыя ВС 
и АС. 

Доказательство. Треугольники АСЕ и ОСЕ равны, потому- 
что бторона. ЕС общая, АЕ == ЕП по отложении Д АЕС = Д ПЕС 
(прямые углы); слфдовательно Д АСЕ = / ОСЕ. Такъ’ какъ 


С.0СЕ = Д. ВСХ (вертикальные: но то. С АК = -^ вс 
(19, 1). 

81. Чрез» точку О, ое внутри ума АВС, а 
провести прамую такз,. чаи НН одтяААня, Е ПЛАНУ ВА 
и ВС равные узлы (фиг. 64). 50° 

Положимь, что задача аа и что прямая ЕС, медик. 

2 Фиг. 64. чрезъ данную точку, 0), составляеть равные углы 

я ВЕ@ и ВОЕ съ сторонами ВА и ВС. Этимъ рав: 

р. нымъ угламъ должны противолежать равныя стороны 

ВО и ВЕ. Бакимъ образомь опредфлятся точки Е 

и 4? Проведя чрезъ точку 0) прямую ОЕ до пере- 

в с е сфчешя съ прямою ВА параллельно къ сторон% 

ВС, получимь Д. ЕО == С В@Е (соотвфтетвуюние углы); слЬдо- 

вательно С. ЕДЕ = ЕРШ и ЕЕ = ЕП. 

___ Рищене, „Проведя. прямую ОЕ цараллельно къ ВС, сдЪлаенъ 
ЕР — ЕП и чрезь точки Ри Г проведемь прямую Еб. 

Доказательство. Въ треугольник ШЕЕ стороны ЕО и ЕЕ 
равны (по’ отложено) и противъ этихь равныхъ сторонъ лежать 
равные углы ЕЕ) и ЕБЕ. Нотомъ по паралаельности прамыхъ ВС 
и ЕЛ уг. В@Е — Д. ЕШЕ. Тавь сн фаза ДС ЕШРи ДВеЕ 
== © ЕЕ, о ДВЕб ВОРА окзеиь нзваони = 

52. Между прямыми АВ-и 6 аи провести пра- 
мую тавь, чтобы. она данною. точкою М раздьлилась на дель 
равныя части (фиг. 65). 4 

Продположимъ, что найдена прямая НК, которая точкою М 

да раздфляется на дв равцыя части МН. и 
МК. На прямыхъ МН и МК начертимь 
два равные треугольника, „Для, этого 
проведемь прямую НЕ параллельно ‚къ 
АВ; и чрезь точку М ирамую ЕР до 
пересвченя съ, прямою НЕ.. Будуть- ли треугольники МКЕ и МНЕ 
равны? Въ нихь МК = МН, С МКЕ— С.МНЕ (внутренне. вах 
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крестъ лежаще оны и С ЕМК = ДЕМН; слфловательно 
МЕ = МЕ. 70 жл 

Рьшене. р точку М проведя прямую, сдфлаемь МЕ = МЕ. 
Потожъ проведежь прамую ЕН чрезь точку Е параллельно къ АВ 
до пересфчешя Н съ прямою СП. Наконець еде прямую. ыы 
точки Ни М. 

Доказательство. Треугольники МКЕ и МНЕ равны, потому- 
что МЕ= МЕ, Д МЕК = Д МЕН и / ЕМК = ДЕМН; слёдо- 
вательно МК = МН. ыыы 


ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЯ. 


1) Чрезъ три точки А, ВиС, не лежания на одной прямой, про- 
вести параллельныя прямыя, равно- отстояния между собою. 

113) Построить равнобедренный ' треугольникъ, котораго основа- 
не должно равняться данной прямой АВ и перпендикуляръ, возста- 
вленный изъ средины основан!я долженъ равняться прямой С. 

113) ВнЪ даннаго треугольника АВС чрезъ его вершину А прове- 
сти прямую ‚ составляющую съ сторонами АВ и АС равные углы. 

14) На данной прямой АВ опрехлить точку, ‚равно-отстоящую 
отъ точекъ Си), когда точка С находится изъ прамою АВ, а точка 
Р лежитъ под ирямою АВ. 4 

115) На гипотенуз® АВ прямоугольнаго треугольника АВС опре- 
дЪлить точку О, равно-отстоящую оть вершины В и протязолелжи- 
щало ей катета АС; 

116) Даны: точка А надъ прямою МХ и точка В подъ прямою ММ. 
Требуется провести двЪ прямыя: первую чрезт, точку А п вторую 
чрезъ точку В такимъ образомъ, чтобы эти прямыя, пересБкаясь на 
прямой ММ, составляли съ нею равные углы. 

`1И) Дала прямал ЕЕ ви угла АВС. Между сторонами этого угла 
требуется провести прямую, параллельную и равную прямой ЕЁ. 

118) Требуется опредфлить точку; коей разстояше отъ двухъ дан- 
ныхъ непараллельныхь прямыхъ АВ и СБ должно равняться дапной 
прямой ЕЁ. 

119) Между двумя прамыми, которыя ие могутъь быть продол- 
жены до ихъ пересВченя, провести прямую такимъ образомъ, чтобы 
она составляла съ данными прямыми равные углы. 
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120) Даны три точки А, Ви С, не лежания на одной прямой. 
Чрезъ точку А требуется провести и, ии отъ.то- 
чекъ Ви С. 

_ 121 Чрезъ точку кА: ‘данную виутри угла АВС, "провести прямую 
ОЕ между сторонами ВА и ВС такимъ образомъ, чтобы образовались 
на нихъ равные отрёзки ВО и ВЕ. (^^ 

122) Чрезь точку Р, данную внутри угла АВС, провести прямую 
между сторонамм ВА и ВС такъ; чтобы эта прямая’ раздЪлилась въ 
точкЪ Р на, двЪ равныя части. 

123) На каждой изъ данныхъь прямыхъ АВи Р@ (фиг. 50) тре- 
буется построить равнобедренный треугольникъ такимъ образомъ, 
чтобы эти треугольваки имфли общую вершану, `(Данныя прямыя 
должны быть основашями искомыхъ треугольниковъ. Въ какомь слу- 
чаЪ вопросъ невозможенъ?) 

124) Чрезъ точку Р, данную внЪ угла АВС, провести прямую до 
пересфчендя съ дальнфйшею стороною ВС такимъ. образомъ, чтобы 
искомая прямая мм, аньый стороною ВА на я ри: 
ныя части. = 

125) Провести прямую перпендикулярно къ оровь вс ттт 
угла АВС такъ, чтобы этотъ периендикуляръ, заключенный, между 
сторонами ВА и ВС, равнялся данной прямой ПЕ. 

126) Въ данномъ треугольникЪ АВС требуется провести прямую 
РЕ параллельно къ АВ между сторонами АС и ВС такимъ образомъ, 
чтобы прямая ОЕ равнялась отрфзку АР. соо 

127) Провести прямую такимъ образомъ, р оть нея равно- 
отетолди двЪ данныя точки А и В. (Сколько рьшенй допускаетъ 
этотъь вопросъ?) 

Примьчане. Вопросъ, допускающий безконечное число ръшенИй, 
называется неорредьленнымь, 

128) Между сторонами АВи АС треугольника АВС провести пря- 
мую РЕ параллельно къ сторон ВС тавимъ пбричиВьй чтобы прямая 
РЕ равнялась сумм отр$зковъ ВО и СЕ. к бт? ФИ 

129) Провести двЪ параллельныя прямыл: ера, чрезъ точку А 
и вторую чрезь точку В такимъ образомъ, чтобы они на данной пря- 
мой МУ отрЪзали часть, равную прямой СО, 
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Четыреу гольники и многоугольники, 


83. Часть плоскости, ограниченная четырьмя прямыми линями, 
Зе. 68. называется четнреуюльникомь (фиг. 
г 66). Прамыя АВ, ВС, СБ, РА суть 
стороны четыреугольника. Прямая, с0- 
Е единяющая вершины Ви О двухъ про- 
тяволежащихь угловъ четыреугольника, 
называется его Обаюналью. Сумма сто- 
ронъ всякаго четыреугольника называется его периметроме. 
Теорема. Сумма узлов чет и ‚равна, 860*. 
Проведя дагональ В (фиг. 66), получижь два треугольника 
АВЬ и СВО, въ которыхъ 
Д ВАО д АБВ ДАВЬ = 180% и 
Дов ДД вео- Д6ОВ = 180°; 
слЪдовательно 
ДВА Д АБВ ДАВО-+ ДОС 2 60-4 С СОВ = 
360° или / ВАО Д АВС- Д ВСВ ДАВС = 360°. 
34. Четыреугольникъ АВСП (фиг. 67), въ которомъь противо- 
Фиг. 67. — дежащя стороны по-парно параллельны, называется 


с _ параллелорамома. 
Теорема. В параллелорамь: 1) противо- 
| лежащие улы равны, и 2) противолежащая 
стороны равны. | | 
Требуется доказать (фиг. 67), что Д. АВС = Д АПС. 
Зная, (теор. 60), что сумма внутреннихъ угловъ, образуемыхь 
двумя параллельными съ сфкущею, равна двумъ прямымъ углам, мы 
имфемъ 


ДАВС- Д ВАР = 180° и 
ль, [СПА ДВА =180°. 
Изъ этихъ двухъ равенствъ получимъ 


САВС-+- С ВАР = ГАА С ВАР, 
откуда ДАВС = Д СПА. 

Такъ какъ углы АВС и СПА равны, то ихъ дополнения до ‚двухъ 
пряхыхъ также равны т.е; Д ВЕ) = Х ВАУ. 

2) Требуется доказать, что АВ СП и АО = ВС. Проведя 
жиагональ АС. получимь треугольники АВС и АПС, которые равны. 
Дфйствительно; въ нихЪь сторона АС общая, /. АСВ = /. САР по 
параллельности прямых ВС и АВи /. ВАС = Д АС по парал- 
лельности прямыхъ АВи ОС; елтвдовательно АВ = Оби А)= ВС. 

"‘Сльдствте. Длатгональю ежа и на два 
равные треугольника. 

Обратное предложен. Уетыреуюльния», в ке 
1) противолежащие узлы равны, или 2) противолежащия сто- 
роны равны, есть параллело рам. 

1) Дано (фиг. 67): С ВАВ— вор, ДАВС = ДАОС. 
Въ четыреугольник $ АВСО сумма угловъ ‘рава  — 

С ВАЬ-- /. АВС Д ВОБ-+ Д А0С= 2 ДВА 2 ДАВС, 
потому-что по задан Д ВАГ = Д ВСВ и ДАВС = Д АС: 
эта-же сумма углов равна (твор. 83) 
ДВАБ- ДАВС с вер САС = 360°; 

слЪдовательно 

2 СВАЮ АВС = 360° или 

С ВАБ-- ДАВС = 180°. — 

_ Такъ кавъ сумма угловъ ВАТ и АВС равна 180°, то (теор. 60) 
прямыя АР и ВС должны быть нараялельны. 

По доказанному извфетно, чю С ВАр-- ДАВС = 180% и шо 
заданию ДАВС —= ДАРС. Замбнивь уголь АВС угломъ АРС, 
получимь д ВАР ДАОС —= 1305; отсюда мы заключаемъ, (теор. 
60), что прямыя АВ и ПС параллельны. 

По параллельноети сторонъ АБ и ВС, и сторонъ АВ и ОС мы 
заключаемъ, что четыреугольникъ А ВСР параллелограмъ. 


$; 
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2119) Дано (фиг, 67): АВ = Ся АР ВС: Требуется доказать, 


что АВСО параллелограмъ.  „атвыиа 

‘’ Проведя длатональ АС, получимь два равные ре АВО 
и АЮС, потому-что ‘в пихЪ ‘сторона АС общая, АВ = ЮС (по за- 
дантю) и АТ == ВС (1 заданйю); влвдовалельно Д АСР = Д ВАС 
и / САП == Д АСВ. По равенству внутреннихь на-кресть лежа- 
ЩИХ УРловь АСР и ВАС мы заключаем, что стороны Об и АВ 
параллельны, и по равенству внутрёнйихъ на-кресть лежащихъ углову 
САТ и АСВ етороны АТ и ВС Холжны быть параллельны, 

86. Теорема. Если в> четырёуюльникь 5 противолежеа- 
мия стороны равны и параллельны, то и деь остальныя ‘сто- 
дом рабны и неее ц Феи уееттаь воть он 

‚ Даво’ (фиг. 67): АВ--ОСИАВ аня къ ПС. робзетех 
доказать, что Ар = Вби АП параллельно ®ъ ВС. 

Проведя дТатональ-АС, получимъ два равные треугольника А ВС 
и АБС, потому-что въ нихЪ сторона АС общая, АВ = ОС (по за- 
дано) и / ВАС = Д. ОСА (по параллельности прямыхъ АВ и ОС); 
слфдовательно ВС =АШ и Д. ВСА = Д САУ, По равенству этихъ 
угловъ мы заключаем, что стороны ВС и АЛ’ параллельны. 

37. Теорема. В» параллелорамь дитонали взаимно дъ- 
лятся ‘по-поламь. — 

Требуется довазать (фит: же что А0 = со и ВО =10. 


Фиг. 86. ` Треугольники АВО и СВО равны, 

и 100 е потому-что въ нихъ АВ = С, Д ВАО 

/ ` ” 7 = Д 00 и ДАВО =. Д. ©ВО ву 

$ С) / трение на-креетъ’ лежале углы); ‘сл*- 
учет довательно АО = 00 и ВО = 00. 


88.Теорема. Два пираллелотрама 
равны, если дв%ъ смежныя стороны 0днозо соотвътственно 
равны двум» смежнымь сторонам» друпто параллелярама, и 
лы, заключаюциеся между этими сторонами, равны. 


>= -аы 


Дано (фиг. 69): АВ = ЕЁ, АО = ЕН, [. ВАО = ‚2 ЕЕН. 
Требуется доказать, что АВСО = ЕК@Н, 

Фиг. 69. Наложимъ параллелограмъ АВС на па- 

& Раллелограмъ ЕЕСН такимъ образомъ, чтобы 


ен 


в 
Г | стороны АВи ЕЁ совмфетились; тогда по ра- 
} венству угловъ ВАШи КЕН прамая АО пой- 
’ деть по ЕН, и по равенству сторонъ АБ и 


ЕН точка О упадетъ въ Н. Прямая ОС, па- 
раллельная къ АВ, пойдетъ по прямой Н@, параллельной къ ЕЁ, 
и вершина С упадетъ въ какую-нибудь точку прямой НС; Прямая 
ВС, параллельная къ АО, пойдетъ по прямой К@, параллельной къ 
ЕН, и вершина С упадетъ въ какую-нибудь точку прямой Р@. Такъ 
какъ вершина С должна находиться на прямыхъ Н@ и ЕС, то она 
упадетъ въ точку @ пересфченя этихъ прамыхъ; слВдовательно па- 
раллелограмь А ВСР совмфститея съ параллелограмомъ ЕКСН. 

89. Теорема. Если в5 параллелорамь АВЕО (фи. 70) 
двъ смежныя стороны АВ и ВС равны, то всъ стороны равны 
между собою. 

По предъидущему (84) извфетно, что АВ = ОСи АО = ВС; 

Фиг. 10.  ‘цо такъ какъ по пора АВ = ВС, то АВ = ВС 

р = 06 = АУ. 


ИХ. Параллелограмъ, въ которомъ вов стороны рав- 
ны, называется омбома. 
А Е 90. Теорема. В+ ромбь люнали: 1) дъ- 
длятся. взаимно по-поламь, и 2) взаимно-пертен- 

дикулярны. 

1) Си. доказательство теор. 87. 

2) Требуется доказать, что прямая ВЛ) перпендикулярна къ АС 
(фиг. 70). 

По равенству сторонъ АВ и ВС мы заключаемьъ, что АВС рав- 
нобедренный треугольникъ. 'Такъ какъ по предъидущему (теор. 87) 
АЕ = СЕ, то прямая ВЕ, соединяющая вершину В равнобедреннаго 


— 


треугольника АВС съ срединою Е его основаны, должна быть пер- 
пендикулярна къ этому основанию; слВдовательно прямая ВПО пер- 
пендикуларна къ АС. 
90. Теорема. Два ромба равны, если сторона и уюль 
‚ одною соотвътственно равны сторонъ и узлу друкио ромба. 
Си. доказательство теор. 87. 


С. Параллелограмъ, дожа прямые углы, называется ря- 
моуюльникомь. 
‚ Теорема. В» прямоуюльникь Фалонали: 1) взаимно дъ- 
лятся по-поламь, и 2) равны. 
1) См. доказательство теор. 87. 
2) Требуется доказать, что АС = ВО (фиг. 71). Треугольники 
Фиг. 11 АВСи АВО равны, потому-что сторона АВ 


» ® общая, А) = ВС (какъ разстояшя между па- 
раллельными АВи 0С)и д РАВ = СД СВА; 
слфдовательно АС = ОВ.. 


я - 92. Теорема. Два прямоуюльника рав- 
ны, если двь смежныя стороны одною соотвътственно равны 
двум смежнымз сторонам друипо прямоуюльника. >; 

См. доказательство теор. 8$. 

93. Параллелограмъ, въ которомъ вс стороны равны и вс углы 
прямые, называется квадратом» (фиг. 72). 

Теорема. В» коадратиь дипонали: 1) дълятся взаимно 

Фиг. 712. — по-поламе, ®) взаимно - перпендикулярны ‚и 


р 7 3) равны. Г 
4 1) Си. доказательство теор. 87. 
2) См. доказательство теор. 90; 2. 
|. .ь 


Е 3) См. доказательство теор; 91, 2. 
94. Теорема. Деа коадрата. равны, если сторона одного 
равна сторонь друзало квадрата. 
95. Четыреугольникъ АВС (фиг. 73), въ которомъ только двф 
5 
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фт, 43. противележания стороны АВ и ПС параллель- 
Г. ‹ НЫ, называется трапециею. Параллельныя 
стороны АВ и ОС суть основамя трапеции, а 
\. непараллельныя прямыя АЛ и ВС суть ея сто- 
: В роны или бока. 


96. Теорема. Если 05 трапеши злаы, прилежаиие къ 
одному основано, равны, то и ся стороны равны. 
Дано (фиг. 74) Д. ВАО = . АВС; требуется доказать, что 
АО = БС. | 
Фиг. 74. Проведя прямую СЕ параллельно къ РА, 
я получимь /. РАВ = Д СЕВ (соотвЪтетвую- 
ТР уе углы); но такъ какъ / РАВ = Д СВА 
1 ] (по заданию), то /. СЕВ = /. СВА. Въ тре- 
фи утольникЪ ВСЕ разнымъ угламь СЕВ и СВА 
противолежать равныя стороны, т. е. СВ= СЕ; 
но БА —= [95 (параллельныя, заключенныя между параллельными АВ 
и ОС), сл довательно ПА = СВ. 
Транец!я, иузющал равныя стороны, называется ануилараа- 
лело’рамом» или равнобочною трапешею. 
97. Обратное предложен. В» равнобочной трапеши 
лы при одномз из ею основан равны. | 
Лано (фиг. 74): АБ = ВС и прямая АВ параллельна въ ОС. 
Требуется доказать, чо Д. ПАВ = Д.СВА. 
` Чрезь С проведя прямую СЕ параллельно къ ВА, получихъ 
СЕ = ПА (параллельныя, заключенныя между параллельными); но 
по заданию ДА = СВ, слдовательго СЕ = СВ. По равенству этихъ 
прямыхъ мы заключаемь, что ВСЕ равнобедренный треугольнихь и 
ДАВС= Д ВЕС; ню ДВЕС= Д ВАТ (соотвётетвуюние углы), 
слфдовательн%ю Д АВС = Д ВАП. 
98. Теорема. Прямая, проведенная чрезг средину одной 
изз сторонз трапеши параллельно кз основанямь, должна прой- 
т чрез» средину друшюй стороны. 


= Ра 


Дано (фиг. 75): АМ = МО и прямая ММ параллельна къ АВ 
Фиг. 75. 


и С; требуется доказать, что ВМ = №0. . 
Чрезъ точки 0 и М проведя прямыя ОЕ 
и МЕ параллельно къ СВ, получимъ два 
равные треугольника АМЕ и МПЕ, по- 
тому - что АМ = МО (по задан), 
в ДД МАК = ДОМЕ (соотвьтетвующе 
углы) и Д АМЕ = Д МОЕ (соотвЪт- 
ствующие углы); сфдовательно МЕ — ПЕ. По параллельности пря- 
мыхъ АВ, ММ и БС, и прямыхъ РЕ, МКиСВ мы имфемь МЕ= МВ 
и РЕ = СМ№ (параллельных, заключенныя между параллельными); 
слфдовательно МВ = СМ (потому-что МЕ = ОЕ). 
Прямая, соединяющая средшя точки сторонъ трамещи, назы- 
вается хордою. 
99. Теорема. Хорда трапеши равна полусуммь 06бо- 
ихх основании. 
Требуется доказать (фиг. 76), что ММ == '/2(АВ-+- 16). * 
Чрезъ точку № проведем прямую ЕЕ параллельно къ АШ до 
Фиг, 16. пересвченя Ё съ продолженною стороною 06; 
‚ Получимь два равные треугольника ВМЕ и 
СХЕ, потому-что ВМ = №С (теор. 98), 
С. ВМЕ = Д. 6№Р и Д №ВЕ = / №Е 
(внутренне на-кресть лежаше углы); слЪво- 
в вательно ВЕ = ЕС. Такъ какъ параллельныя 
прямыя, заключенныя между параллельными, 
равны, то ММ = ПГи ММ — АБ; ‘но ОЕ = 06+ СКи АЕ = 
АВ — ЕВ; слБдовательно МХ == 00 -+ СЕ и МХ = АВ — ЕВ. 
Сложивъ эти два равенства по-членно, получимь 
2МХ = С СЕ АВ— ЕВ или 
2МХ = АВ-+{ ОС (потому-что ЕВ = СЕ); 
откуда ММ = '/2(АВ- ОС). 
100. Теорема. Если одна сторона трапеши раздълена 
5* 
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на равныя части и чрезь точки дтлешя проведены прямыя па- 
‚раллельно кз основашямь, то этими прямыми друзая сторона 
трапеши раздълится также на равныя части. 

Дано (фиг. 77): параллельныя прямыя АВ, ЕН, ЕК, 61, 0С 

Фиг. 11; _ и АЕ = ЕЁ = Кб — 6). Требуется доказать, 
—Ше 4910 ВН = НК = КГ = Т/С. Въ трапеши 
_.-._\; АВКЕ прамая ЕН. проведена чрезъ средину 
к Е стороны АЕ параллельно къ основано АВ; 
слфдовательно (теор. 98) ВН = НК. Прямая 
ЕК, проведенная чрезъ средину Е стороны Е@ 
- транпеши ЕН параллельно къ основаню 
ЕН, разлвляеть сторону НГ на двф равныя части; слфдовательно 
НК — КГ. Въ трапеши ККС прямая ©», проведенная чрезъ средину 
+ стороны ЕО параллельно въ основашю КК, раздфляеть сторону 
КС на’ дв® равныя части Кри №0. Такъ какъ ВН = НК, НК= КГ 
и КГ = ГС, то ВН = НК = КЬ =. 
* 101. Плоская фигура, имбющая больше четырехъ сторонъ, на- 
зывается вообще мнооуюльникомь или полиюномь. Во веякомъ 
многоугольникв столько угловь и столько вершинъ, сколько онъ 
иметь сторонъ. Углы, составляемые сторонами многоугольника, на- 
зываются онутренними. Уголъ, составляемый стороною многоуголь- 
ника съ продолженемъ смежной стороны, называется внъшним». По 
числу сторонъ (или по числу угловъ) многоугольники называются 
пятиугольниками, шестиугольниками, семиугольниками и т. д. Пери- 
метром» многоугольника называется сумма его сторонъ. Даональ 
есть прямая, соединяющая двЪ несмежныя вершины многоугольника. 

Политонь, содержащий равныя стороны и равные углы, назы- 
вается иравилинымо. 

102. Теорема. Число дипоналей; проведенныхь в» мною- 
улольникъ ‘изз одной вершины ею, равно числу Сзторонъ, умень- 
шенному тремя. 

ри вершиною А: (фиг. 78) и прочими ‘вершинами В, 6, Ди 
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Фиг. 78. (т. д, возможно провести столько прямыхъ, сколько 
.. р вершинъ въ многоугольник безъ одной вершины; 
но такъ какъ прямыя АВи ДЕ, проведенныя до 
7" ближайшихь вершинь В и Е, суть сторойы много- 
угольника, то число длагоналей, проведенныхь изъ 
Р. вершины А, равно числу вершинъ (или числу ето- 
ронъ), уменьшенному тремя; сл$довательно-вЪ многоугольникЪ, им ю- 
щемь * сторонъ, возможно провести *— 3 длатоналей отъ одной 
вершины. 


104. Теорема. Сумма внутренних 91.4065, мноюуюльника 
равна двум прямымь дламз, повтореннымь столько реф та 
6$ нем» сторон без» дву. 

Длагоналями АС, АО, АЕ (фиг. 78). раздфляется Е. 
никъ на треугольники. Крайне треугольники АВС и АЕЕ содер- 
жатъ четыре стороны многоугольника, а въ среднихъ треугольникахъ 
находится только по олной сторонЪ его; слВдовательно число сред- 
нихъ треугольниковъ равно числу сторонъ многоугольника, умень- 
шенному четырьмя, т, е. въ многоугольникВ съ и сторонами число 
среднихъ треугольниковъ равно » —4. Въ этомъ многоуголь- 
ник должно быть я — 4 треугольника и еще два крайше тре- 
угольника, т. е. въ многоугольникв и — 4-2 или #— 2 тре- 
угольника. Во всякомъ треугольникВ сумма угловъ равна 180°, 
слЪдовательно углы въ и — 2 треугольникахъ составляютъ 180°, 
помноженныхь на * — 2, или сумма угловъ многоугольника равна 
180°. (ип— 2). 

Сльдетвте. Каждый изъ внутреннихъ угловъ празильнаго мно- 


1809. (#— 2). 
тоугольника съ я сторонами равенъ ы 


103. Теорема. Сумма внъшнихь’ уыловь мноюуюльника 
равна четыремз прямым умламь. 

Означивъ внутренне углы многоугольника (фиг. 79) чрезъ а, 5, с 
ит, д. и внъшяе углы чрезъ а’, 9", С’ ит, д., получимъ 


= > 


Да Да=180° 

ДИ Ь= 180° 

Де Де = 180° ит. д. 
Сложивъ эти равенства по-членно и озна- 


чивъ сумму внутреннихъ угловъ чрезъ $ и 
суиму вншнихЪ угловъ чрезъ 5’, получимъ 
8+ $' = 180%»; во 

5=180°(» — 2) илиЗ = 180°*— 3609, 
слфдовательно 5' = 180%» — 180°»- 360° = 360°. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. ^ 


130) Сколько аршинъ плинтуса потребно для комнаты, длина ко- 
торой 25 и ширина 17 футь? 

131) Сколько аршанъ лентъ потребно для обшивки ковра, длина 
котораго 712 футъ и шприна 5' футъ? 

_ 12) Вь четыреугольникв АВСР (фиг. 66) уг. ВАО = 106'35°, 
уг. ВСО = 123946* и уг. АОС = 87952". Сколько градусовъ и минутъ 
въ углЪ АВС? 

133) Для сада должно посгроить заборъ изъ вертикально-постав- 
ленныхъ досокъ, ширина которыхъ 3/4 фута; сколько потребно та- 
кихъЪ досокъ, когда салъ нмЪетъ видъ прямоугольника, длина кото- 
раго 120 и ширина ‘66 сажень? #2 

134) Квадратный дворъ, длиною въ 24 сажени, рабо ре 
тротуаромъ изъ квадратныхъ плитъ, длиною въ 1'з фута каждая 
плита; сколько потребно такихъ плитЪ ? 

135) Сколько пудовь алебастру нотребно на карнизъ комнаты, 
длина которой 91/2 аршинъ и ширина 634 аршина, когда извЪетно, 
что на 10 сажень длины карниза полагается 3\/» пула алебаетру? 

136) Для кладки цоколя потребно 7 каменьщиковъ на 9 сажень 
каждаго ряда плитъ; сколько каменьциковъ должно нанять для 
кладки цоколя, состоящаго изъ 4 рядовъ ПИТЬ, м длина здания 
20 саж. 2 ар. и ширина 15 саж. 11 ар.? пм 

137) Прямоугольный лугь, длиною въ 160. и шириною въ 120 са- 
жень, должно огородить деревьями, отстоящими одно отъ другаго на 
10 футь; сколько потребно деревьевъ? 

138) Строеше, длиною въ 14 саж. 2 ар. п шириною въ 10 саж., 


— 


требуется обвести заборомъ, отстоящимъ отъ дливнаго фаса строе- 
ня на 21/ ар., а оть короткаго на 31/2 ар.; какой длины долженъ 
быть заборъ? 

139) Къ краю прямоугольной доски стола должно прибить клеенку 
гвоздиками; сколько потребно гвоздиковъ, когда длина доеки стола 
2 ар. 4 вершка, ширина 1 ар. 6 вершковъ и разстояше между гвоз- 
диками должно равняться 2 вершкамъ? 

140) Прямоугольное поле, коего длина 1426/7 сажени и ширина 

1147 сажени, требуется обратить въ ботаническ!й садъ, въ которомъ 
растенйя должно расположить на прямыхъ, параллельных къ сто- 
ронамъ прямоугольника въ разстольши 2 футь одно оть другаго 
сколько помфетится растенй въ этомъ саду? 
_ М9а) Чрезъ поле, имфющее видъ трапещи АВСО (фиг. 75) про- 
ведена дорога чрезъь средину М стороны АБ параллельно къ АВ. 
Зная, что периметръ этой трапеши равенъ 725 саж., АВ = 204 саж., 
АО = 177 саж. и ВС = 166 саж., найти длину дороги МХ. 

141) Сторона квадрата содержить 25\2 саж., а его периметрь 
равенъ полу-периметру прямоугольника, котораго большая сторона 
равна 65 саж. Сколько сажень содержить меньшая сторона этого 
прямоугольника ? 

142) Въ трапеци хорда равна 75 саж. и большее основаше равно 
96 саж. Сколько сажень содержить меньшее основаше? 

143) Периметръ антипараллелограма равенъ 107 саж., АВ= 35 
саж... 00—23 саж. (фиг. 74). Сколько сажень содержать стороны 
АО и ВС? | 

144) Звая, что АВ = 7312 саж. и ОС = 5834 саж., узнать, сколько 
сажень содержить каждая изъ прямыхъ ЕН, ЕК и СГ (фиг. 77). 

145) Сколько сажень содержить периметрь правильнаго восьми- 
угольника, сторона котораго равна 16*/з сажени? 

146) Сколько градусовь содержить сумма внутреннихъ угловъ въ 
патиугольникЪ, семиутольникЪ и девятиугольник $? 

147) Сколько градусовъ содержить внутреныйй уголь правильныхь 
многоугольниковъ съ 6, 12 и 24 сторонами? 

148) Сколько градусовъ содержитъ внутреншй уголь правильных ь 
многоугольниковь съ 8, 16, 832 сторонами? 

149) Сколько угловъ содержить правильный многоугольникъ, ко- 
тораго сумма внутреннихъ угловъ равна 2520°? 


зы; ЗОФЫНЙ 


_ №0) Сколько сторонъ содержитъь правильный многоугольникъ, 
коего внутрений уголъ равенъ 162%? 

151) Чрезъь вершину А многоугольника съ 15 сторонами. прове- 
дены всЪ возможныя Датонали. Сколько образовалось угловъ при 
точкЪ А? 
| 152) Сколько сторонъ въ правильномъ многоугольникВ, воего 
’ внЪшнй уголь равенъ 22°30'? 


ТЕОРЕМЫ. 


153) Параллелограмъ раздЪлаяется на два равные параллелограма 
прямою, соединяющею среды точки двухъ противолежащихь сто- 
ронъ. а 

154) Нараллелограмъ раздфляется на дв равныя части прямою, 
проведенною между двумя противолежащими сторонами чрезъ точку 
пересЪчентя дагоналей. 

155) Всякая прямая, проведенная между двумя противолежащими 
сторонами параллелограма чрезъ точку пересЪченя его дагоналей, 
длится этою точкою на двВ равныя части. 

156) Если чрезь какую-нибудь точку Г основаня ВС равнобе- 
дреннаго треугольника АВС провести прямую ОЕ параллельно къ СА 
й прямую ОЕ параллельно къ ВА, то образуется параллелограмъ 
АЕПЕ, котораго периметръ равенъ сумм сторонъ АВи АС. 

157) Если соединить средшя точку Е, Ё, С, Н сторонъ прямоуголь- 
ника прямыми ЕЕ, Еб, @Н и НЕ, то образуетея ромбъ ЕР@Н. 

158) Если соединить средвйя точки Е, Е, ©, Н сторонъ квадрата 
прямыми ЕЕ, ЕС, СН и НЕ, то образуется квадратъ ВЕСН. 

159) Во всякомъ антипараллелограмь д1атонали равны. 

160) Въ четыреугольникЪ АВСО, котораго смежныя стороны АВ 
и АО равны, и также смежныя стороны ВС и ОС равны, магонали 
взаимно-перпендикулярны, меньшая д1агональ ВО дЪлится большею 
длатональю АС на двЪ равныя части, и большая ллагональ дфлить 
каждый изъ угловъ ВАО и ВСО на двЪ равныя части, 

161) Прямал, соединяющая средшя точки основанйй антипарал- 
лелограма, перпендикулярна къ основан ямъ. 

162) Если на дагонали ВО квадрата АВСО отложить часть ВЕ, 
равную сторон ‚ н-изъ точки Е возставить перпендикуляръ ЕЁ 
къ дагонали ВО до пересБченя Е съ стороною АО; то ЕК = ВО-—АВ. 
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163) Если раздфлить на двЪ равныя части каждый изъ угловъ, 
составляемыхъ д1агоналями параллелограма, и точки пересЪченя пря- 
мыхъ раздфла съ сторонами параллелограма соединить по двЪ между 
собою, то образуется ромбъ. 

164) Если чрезъ оконечныя точки Матонали АС (фиг. 68) прове- 
сти прямыя параллельно къ дагонали ВО, и чрезъ точки В и О про- 
вести прямыя параллельно къ дагонали АС, то проведенными пря- 
мыми образуется параллелограмъ, который вдвое больше даннаго 
параллелограма АВСР. ^ 

165) Если средину Е стороны АВ параллелограма АВС (фиг. 68) 
соединить съ вершиною О, и средину Ё стороны ОС соединить съ 
вершиною В, то прямыми ЕБ и ЕВ раздфлится ллагональ АС на три 
равныя части, 

166) Если изъ какой-нибудь точки 0 основашя ВС равнобедрен- 
наго треугольника АВС опустить перпендикуляръ ПЕ на АС и пер- 
пендикуляръ ОЕ на АВ, то сумма этихъ перпендикуляровъь равна 
перпендикуляру ВС, опущенному изъ точки В на противолежащую 
сторону АС. = 


ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


167) На данной сторон АВ построить квалратт. 

168) Начертить квалратъ, котораго датональ должна равняться 
данной прямой. 

169) Начертить прямоугольникъ, котораго стороны должны рав- 
няться даннымъ прямымъ АВ и СР. 

170) По двумъ даннымь дагоналямь АВ’и СО построить ромбъ. 

11) Даны три точки А, Ви С, не лежапия на одной прямой. 
Чрезъ точку А требуется провести такую прямую МХ, чтобы перпен- 
дикуляры, опущенные на нее изъ точекъ Ви С, равно-отетояли отъ А. 

173) Требуется провести прямую параллельно къ данной прямой 
АВ и въ такомъ разстояни отъ АВ, чтобы сумма нерпендакуляровъ, 
опущенныхъ на искомую прямую изъ данныхъ точекъ С и О, равня- 
лась данной прямой з. 
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ОТДЪЛЪ п. 
Окружность круга. 
ПЕРВАЯ ГЛАВА, 


Окружвость круга. Свойства д1аметра. Вписанный уголъ, стороны котораго 
проходятъ чрезъ концы д1аметра. Перпендикуляръ, опущенный изъ центра на 
хорду. Касательная. Дуги, заключающяся между параллельными хордами. Ка- 
сающинся и пересвкающияся окружности. Задачи построен я. 
105. Представимъ себЪ, что какал-нибудь прямая СВ (фиг. 80), 
Фиг. 80. вращаясь на плоскости около неподвижной точки С, 
сдфлаетъ полный оборотъ; тогда точка В начер- 
титъ сомкнутую кривую лин, точки которой рав- 
в но-отстоятъ отъ неподвижной точки С. Эта кривая 
_ лия называется круювою или окружностью круз. 
Плоскость, ограниченная круговою лишею, назы- 
вается круюме. Точка С, равно-отстоящая отъ точекъ окружности, 
называется уентромз. Прямая СВ, соединяющая центръ съ точкою 
окружности, называется рад’усомь. Радусы СА, СВ, СП ит. д. 
одного и того-же круга равны, потому-что каждый изъ нихъ выра- 
жаетъ разстояше между центромъ и окружностью, а эти разетоян!я 
(велфдетые сдфланнаго опредфлешя окружности) равны между собою. 
106. Два круга равны ‚ вели ихъ радиусы равны. Въ самомъ дфл, 
если мы наложимъ одинъ кругъ на другой такимъ образомъ, чтобы 
центры этихъ круговъ совпали, то по равенству радлусовъ всф точки 
первой окружности совиадутъ съ точками второй окружности. От- 
сюда мы заключаемъ, что данные круги равны. 
Какая-нибудь часть окружности, напримбръ АВ, называется ду- 
ою °). Дуга АШЕ равна сумм дугь АБ и БЕ. Дуга ВО равна 
‘разноети дугь ВЕи ПЕ. 


1) Въ цисьм® часто употребляется знакъ _, вмБото слова «дуга» 
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107. Для начертаня окружности на бумаг% употребляется цир- 
куль съ выдвижною ножкою. Въ этомъ циркуль, ослабивъ винтикъ 
ножки (фиг. 3); мы можемъ освободить ея стальную часть отъ м®д- 
ной и въ эту м$дную часть ветавить трубочку съ карандашемьъ. Если 
мы пожелаемъ начертить окружность такимъ образомъ, чтобы ея 
натрь находился въ точ С (фиг. 81) и ея ражусъ равнялся пря= 

Фиг. 81. мой АВ, мы возьмемъ циркуль, къ ножк% ко- 
торато привинчана трубочка съ карандашемъ, 

К дадимъ ему раствореше, равное прямой АВ. 
г-——8` Потомъ поставимъ циркуль одною ножкою въ 
точкЪ С и, держа его за верхнюю часть, бу- 

демъ вращать его около точки С такимъ обра- 

Зи. зомъ, чтобы оконечность карандаша скользила 

` Ка бумагв. Этимъ дЪйствемь мы о’ишемь 
окружность изь точки С радиусом», равнымь прямой АВ, по- 


Фиг 82, тому-что раствореше циркуля равно пря- 
тк МоЙ АВи равно также радлусу СЕ. 
Кри Точно такимъ-же образомъ мы опи- 
орет шемь дугу НК (фиг. 82) изъ точки 0 
№: радтусомъ, равнымь прямой Еб. 
к 


ДвЪ дуги, описанныя равными рад\у- 
сами, равны, если они могутъ быть наложены одна на другой такъ, 
чтобы ихъ оконечныя точки совпали. 
108; Теорема. Всякая прямая переськает» окружность 
только в; двуть точкахе. 
Нельзя допустить, чтобы прямая ЕР (фиг: 83) и данная окруж= 
Фит» 83. ность имбли больше двухъ общихъ точекъ, 
потому-что отъ центра С невозможно прове- 
сти болЪе двухъ равныхъ наклонныхъ до то- 
чекъ пересфченя прямой ЕЁ съ окружностью: 
Прамая ЕК, которою пересВкаетея окруж- 
ность, называется съкущею. 


Прямая, соединяющая двЪ точки окружности, называется хор- 
дою; такъ наприЪръ прямыя АВи РЕ (фиг. 80) суть хорды. Дуг АВ 
принадлежить хорда, АВ › или дуга АВ стльивается хордою АВ, 
потому-что эта. хорда соединяетъ оконечныя ‘точки дуги АВ. 

Хорла, проходящая чрезъ. центръ круга, называется Оаме- 
трома. Вев ламетры. одного и того-же круга. равны, потому-что каж- 
дый дламетуъ есть удвоенный радуеъ. 

” 109. Чтобы въ круг провести хорду, равную данной прямой 

Фиг. 8. АВ (фиг. 84), хадимь циркулю растворене, равное 

АВ. Потомь изъ какой-нибудь точки 0 окружности 
‘опишемь: дугу данныхь растворешемъ циркуля. На- 
конець соединимв точку Оо съ точкою Е переефче- 
РЕ ня описанной дуги съ окружностью. 
д в 110. Теорема. Даметрь есть наиболилиая 
[И __. орда вз крушь. — 
ней доказать, что АВ ев УЕ к. 85). Проведя ра- 
г, 85, дивы СР и СЕ, получимъ треугольникъ СПЕ, 
въ которомъ СО -- СЕ >> БЕ (теор. 34); но 
СО == СА. и 0Е = СВ (фадусы), слВдова- 
тельно СА.-- СВ > ПЕ или АВ >> ВЕ. 
111. Теорема. Даметрз раздъляеть 
окружность на двъь равныя части. 
Согнемь бумагу, на которой начерчена 
окружность (фиг. 85) по направленю дламетра АВ тавимъ обра- 
зомъ, чтобы верхняя часть чертежа помЪетилась на нижней части; 
тогда радусъ СЕ приметъ положене радтуса СЁ. Такъ какъ радлусы 
одной и той же окружности равны, то точка Е упадетъ въ точку К. 
Точно также по равенству радусовь СО и С@ точка Г) упадеть въ 
точку (+, Такимъ-же образомь узнаемъ, что всякая точка дуги АДЕВ 
совиадеть съ точкою луги А@ЕВ; слдовательно эти дуги совм$- 
стятея или они равны. Каждал изъ этихъ дугь называется яолу- 
окружностью. 
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111. Чтобы описать полуокружность ‘на данной прямой АВ 
Фиг.86.. ' (фиг. 86); мы раздёлижь эту прямую въ 
точек С на двЪ равныя части, и потомъ изъ 


пач С радлусомъ СА опишемь полуокружноеть. 
Всякая хорда, какъ напримвръ БЕ (фиг. 
й - в 85), раздфляетъ окружность на двф нерав- 


ныя дуги: ОЕ, которая меньше полуокруж- 
ности, и ОКЕ. которая больше *полуокружноети. Когда говорится 
о дугв, которая стятиваетея хордою, то обыкновенно подразум®- 
вается меньшая изъ дугъ, принадлежащих этой хордЪ. 

112. Уголь, составляемый двумя хордами, перее$кающимися на 
окружности, называется описанным узломг. Утолъ составаяемый 
двумя рад1усами, какъ напримвръ АС (фиг. 85); называется цен- 
тральнымз уломз. 

Теорема. Бписанный уюлз, стороны которао проходят 
чрезь оконечности даметра, есть прямой. 

Даны хорды АЕ и ВЕ, проходяция чрезъ точки А и В д!аме- 
трз АВ (фиг. 87). Требуется доказать, что Д. АЕВ = 90°. — 

Фиг. 7. Проведя даметрь ЕП, получимъ два рав- 
нобедренные треугольника АСЕ и ВСЕ, по- 


С тому-что СА = СЕ = СВ (радусы); слёдова- 
в Телью ДАЕС= Д. САЕи Д. ВЕС = Д СВЕ. 
7 Сложивъ равныя величины съ равными, полу- 
®— чимъ равныя суммы ДХ АЕС- Д ВЕС = 


Г 5 ДСАЕ- СВЕ; слБдовательно /. АЕВ = 

90° (теор. 68, 2). 

Сльдствте. Окружность, описанная на гипотенузв прямоуголь- 
наго треугольника, должна пройти чрезъ вершину прямаго угла. 
`` 118. Теорема. Перпендикулярз, опущенный из» иснтра 
хруш на хорду, раздъляет» на двъ равныя части: эту торду, 
соотвутетвуюиций ей центральный полз и принадлежащую ей 
ду. 
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Дана (фиг. 58): прямая СЕ периендикулярна къ хорд$ АВ. Тре- 
Фиг. 88. буется доказать, что А) = ВО, ДАСЕ= Д ВСЕ 

в идуг. АЕ = дуг. ВЕ. Проведя радлусы СА и СВ, по- 
лучимъ два равные прямоугольные треугольника А ОС 
и ВОС, потому-что сторона СП общая, АС = ВС (ра- 
ллусы); слвдовательно А) = ВДи / АСЕ= Д ВСЕ. 

Согнемжъ бумату, на которой начерчена (фиг. 88) 
по направлентю маметра КЕ такимъ образомъ, что- 
бы правая часть фигуры помстилась на лЬвой; тогда по равенству 
угловъ АРС и ВОС прамая ОВ. пойдетъ по РА, и по равенству 
этихъ прамыхъ точка В упадеть въ А. По совпадению оконечныхъ 
точекъ дуги ВЕ съ оконечными точками дуги АЕ мы заключаемъ, 
что эти дуги равны. 


114. Обратное предложене. Периендикуляуз, воз- 
ставленный кз пордь изз ея средины, должен пройти чрезь 
центре круш. \ 

ИзвЪетно, (фиг. 58), что центръ С круга равно-отетоитъ отъ 
оконечностей А и В хорды АВ. Также извбетно (51), что пер- 
пендикуляръ ОС, возставленный къ прямой АВ изъ ея средины 
О, есть геометрическое мфето вефхъ точекъ, равно-отетоящихъ отъ 
оконечностей А и В; слфдовательно центръь С долженъь находиться 
на пермендикулярв ОС. — 


Примпчаше, Прямая СЕ удовлетворлетъ пяти усломамъ: а) она 
проходить чрезъ центръ С, В) она проходитъ чрезъ ередину хорды 
АБ, с) она периендикулярна къ хорд® АВ, 4) она проходить чрезъ 
средину дуги АЕВ, и е) она раздЪляетъ центральный уголь АСВ на 
дв равныя части. 

115. Прямая АВ (фиг. 89), имфющая съ окружностью только 
одну общую точку, называется касательною. Эта общая точка на- 
зывается 2очкою касаня. 


Теорема. Прямая, проведенная перпендикулярно кз ра- 


— 


Фусу чрезь ею оконечную точку, касается к драке 6% 
этой точкть. 


Дана прямая АВ ((фиг. 89), прпевдик ааа кавыко. Тре- 
Фиг. 89, 


буется доказать, что прямая АВ касается къ 
окружности въ точк% О. 
Соединихь центръ Сеъ какою-нибудь точ- 
кою Е прямой АВ; тогда прямая СЕ будетъ 
наклонная относительно АВ, потому-что отъ 
точки С до прамой АВ возможно провести 
только одинъ перпендикуляръ С). По предъ- 
идущему извфетно, что наклонная СЕ больше перпендикуляра СО; 
слфдовательно прамая СЕ больше радтуса данной окружности, и точка 
Е находится вн круга. Точно такимъ-же образом мы узнаемъ, что 
всВ точки прямой АВ, кромв точки 0), лежать вы круга; сльдова- 
тельно прямая АВ и окружность имфютъ только одну общую точку 
°Т,т. е. прямая АВ касается къ окружноети въ точкф О. 

116. Обратное предложешще. Касательная кз окруж- 
ности должна быть перпендикулярна кз родусу, проходящему 
чрезь точку касанля. 

Такъ какъ велкая точка Е касательной АВ (фиг. 59), взатая 
вправо или влфво отъ точки 0, находится внЪ круга, то ел разстоя- 
не СЕ отъ центра должно быть“больше радлуса. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что кратчайшее разетояше между центромъ С и кагательною 
АВ будетъ радлусъ СО; во извфетно, что кратчайшее разетояне 
между точкою и прямою выражается перпендикуляронъ, опущеннымь 
изЪ этой точки на прямую; сл6довательно радлусь СО перпендику- 
ляренъ къ АВ, и на оборотъ: прямая АВ перпендикулярна къ С). 

Примъчане. Если сЪкущая проходить чрезъ центръ круга, 
то-ея часть, находящаяся между точками окружности, есть наи- 
большая хорда или дламетрь круга. По мБр удалешя этой сфку- 
щей отъ центра, хорда бр (фиг. 89) постепенно { меньшается и точки 
Ки С вее болфе и болЪе сближаются. Наконецъ, если сЪкущая отой- 


детъ оть центра на разстояше, равное радлусу круга, то хорда Е@ 
изчезнетъ, точки Ри © совпадутъ въ одну точку окружноети и с$- 
кущая сдфлается касательною. 

117. Основываяеь на доказанной теорем, проведемь прямую, 
касающуюся къ данной окруфности въ ланной точкЪ 0. Для этого 
соединимь центръ С съ точкою Пи къ прямой СП) возставимь пер- 
пендикуляръ изъ точки О. 

118. Теорема. Дум, заключенныя между двумя парал- 
лельными прямыми, равны между собою. 

1) Даны (фиг. 90) параллельныя хорды АВи ПЕ. Требуется 

Фев". 90. доказать, что дуга АП равна дугв ВЕ. 
Изъ центра С опустимъ перпендикуляръ 
СН на хорды АВи ПЕ. Этимъ перпендику- 
ляромъ раздфлится на дв равныя части каж- 
дая изъ дугъ АНВи ОНЕ, стагиваемыхъ хор-. 
дами АВ и ПЕ (теор. 113); слёдовательно 
м луг. АН = дуг. ВН и дуг. ОН = дуг. ЕН. 
Вычтя равныя величины изъ равныхъ, полу- 
чимъ равныя разности , т. е. 
дуг. АН— дуг. БН = —= дуг. ВН — дуг. ЕН или дуг. АО = дуг. ВЕ. 
2) Даны хорда АВ и параллельная къ ней касательная Еб. 


Радусь СН, проходящий чрезъ точку Н касаны, перпендикуля- 
ренъ къ касательной Е@ и къ хордЪ АВ, параллельной къ Е@. 
Этимъ перненликуляромъ раздфлится на дв равныя части луга АНВ, 
соотвЪуетвующая хордф АВ; слВдовательно дуг. АН = дуг. ВН. 

3) Даны лв параллельныя касательныя Ри ГМ. 

Радуевы СН и СК, соотвЪтственно перпендикулярные къ каса- 
тельнымь Ебр’и М, составляютъ одну прямую НК, потому-что пря- 
мая, проведенная чрезъ точку С перпендикулярно къ Кб, должна 
быть также пернендикулярна къ прамой ОМ, параллельной къ 26, 
Такъ какъ прямая НК проходить чрезь центръ, то каждая изъ 


- > 


дуть. КАН и КВН  воставляеть полуокружность ;. мани 
дуг. КАН = дуг. КВН. ; зтищачань р 

119. Окружноеть называется енлаинею отобеайви ним 
окружности (фиг. 94), если веб точки первой лежать вн% ‘второй. 
Окружность называется смутреннею относительно другой окружно- 
сти (фиг. 95), если вс точки первой лежать`внутри второй. 

Два вруга, инфюние ›обийй центръ, но разные радфусы, назы- 
ваются концентрическими или‘одноцентренными. Часть большаго 
круга, находящаяея между окружностями двухъ_ вонцентрическихь 
круговъ, называется круювымь кольшомо. 

ДвЪ окружности касаются, если унихъ только одна общая точка 
(точка касанйя). Двф окружноети могутъ касаться. изъ-вн® (фиг. 92) 
ИЛИ изъ-внутри (фиг. А ежкдуию узЗу мьаеь. „ВН 1 

_ ДвЪ окружности, ичфющя дв общы точки, пересбкаются 
(фиг. 91). 

120. Теорема. Если деъ окружности переспваются, то 
прямая, соединяющая ихь. центры, перпендикулярна къ общей 
тордь окружностей и раздъляеть ее на_двъь равныя части. 

‚ Извфетно (фиг. 91), что нериендикуляръ 00, возетавленный къ 
Фиг. 91. хорд АВ изъ ея средины 0, долженъ 
пройти чрезъ центръ С, и пернендику- 
ляръ 0’, находящийся на продолжени 
прамой СО, долженъ пройти чрезъ центръ 
Е, 
я Слъдств1е. Положимъ, что окруж- 
ность С (обыкновенно означается окруж- 
ность буквою; поставленною при центр) не измфняеть своего поло- 
жешя, а окружность С‘ вращается около неподвижной точки А та- 
кимъ образомъ, что точка В все болфе и боле приближается въ А. 
Наконець когда точка В совиадетъ съ А, то окружности сдфлаютея 
касающимися, Такъ. какъ центральная линёя СС' (разстояне между 
центрами С и С‘) находится въ (фиг. 91) между точками Аи В, те 
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совпадение точекъ А и В должно совершиться на прямой СС’; слЪдо- 
вательно точка касашя двухъ окружностей должна находиться 
центральной лини (фиг. 92). 
121. Теорема. Если двъ окружности касаются изь-внъь , то 
Фиг, 92. центральная линя равна суммъ радусовь 
(фиг. 92). 

Такъ какъ точка касашя А находится на 
центральной лини между центрами Си С", то 
СС" = СА СА. 

Отсюда сЪфдуетъ: если разстояне между 
центрами двухь окружностей равно сумм радйусовь,то окруж- 
ности касаются изё-внтъ. 

122. Теорема. Если двъ окружности касаются изз-вну- 

Фиг. 33. три, то центральная лия равна разности 

| радусовь (физ. 93). 

Такъ какъ точка касаня А находится на цен- 
=) тральной лини и меньший кругь лежитъ внутри 
большаго, то центръ С’ меньшаго круга долженъ на- 
ходиться между центромъ С и точкою касашя; сд8- 
довательно СС’ = СА — 0'А. Отсюда слфдуетъ: если разстояне 
между центрами двухь окружностей равно разности радёусовь, 

тю окружности касаются изз-внутри. 

123. Теорема. Если двъ окружности пересъкаются , то 
разстояме между иль центрами меньше суммы и болмие раз- 
ности рад#усов. 

Проведя `прамыя СА и С'А (фиг. 91), получимь треугольникъ 
СС'А, въ которомъ С6' < СА + 6'А и СС' > СА — СА‘ (теор. 84). 

Отсюда слфдуеть: если разстояне между центрами двух 
окружностей меньше суммы и больше разности радёусовь, то 
окружности пересъкаются. 

124. Теорема. Если одна окружность находится вн 
друшй, то разстояще между центрами больше суммы радёусовь. 


— 
Такъ какъ разетояне СС’ (фиг. 94) жежду центрами состоитъ 


Фиг. 94. изъ радтусовъ СА и С’В и прямой АВ, нахо- 
дящейся между окружностями, то 
6С' > бА- СВ. ВЫ 
Отсюда слЬдуетъ: если разстояще между 
ие “е’ центрами двутз окружностей больше сум= 


— мы радгусовь, то одна окружность нато- 

дится внъ друюй. 
125. Теорема. Если одна окружность находится внутри 
друюй, то разстояще между центрами меньше суммы радау- 


6065 (физ. 95). 
Фиг. 95. 


Прямая СС’ равна СА — ‘А или равна 
СА — 0'В — ВА; слБдовательно 
60’ < СА — СЗ. - 

Отеюла слвдуетъ: если разстояне между 
центрами двуть окружностей менгие раз- 
ности рабусовь, то одна окружность на- 
ходится внутри друюй. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


193) Дана хорда АВ (фиг. 88), равная 3 фут. 51% дюйм., и къ ней 
возставленъ перпендикуляръ ОС, отстоящий отъ точки А на 1 футъ 
83/4 дюйма. Проходитъ-ли этотъ перпендикуляръ чрезь центръ дан- 
наго круга? 

174) Сколько футъ и дюймовъ содержить наибольшая хорда, про- 
веденная въ круг, коего раллусъ равенъ 3,65 фута? 

115) Уголь АСВ 5735‘ и уг. АСО= 28°45' (фиг. 88). Прохо- 
дить-ли прямая СО чрезъ средину хорды АВ? 

176) Дуга АЕ (фиг. 88) составляетъ ‘лв иолуокружности. Какую 
часть окружности составляеть дуга АЕ? 

197) Центральный уголъ АСВ = 90° (фиг. 88) и хорда АВ= 534 
дюйм. Узнать, на сколько дюймовъ отстоитъ эта хорда оть центра С? 

118) Въ какомъ положенш находятся двЪ окружности, когда раз- 
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стояше между ихъ центрами. содержить 102 Мкыя, ихъ ‚ниитеы 
суть В — 6/4 фут, и В’ = 35/6 фут? 

179) Дуга АК (фиг. 90) составляетъ "ль `полуокружности, Какую 
часть окружности составляеть дуга В вн? о 
180) Въ какомъ положен находятся двЪ | окружности, когда раз- 
стоян!е между ихъ центрами ‘равно’ /е фута и ихъ радёуеы суть 
В— 68 фут; и В. = 45/5 фут? уе и“ эы Ат 

- 181) Звая, что. рамусь СР (фиг. 89) равенъ 1 фут. 7°/4 дюйм. и 
уг. РСЕ равенъ 45°, опредЪлить разстояше точки Е отъ точки ка- 
сашя О. 

182) Въ какомъ положеши находятся двЪ окружает, когда ИХЪ 
центральная лин содержить 2 в 9". и ихъ ео ВЬ—7 
фут. и В’ = 47/в фут.? 

183) Разстояше между ний окру кои касающихся 
изъ-виЪ, равио 1435 дюйм. и радусь В вдвое больше радйуса В’. 
Сколько дюймовъ содержитъ. каждый изъ этихъ радусовъ? 

184) Въ какомъ положенш находятся въ окружности, когда ихъ 
центральная лия содержить 9 ‚дюйм. и ихъ радуеы вуть В— 4*/з 
дюйм. и В’ = 63% дюйм? ^ 

185) Опредфлить разетояне между центрами двухъ окружностей, 
касающихся изъ-внутри, если центральная линя равна */з меньшаго 
радуса и больш Тедди. рей 734 дюйм. 

186) Въ какомЪ 1020: тся двЪ овружности, если ихъ 
центральная лин!я содержить а, фут. и ихъ радусы суть В-8°/6 
фут, в В’ — 29/5 фут.? и | 

187) Знал, что дуга АБ 3/4 дуги ОН (фиг. 90) и дуга ОН состав- 
ляетъ \/з полуокружности, узнать, какую часть окружности состав- 
ляетъ дуга ВН. 

188) Ражусы двухъ окружностей суть В = 75/3 дюйм. и В’ = 345 
дюйм. Сколько дюймовъ должна содержать, центральная лив1я, чтобы 
окружности касались изъ-внутри? . 
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ТЕОРЕМЫ, 


189) Двф окружности С-и С* касаются: изъ-внутри и менышаятизь 
нихь проходить чрезъ центръ С большей окружности. Требуется до- 
казать, что всякая хорда АВ большей окружности, проведенная чрезъ 


и 
точку касашя А, ЖБаитея меньшею- вбдыксг>-= за ‘фавныя 
части. ито МАР ФМ» Пал 

190) Касательных проведенный, КЪ окружена рнечных 
К р НХ ты между. собою. 

Окружи описанная рамусомъ СА изъ средины :С хорды 
АВ, ри дугу, равную четверти окружиюети, до. тжнаиройти 
чрезъ центръ’ О’этой четверти окружности. _ . 

2793) Въбольшемь изъолвухь концентрическихь ров прове- 
дена хорда АВ, пересфкающая менышую окружность въ точкахь С 
и О. Требуется доказать, что. отрзки АС и ВО хорды АВ „равны. _ 

193) Если двЪ равныя пересЪкающунся окружности описаны иЗЪ 
точек А и С такимь образомъ, что общая хорда ВП равна централь- 
ной ний: АС; то радусы-АВ; АТ, СВ в СР образуютъ квадрат. ^ 
’’ 194) Геометрическое м$сто’ вершинъ прямоугольных’ реуголь- 
виковъ, имвющихь общую гипотенузу, веть окружность, описанная 
на этой гипотенуз$. 

‚ 195) Если отъ точки А пересфчешя двухъ окружностей провести 
 Чаметры АО и АЕ, тд оконечности и Е этихъ даметровь должны 
зежать на одной прямой съ точкою В общей хорды АВ. 

196) Лв% хорды (не лламетры), перебькалоцияся внутри круга, не 
а взаимно на дв ми чазти. 

ПТ ПАЯ ЕНОТ 

196. адин При точкь А прямой АМ построить уюль, 
равный данному узлу ВЕР (фи. 96). 
иран 1-е» 96. Изъ вершины @ какимъ нибудь 
радлусожь опишемъ дугу НК и изъ 
точки А тЬмъ же самымъ ражлусомъ 
опишемь лугу’ ВС. Потомв изъ 
точки С радтусомь, равным раз- 
етоянию КН; опилемь” дугу таким’ образомъ, чтобы она пересЪкла 
дугу СВ. Наконешь соединимь точку А съ точкою В прямою АВ. 
ит ДоказатваьБство, ”Нроведя пряжыя ВС и НК, получимъ рав- 
ные треугольники АВС и @НКу; потому-что сторовы АВ, АС, @Н 
и @К равны (равные радиусы) и ВС == НК; одтшю ВАС 
— Д НЕ®ю А счета ГАЙ 


> == 


127. Задача. При точкь А прямой АМ построить ушль, 
равный суммъ или разности данныть узловз т и р (фил. 97). 

Фиг. 97. в 1) Какимъ-нибудь радтусомъ опишемъ 

дугу СГ изъ точки А иеще дв% дуги изъ. 


И. вершинъ данныхъ угловь жж ир. По- 
томъ мы опишемъ дугу изъ точки С ра- 
длусомъ, равнымъ хордЪ, соотвЪтетвую- 

А 


щей углу 7. Изъ точки О пересЪчетя 
этой дуги съ дугою С ошищемъ дугу радусомъ, равнымъ хорд, 
соотвЪтствующей углу 2. Наконецъ соединивъ точку В перес5чешя 
послфдней дуги съ дугою СТ», получимь Д ВАС = Дт-{ Др. 
ДоклзАТЕЛЬсТво. Уголь ВАС = / ПАС Д ВАБ, в 
Д БАС = Дти Д. ВАБ = Др (126), слфдовательно / ВАС 
=Дт-+ Др. 
2) Какинъ-нибудь радусомь опишемь дугу СТ, (фиг. 98) изъ 


Фит. 98. точки А и еще двф дуги изъ вершинъ угловъ 
в тир (фиг. 97). Потомъ изъ точки С опи- 
ыы шехъ дугу радлусомъ, равнымъ хордЪ, соот- 


\ ——  ВЪтетвующей углу #; получимъ точку В пере- 
4 [2 


оъчешя этой дуги съ дугою Ср. Посл этого 

опишемъ дугу изъ точки В рад1усомъ, равнымъ хордЪ, соотвтствую- 

щей углу р, такимъ образомь, чтобы она пересфкла дугу СТ между 
точками Ви С. Наконець соединимъ точки Аи Е прамою АЕ. 

‚ Какъ доказывается, что Д САЕ = Дт— Др 
128. Задача. Чрез» точку, данную внъ прямой, провести 
параллельную кз этой прямой (фи. 99). 
Фиг. 99. , Оть данной точки С проведемъ какую- 


и в  Нибудь наклонную СЪ до данной прямой 

< АВ, и при точк® С прамой СП постро- 

: 9% имъ уголь ОСЕ, равный (126) углу 
ь АПС. 


Какъ доказывается параллельность прямыхъ АВ и СЕ? 
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129. Задача. По двум» умамз а ц ны + по- 
строить третий уюль (фие. 100). 
Фиг. 100. Проведемъ какую-нибудь прямую МХ и при 
точкЪ А ея построимъ уголь МАН — Да 
: (си. 126). Потомъ при точк® А прямой АН 
х Построимъ С НАК = [.Ь; получимъ тре- 
^ буемый уголь КАМ. 
+ ь Доклзлтельство. Въ треугольник, со- 
держащемь углы а, В, с, сумма угловъ равна 
Да+ + [== 180%, и велфлетве (теор. 28) 
Д МАН- Д НАК-{ [КАМ = 130° 
или Да 4Ь-- С КАМ = 180°. 
Сравнивая послЪднее равенство съ равенством 
Да Дь-+ Д == 190°, мы заключаемъ, что /. х = Д. КАМ. 
130. Задача. Найти центрь души чли окружности круа 
(фил. 101). 


Проведемъ какую-нибудь хорду АВ и изъ ея средины Е возста- 


фиг. ми. вииъ перпендикуларъ. Потомъ проведемь еще 
/ хорлу ПЕ и изъ ея срелины ( возетавимъ так- 
/ \ же периендикуляръ. Точкою С переефченя про- 


‚веденныхь периендикуляровъ опредфляется тре- 
= буемый центръ. 
ДоказАТЕЛЬСТВОо, См. 114, 

131 Задача. Данную прямую АВ раздълить на 06% рав- 

ныя части (фи. 102). 
Изъ точки А какимъ-нибудь радлусомъ, большимъ половины пря- 
Фиг. 192. мой АВ, опишемъ двЪ дуги: первую надъ прамою 
АВ и вторую подъь АВ. Потомъ изъ точки В опи- 
_  Шемъ двф тавя-же дуги тфмъ-же самымъ радтусомъ. 
—>» \Наконець соединижь прямою СТ точку С пере- 
" сфченя дугъь, лежащихь надъ пряамою АВ, съ 
точкою Г пересфченя дугъ, находащихся подъ 


— 


АВ. Прямая СО раздфлять” пре АВ въ миной о 

части. А! и № } 45.0% ик ано 
я Долота вуадащаний АС, АУ, ВС, ВЪ, полу- 
чимъ равные треугольники АСЭ и ВС’, потому-что сторона СП об- 
щая, СА == СВиВА == ОВ-(равные радуеы)); слЬдовательно / АСЕ 
== ДВОЕ теюда мы заключаем} что`ирямая СЕ, раздЪляющая 
уголь АСВ равнобедреннато трвугольника АВС на дв равяыя: за 
ети, должна пройти чрезъ средину Е основашя АВ. 
27 Примючаще. `Раздфливъ каждую половину АЕ и ЕВ данной 
прямой АВ на дв® ‘равныятчаети; получимь четвертыя чаети прямой 
АВ. Тъмъ-же Фамымъ способомъ мы можемь раздфлить каждую чет- 
верть на двф равныя Части; получимЪ” восьмыя части ‘прямой АВ. 

132. Задача. Данный ушол; АВС (фиг. 103) разд ййть на 
деъ равныя части (Э=е`рёшене задачи 77 на 55 стр.) ^— 

‚- Ироизвольнымь ‘радусомь опишем дугу БЕ ‘изъ ‘вершины В 

Фиг. 103. угла АВС. Потомъ изъ точвкь Ви 

св оч произвольными равными радувами опи- 

} лем дв дуги такимъ образомъ, чтобы 

они пересВклиеь внутри угла АВС. На- 

конень соединимъ ‘точку К пересфчетя 

описанных, дугЪ съ бро В; чение раздфлитъ данный 
уголъ на двЪ равныя части. 

ДоклзАТЕЛЬСТво: Проведя нрямыя ОК и ЕК, получимь рав- 
ные треугольники ВОГ ‘и’ВЕК, потому-что сторона ВЕ общая, 
ВО = ВЕ (раджусы дуги ОЕ), ОЕ = ЕЁ (равные раде); слвдо- 
вательно /. РВЕ = Д. ЕВЕ. 

Примпманте. Этимъ способомъ возможно разЖАлять уголъ"на 4, 
на. $, на 16 ит: д. равныхъ чаетей. 


Е ЗАДАЧИ. для УПРАЖНЕНТЯ. ` 


197) Построить уголь. фазный удвоейному Чавному углу АВС. 
1198) Чрез точку 6; данпую ви ‘прямой АВ, провести прямую, 


которая еь данною прямою должна состав Роз; разн данигому 


углу т. „но Еато чи: 

` 199) Радтусомъ; ‘равным данной прямой АВ, онивать оружность, 
которая должна пройти чрезь данныя ‘точки Е и Ро ^ 

200) Въ данномъ круг провести хорду, которой разетоя 8 ть 
центра должно равняться данной прямой АВ. 

201) Описать окружность такимъ образомъ, чтобы она прошла 
чрезь данныя точки Е ин Е, и чтобы ея центръ находился на данной 
прямой АВ. уГЕТ крчотя 

202) Между сторонами угла АВС провести прямую, которая дол- 
жна равняться данной прямой РЕ и должна ‘составлять съ стороною 
ВС уголъ, равный данному углу т. 


203) Даны шрлмая АВ и вн от --- ‘изъ точки С 


описать ок ть кот въ двухт точ- 
кахь, межд И и долж Е он данной пря- 
мой ПЕ. | | 

" 904) На сторон АВ даннаго угла АВС требуется найти точку, 
равно-отетоящую отъ стороны ВС и точки О, данной на АВ. 

205) Вяутри угла АВС найти точку, которой разбтояне отъ сто- 
ронъ. ВА и ВС должно равняться данной прямой а. — ; 

206) Къ данной окружности провести касательную параллельно 
къ данной прамой АВ. 

207) Въ данной окружности провести васательную, которая 
должна составлять съ данною, прямою АВ уголь, равный данному 
И Вь ЕН, равную дАВноЙ прямой а, и парал- 
т к данной прямой АВ. 

909) Въ круг провеёти дв® хорды, равныя даннымь прямымъ а 
и, таким ‘образомъ, чтобы они перееЪклись к. же меч 
данному углу 7. ‚= Физатт 

он. 210), По; данному углу АВС построить уголъ, ны 90° + 
\зугла АВС. О, 
р тей данную, точку 0 ‚провести прямыя, равныл даННымЪ 
ЕР. такимъ ‘образом, чтобы точки А, ы Е совпали 
-: точк® О, Е очЕн В, Т, Е лежали. на одной прямой.” 


212) Найти“ прямую, раадфляющую ‘на дв равныя части уголь, 


=> 


составляемый двумя прямыми, которыхъ точка пересфчен!я не можетъ 
быть опредЪлена. 

213) Дана окружность, центръ которой не можетъ быть опредЪ- 
ленъ. Къ ней требуется провести касательную чрезъ точку А, данную 
на ней. 


вики 


ВТОРАЯ ГЛАВА. 


Зависимость между центральными углами и соотвфтствующими имъ хордами и 
дугами. Задачи построеня. 


133. Теорема. В крут или вх двухз равных круть 
равным» иентральнымь уламь соотвптствують равныя дум и 


равныя торды. 

Дано (фиг. 104): Д АСВ = ДС ОЕЕ. Требуется доказать, что 

Фиг. 104. 1) дуг. АВ = дуг. ОР и 

2) хор. АВ = хор. ОЕ. 
—® ь = в 1} Наложимъ кругъ С на кругъ 
Хе ги Е такимъ образомъ, чтобы центръ 
С Ра й С совпалъ съ центромъ Е и радуеъ 
ее СА принялъ направлене радтуса 


ЕО; тогда по равенству этихъ ра- 
дусовъ точка А упадетъ въ 0, и по равенству угловъ АСВ и ДЕР 
радуеъ СВ приметь направлеше радлуса ЕЁ. По равенству этихъ 
радлусовъ точка В упадетъ въ К. Такъ какъ оконечныя точки А и 
В дуги АВ совпали съ оконечными точками Ри Е дуги ОЕ, то мы 
заключаемъ, что эти дуги равны. 

2) По совмъщеню точекъ А и В еъ точками Пи К мы заклю- 
чаемъ, что хорда АВ равна хорд ОЕ. 

134. Примъчане. Если равные центральные углы находятся въ 
томъ-же самомъ круг, то для доказательства этой теоремы прове- 
жемъ дламетрь @Н (фиг. 105) чрезъ средину @ дуги АО. Нотомъ 


— = 


перегиемъ бумагу, на которой начерчена окружноеть по направленю 
Фиг. 105. 


д!аметра СН такимъ образомъ, чтобы нижняя 
часть фигуры помфстилась на верхней; тогда, 
по равенству дугь А@ и 0@ точка О упадетъ 
вЪ А, и по равенству угловъ РСЕ и АСВ ра- 
длусъ СЁ пойдет по направлентю радлуса СВ.. 
По равенству этихъ радусовъ точка Е упа- 
детъ въ В. Отсюда слфдуетъ, что дуги ОЕ я 
АВ совифетятся и также хорды ПКилВ с0- 
виЪетятся, слфловательно дуг. ПЕ = дуг. АВ и хор. ОЕ = хор. АВ. 

135. Обратное предложене 1. В» крут или вг двух 
равных круть равнымь тордамь соотвитствують равныя 
ду и равные центральные улы. 

Дано (фит. 104): хор. АВ = хор. ОР. Требуется доказать, 
что 1) Д АСВ = Д ЕЁ и 2) дуг. АВ = дуг. ОЕ. 

1) Треугольники АВС и ОЕЕ равны, потому-что СА = СВ = 
ЕО = ЕЁ (равные радусы) и АВ = ОЕ (по заданю); слфдова- 
тельно / АСВ = Д ЕК. 

2) Такъ какъ равнымъ центральнымь углам АСВ и 0ЕЕ с0- 
отвЪтетвуютъ равныя дуги, то дуг. АВ = дуг. ОЕ. 

Обратное предложенте 2. 2» крумь или вё двуть рав- 
ныхь круть равным дузамз соотвьтетвують еек централь- 
ные умы и равныя хорды. 

Дано (фиг. 104): дуг. АВ==дуг. ОР. Требуется доказать 
что Д АСВ = Д БЕЕ и хор. АВ = хор. ОЕ. 

Наложимъ кругЪ (на кругъ Е такимъ образомъ, чтобы нентры 
СиЕ совпали и также точки А и П) совпали (совпадене точекъ А 
и Г возможно, потому-что радиусы СА и ЕО равны); тогда по ра- 
венетву лугь АВ и ПЕ, точка В упадетъ въ Е. Такъ какъ точки 
А иВ совнали съ точками Пи Е, то мы заключаемъ, что хорлы 
АВ и ПЕ равны. По равенстну хордъь АВ и ОЕ, мы пифемъ 
Д. АСВ = Д БЕГ. 


= = 


о 1836. Теорема. Если в "пруив или” вз”боузт равны кру- 
чать взяты 06% есь "дум; этб”болущая изь нить стяш- 
‘вается болииею`лордою. ' об зв ати» 
Дано (фиг. 105): у". ЕАВ > дуг. р та. доказать, 
что’ 59. ЕВ У хор ий 
едем "радббы у, и: СЕ. Потом проведемь д1а- 
Зорь. о. чрезь. средину -Н дуги ВЕРи вот немь бумаг у, на которой 
`вачерчена. окружность по т даметра Н@ такимъ р, 
чтобы полуо: ужность | пожфст. ась на нолуокружности Н; 
‘тотда т по НИ а п И АИ 
АВ. Изъ. Обраовавиихея р ЕВб ия 4 получимь 
СЕ — СА, сторона СВ общая и / ЕСВ > / АСВ; во извфетно 
фич. 39): веди ДВЪ Довоны одного треугольника, соотвфтственно 
‘равны. двум И угаго трегольнрка, 0 „уы, заклю- 


\ РЕ — 
чающеся уежду тия Ч ь. ты то в ва ‚большему. углу 
противолежить наибольшая, сторона; сл доваелЬНО ЕВ. =. АВ или 
ЕВ — ПЕ. 


137. Обратное предложеше. Если в5 крумь или въ 
двухь равных кругаз?, проведены дв неравныя хорды, то наи- 
большая из» нить стяиваеть наиболиую ъ намболищую ду. дона 

Дано. (фиг. 105): хор. ЕВ > хор. ОЕ. "Тробуотся доказать, что 
дуг. ЕАВ > дуг. ОЕ. ы 

- Ироведя. даметуь Н@ чрезъ средину Н дуги ВЕулиерегнемь = 
хагу, на которой начерчена окружность но направленно этого дламе- 
тра такимь образомь, чтобы полуокружность, ФОН. помфетилась на 
полуокружности ФАН; тогда дуга ИКлтриметь ноложешедуги АВ. Такъ 
какъ.дуга АВ, составляющая ‘чаеть. дуги ЮВ», -меньше дуги ЕВ, и 
дуга АВ равна дуг ОЕ, то дуг. ЕВ > дуг. ОЕ. | му 

1382 лари Равныя торды иде отз центра 
хрия. — ИР ати цигнля и Рын-ВЫА, 

Дано и 106): прямая СЁ нериендикулярна къ. АВ; прямая 


— 9% — 


Сб} перпендикулярна къ ПЕ и хор. АВ == хор. ОЕ. . Требуется -до- 
Фиг. 106. — цазать, что ОР —=06. Ироведя» раддусы Ви ОЕ, 
орт получимь равные прямоугольные И 
ти СЕб, потому-что СВ = СЕ (рады) ВР. 
абы: что АВ=ТЕ по задаю и ВЕ = А 
Е п Е@ = Е); слЬдовательно. СЕ = 06... 
139. Обратное предлозжене. Хорды, 
равно-отстояцил, ость центра: круз, должны быть равны. 
Дано (фиг. 106) СР ==06; требуетея доказать, что АВ = ОЕ. 
Прямбугольные треугольники ВСЕ и ЕС@ равиы, потому-что 
СВ = СЕ и СК = С@; слдовательно ЕВ = бе и 2ЕВ — 2СЕ или 
АВ —= ТЕ. " 
140. "Теорема. Менииая изо брут неравныть боб 
ще отстоитз от» центра кра, нежели большая хорда. ' 
Лано (фит. 107): хор. АВ < хор. ОЕ, прямая СЕ перпенли- 
чот: кулярна къ АВ и прямая Сб перпенликулярна 
къ РЕ. Требуется доказать, что СР. (6. 
Проведемь радлусы СВ и СЕ, и чрезь средину 
К дуги ВЕ данетрь КТ. Мотомь перегиемъ 
“кк бумагу, на которой‘начерчена окружность по 
Хх / направлено диаметра КГ. такъ, чтобы верх- 
> няя Часть фигуры помфстилаеь на нижней; 
тогда радуеь СВ совмбетитея съ ралтусомъ 
СЕ, хорда АВ приметь положене ЕМ и перпендикуляръ СЁ пой- 
детъ по паправленю СЕ’. Прямая СЕ’, пересфкающая хорду ОЕ 
вЪ точкЪ Н между точками (и Е, больше прамой СН; но прямая 
СН больше Сб, нотому-что С@ церпендикуляръ и СН ваклонная от- 
носительно прямой ОЕ. Такъ какъ СЕ >> СН и СН >> 66, то не- 
МееАкно ОЕ‘ > С@ или СЕ >> 66. 
р ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


214) Дуга АВ ракиа дуг6 ОЕР,(фаг. 105), ВСЕ = 85035. п 
С. АСО =163945*. Сколько градусовь и минутЪ содержить уголь ОСЕ? 


— 8 = 


215) Уголь а (фиг. 100) составаяеть 3/1 углаби С. КАХ = 76°35'. 
Сколько градусовъ и минутъ содержить уголь НАК? 

216) Дуга НК (фиг. 96) описана радлусомъ въ 3,25 дюйма и уголь 
ЕСЕ содержить 60°. Сколько дюймовъ содержитъ хорда НК? 

217) Радусь СВ (фиг. 106) содержитъ 3,25 фута и Д. ВСЕ=30°. 
Сколько футъ содержитъ хорда АВ? 

218) Хорла РЕ (фиг. 107) содержить 6,35 дюйма и С. ЕСС-=45°» 
на сколько дюймовъ отстоитъ хорда РЕ отъ центра круга? 

219) Уголь АСЕ (фиг. 105) составляетъ Ззугла ОСЕ и уг. ВСЕ = 
11894". Сколько гралусовъ и минутъ содержать уголь АСВ? 

220) Рамусь СК круга содержитъ 4*/4 дюйма (фиг. 107) и СВСК 
— 60°. Сколько дюймовь содержитъ хорда АВ? 

221) Уголь ВАС равенъ суммВ угловь ж ир (фиг. 97) и д т= 
17945‘. Сколько градусовъ и минутъ содержитъ уголь р, если въ рав- 
нобедренномъ треугольник АВС уголъ ВАС при вершинЪ равенъ 3/ 
угла АВС? 

222) Уголъ СНЕ = 135° (фиг. 107), разстояше С@ равно половинЪ 
хорды ПЕ и точка Н отстоитъ отъ (+ на 3,45 фута. Сколько футъ со- 
держитъ хорда ОЕ? 

223) Чрезъ средину 0 радлуса СА, содержащаго 7*/4 дюйма, про- 
ведена къ нему перпендикулярно хорда ВЕ, и потомъ проведены 
прямыя АВ, ВС, СЕ и КА. Сколько футъ и дюймовъ содержитъ перя- 
метрь образовавшагося четыреугольника АВСЕ? 


ТЕОРЕМЫ. 


224) Если вь равныхъ разстояшяхъ оть центра С круга провести 
дв параллельныя хорды АВ и ПЕ, и соединить точки Аир, и точки 
ВиЕ, то образуется прямоугольникъ АВЕО. 

225) Если точку О, лежащую внутри круга соединить съ его цен- 
тромъ С и на прямой СО описать окружность, то всякая хорда АВ 
большой окружности, проведенная чрезъ О, раздЪлится малою окруж- 
ностью въ точкВ Е на двф равныя части. 

226) Если чрезъ точку Р, данную внутри круга, провести хорду 
перпендикулярно къ`дламетру, проходаящему чрезъь Р, то эта хорда 
меньше всякой другой хорды, проведенной чрезъ Р. 

227) Чрезъ точку А, данную внЪ окружности, проведена сЪкущая 
АБ, которой внфшнай отрЬзокъ АЕ (часть сЪкущей, лежащая вн® 


— Я 
круга) равенъ радусу СЕ даннаго круга; потомъ чрезъ точку А про- 
ведена сЪкущая АВ, проходящая чрезъ центръ С, и наконець про- 
веденъ еще радлусь СО. Требуется доказать, что учр зреть 
третьей части угла ВС. 

228) Если чрезъ точку А, данную на окружности С, провести нЪ- 
сколько хордъ, то другая окружность, им ющая д1аметръ СА, есть 
геометрическое мЪсто среднихъ точекъ проведенныхъ хордъ. 

229) Отъ точки Р, данной внутри круга, проведены прямыя РА, 
РО, РЕ, РЕ до пересЪчешя съ окружностью. Требуется доказать, что 
наибольшая изъ этихъ прямыхъ будеть прямая РА, проходящая 
чрезъ центръ, а наименьшая будеть прямая РВ, находящаяся на 
продолжени прямой АР. 


141. Задача. Данную дузу раздьлить на нид рооны ча- 
сти (фиг. 108). 

1) Проведя радусы СА и СВ, раздфлимь центральный уголъ 

Фиг. 108. АСВ на дв равныя части (132) прямою 00. Этою- 
в же прамою раздфлитея также дуга АВ на лв 
равныя части (138). 

Р\ 2) = хорлу АВ, раздълимъ ее на дв рав- 
{т __\ ныя чаети (181) прямою СО. Эта прямая разд%- 
а литъ также дугу АОВ на дв равныя части (133). 

142. Задача. Изе точки, данной на пря- 
мой, возетавить перпендикулярь къ этой прямой. 
1) На данной прямой отъ данной точки С (фиг. 109) отложимъ 
Фиг. 109. — произвольныя равныя части СА и СВ, и изъ точекъ 
А и В равными радтусами опишель дв дуги, пере- 
сЪкающияся въ точкЪ 0. Наконецъ соединимь точки 
БиС прямою ОС. 

Доказательство. Проведя пряжыя АП и ВР, 
получимъ равные треугольники А0С и ВОС, по- 
тому-что сторона СП общая, СА =СВ (10 отложентю), АБ = ВО 
(равные радтусы); слЪдовательно АСР = Д ВСР. По равенетву 


- 


мы 
= 


ем 


этихъ, угловъ мы ль что пинать иадинии КЪ 
АВ. (теорг < 24)).х_) аунои Е 
_ 2) Чтобы возетавить дикие изъ оконечной А точки та- 
Фиг. 210, кой прямой АВ (фиг. 110), которая не мо- 
> жеть быть продолжена за точкою А, мы опи- 
ему окружность изъ точки С, взятой внЪ 
прямой АВ, радлусомъ, равныхъ прамой. СА. 
‚ Чрезь точку 0 пересвчешя этой окружности 
съ прямою АВ проведемь дламетръ ОЕ и с0е- 
динниъ его оконечность Е съ точкою: Бои и чине пер- 
пендикуляръ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. о РАЕ прямой, потому-что его стороны 
АБ и АЕ проходать чрезъ оконечноети д?аметро (теор. 112); 
148. Задача. Из точки С, данной внь прямой АВ; оту- 
стить перпендивулярь на эту прямую. жи 
` Изъ точки © (фиг. 111) опииемъ дугу такихь Ао чтобы 
Фиг. 141. она перрозкла прамую АВ въ точкахъь и 
е Е. Потомъ изъ точекъ Ри Е опишемъ рав- 
| ными радлусами двЪ пересфкающуяся дуги. На- 
‚ Конець воединимъ точку Е пересчемя этихъ 
‚ Лугъ въ точкою С; получимь требуемый пер- 
пендикуляръ. ОЕ. 

ДоклзаАТЕЛЬСТВо. Проведя прамыя СУ, 
ЕО, СЕ, ЕЕ, подучимъ равные треугольники 
СОЕ и СЕК, потому-что сторона СЕ общая, 
СО = СЕ (радщуеы ‚дуги РЕ), ЕО = ЕЕ (равные радлусы); сл$до- 
валельно /. ОСЕР = ДС ЕСГ. Такъ какъ въ равнобедренномъ тре- 
угольник& ПОСЕ прямая 06 составляеть съ его сторонами СП) и СЕ 
равные углы 0С@ и ЕС, то мы заключаемъ, что прямая С пер- 
пендикулярна къ основаню ОЕ этого треугольника (теор. 43, 1). 

144. Задра, Прамой уюлзь раздъяить на три равныя 
части. 


ни 


Изъ вершины А (фиг. 112) прямато угла опишемъ какимъ-ни- 
Фиг. 112. — будь радусомъ дугу ВС, которая пересфчеть сто- 
роны угла въ точкахь В и С. Потомъ опишемъ 
тфиъ-же самымъ радтусомъ лугу изъ точки В иеще 
дугу изъ точки С; первая дуга пересфчетъ дугу ВС 
вЪ точкВ П) и вторая въ точкв Е. Наконецъ про- 
ведя прямыя АЕ и АО, получинъ Х ВАЕ= Д ЕАО 
= Д ПАС = 1/3 Д ВАС. 

Доказательство. Проведя хорду ВО, получимъ равносторон- 
ий треугольникъ АВР, въ которомъ уг. ВА) = 60°; сл8дова- 
тельно уг. ПАС = 30°. Такинъ-же образомъ доказывается, что 
уг. ВАЕ = 30°; слЪдовательно и уг. ЕАО = 30°. 

145. Задача. По данной зипотенузть и извъстному острому 
уму построшть прямоуюльный треуюльникз. 

На какой-нибудь прямой АГ. (фиг. 113) отложимъ часть АВ, 


Фиг. #13. равную данной прямой 2, и на ней опи- 
Г. шемъ полуокружноеть. Потомъ при точк® 
5 ны 
= А построимъ уголь ВАО, равный данному 
[ и углу р, и наконец соединимъ точки ВиО, 
4” е ав Локазлтельство. Такъ какъ хорды 
о, дев АТ и ВР проходятъ чрезъ оконечности 
74 дламетра АВ, то внисанный уголь АРВ 


долженъ быть прямой (112). 
146. Задача. По трем» сторонам» т, п и р построить 


треуюльникз. 
На какой-нибудь прямой АМ (фиг. 114) отложимъ часть АВ, 
Фиг. 113. равную данной прямой и. Потомъ изъ 
——®__ точки А опишемъ дугу радлусомъ, рав- 
ен ныхъ прямой ж, и еще дугу изъ точки В 


——^_—__  раджусожъ, равным прямой р. Наконець 
соединимъ точку С пересфченйя опйсан- 


ныхъ дутЪ съ точками А и В. 
7 г м 7 


— 0 


‚Для рёшеня этого вопроса необходимо, ‘чтобы пересфклись дуги, 
описанныя изъ точекъ А и В радусами и и р; а для выполненя 
этого условя разстояще 2 между центрами должно быть меньше 
суммы радлусовъ мир, и больше ихъ’ разности (123). Такъ какъ 
онисанныя дуги пересекаются въ двухъ токах, то предложенная 
задача даетъь два уБшеня. ^^ _ 

12 147. Задача. По изеъстной сторонь ‘т и двум кь ней 
прилежащимь умамь п и р построить тре и (фи. 
115). 
На какой-нибудь прямой АМ. отложимъ ‘Часть АВ, равную. пр 
Фиг, 445; соо мойтоМотомъ при точк8 А построимъ 
ых ’ уголь ВАЫ, равный углу *, и при т0чк% 
х/ < м — Вуюостоюммь уголь АВМ№у равный" углу 
$ р. Точкою С переефченя прямыхъ Аи 
-___ ВХ опредфлилея третья вершина тре- 
р . 7 см УтолЬНика. | 1$ 
Для р®шешя этого вопроса необхо- 
димо, чтобы пряжыя АБ и ВХ. первефклись; а для выполненя этого 
условя сумма ей САВи СБА должна быть меныше двухъ пря- 
мыхъ углов. оо 
148. Задача. Но ри бак тип, и улур, лежа 
щему между ними, построить треуюльникь. 
На какой-нибудь прямой АМ (фиг; 116) отложимь часть АВ, 
Фиг. 116. равную прямой ». Потож% при точкЪ А 

построимъ уголь МАЁ, равный углу р; 

и на прямой АТ, отложимь часть АС, 

равную прямой ». Наконещь соединимъ 
_ точки Ви С прямою ВС. 

о” 149 Задача. По извъстной сто- 

ронь т, прилежащему кё ней уулу в 
в противолежащему ей уму р, построить треуюльнихь. 

1) На какой-нибудь прямой АМ (фиг, 117) отложимъ часть АВ, 


— > 
равную прямой 22. Потомъ при точкЪ В поетроимь: уголь А В, рав- 


о и Фиг. М1, ого: ный углу р; и на прямой ВЫ построихъ 
и АЯ тара -_ ‘утолъ ЫВМ, равный углу и Наконец 
а } чрезъ точку А проведя прямую А’ па 
яз Мани те раллельно къ ВМ, получимъ ‘требуемый 
/ ° треугольник АВС, мотому-что АВ 

маи д АВб-=Дри/оАОВ = /. СБМ 


от Дю паралаельноети прямых АС 
7 и ВМ, пересвченныхь прамою ВС). 
зн На какой-нибудь прамой АМ (фиг. 113) отложимь часть АВ, 
‚ „Фиг. 118, равную прямой т, и при точкё В построяжь 
уголь АВГ, равный углу я. Мотожь при каз 
кой-нибудь точкв № лтрямой ВТ, поетроимъ 
уголь ВО; равный ‘углу р, и наконецъ чрезъ 
точку А проведемь прямую АС’ параллельно 
Я Е в СХ БЪ ЕО. 
0. Задача. //0 двум сторонам в уу, пари 
щему зьсжен из5 нихь, построить треуюлиникь. о. 
Проведя какую-нибудь прямую АТ» (фиг; 119), орейы ‘на 
Фиг. 119, ней часть АВ, равную прямой же, и при 
Шо т о 10% А построимь уболь БАМ, равный 
м шой м ви углу 2. ’Потомь изъ точки В опишемъ 
р а „ ‘дугу радуеомъ, равнымь прямой ». Вели 
“эта дуга пересвчетъ прямую А М въ точкв 
6, то; воединивъ точки ВиС, получииъ 
требуемый треугольникъ АВС. 
Изелфлуемъ этотъ вопроеъ, т.е. най- 
демъ условия, которымь должны удовле- 
бевь ‘данвыя стороны и ‘извфетный уголь, чтобы рЪшенше было 
возможное, и узнаемъ, сколько возможныхъ рёшешй допускаетъ пред- 
ложенная задача. 7 
1) Кода уюльр острый. Для получешя возможнаго рвшеня, 
71* 
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дуга, описанная изъ точки В, должна встрфтиться съ прамою АМ; 
а для выполнешя этого услошя, прямая ® должна быть больше пер- 
пендикуляра ВО, опущеннаго изъ точки В на прямую АМ, или-же 
должна равняться этому перпендикуляру. 

Если прямая я равна периендикуляру ВО, то дуга, описанная изъ 
точки В, касается къ прямой АМ въточк® О. Въэтомъ случаЪ получается 
прямоугольный треугольник и вопросъ допускаетъ толькоодно рёшеше. 

Если прямая я больше перпендикуляра ВО, но меньше прямой 
т, то дуга, описанная изъ точки В, пересфчеть прямую АМ въ 
двухъ точкахъ Си С', лежащихъ по одну сторону вершины А. Въ 
этомъ случа получаются два треугольника АВС и АВС’, удовлетво- 
ряющие заданнымъ условямъ. 

Наконецъ если прямая больше т и больше перпендикуляра ВУ, 
то дуга, описанная изъ точки В, переефчетъ прямую МА и ея про- 
должеше. Такъ какъ вторая точка пересфченя относится къ тре- 
угольнику, въ которомъ сторон® я противолежитъ уголъ, которымъ 
донолнается уголъ р до двухъ прямыхъ угловъ, то этотъ треуголь- 
никъ не удовлетворяеть заданному вопросу; слдовательно въ этомъ 
случаЪ получается только одно ршене. 

2) Кова уюле р туной. Въ этомъ случаЪ перпендикуляръ ВО 

Фиг. 120, (фиг. 120) холженъ находиться вн угла 
СТРТИАЕ ДЕЗИЕТИ ВАС, равнаго углу р, и вопросъ возмо- 
женъ только при т < я, потому-что въ 
треугольник тупому углу должна про- 
тиволежать наибольшая сторона. При 
этомъ услови дуга, описанная изъ точки 
В, пересфчетъ прямую МА и ея продол- 
жене; но вторая точка С’ не удовле- 
творяетъ данному вопросу, потому-что 
она принадлежитъ треугольнику АВС", 
въ которомъ сторона ВС’ противолежить 
углу ВАС‘ = 180° — Д ВАС, а не данному углу р. 
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Кода уюль р прямой. При этомъ угл вопроеъ невозможенъ, 
если прямая ® равна или меньше %. При % больше ж вопросъ имф- 
етъ только одно рЪшене, потому-что въ этомъ случаЪ получаются 
_ два равные прямоугольные треугольника: 

_ 151. Задача. К» данной окружности провести касателе- 
ную чрезь точку, находящуюся внъ кра. 

Соединимъ данную точку А (фиг. 121) съ центромъ О данной 

Фиг: 121. окружноети и изъ средины В пря- 
мой ОА радтусомь ВО опишемъ 
окружность, которая пересфчетъ 
данную окружность въ точкахъ С 
и 0. Соединивъ точку А съ точ- 
ками Си ПО, получимъ дв каса- 
тельныя АС и АО, удовлетворяю- 


пя данному вопросу. 

Доказательство. Проведя прямыя ОС и ОП, получимъ вии- 
сайные углы ОСА и ОПА, стороны которыхъ проходятъ чрезъ око- 
нечноети дламетра ОА; слфдовательно эти углы прямые, и прямыя АС 
и АП соотвЪфтственно перпендикулярны къ радусамь 0б и ОБ 
(теор. 112). 

152. @лъдствте. Треугольники АСО и АБО равны, потому- 
что’ сторона АО общая, ОС = ОР (радусы) и углы АСО и АБО 
прямые; слВдовательно ДС = АО, Д САО = Д ЗАО и Д АОб= 
Д АОТ. Отсюда елдуетъ, что 1) двъ касательныя, проведенныя 
кз окружности изь одной и той-же точки, равны, и 2) прямая, 
соединяющая центр» данной окружности сз данною точкою, 
изх которой проведены касательныя, раздъляеть на двъ равныя 
части уоль, составляемый касательными, и центральный уюлз 
составляемый радгусами, проходящими чрез» точки касашя. 

” 158. Задача. Описать окружность таким образом; 
зпобы она прошла чрезь три данныя точки А, В и С, не ле- 
жаиия на одной прямой (фи. 122). 
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вевыфя #33. 1) Проведя прамы»АВ и АС, возставимъ. 
-фу о 5: перпендикулярь изъ средины” Ё прамой АВи 
Вт а. ы ‘еще перпендикуляръ изъ средины № прямой 
с к АС. Въ точк® О переефченя этихь перпен- 
ри дикуляровъ получится центр» искомой окруж- 
ности, - “\ 
`ДоклазАтЕльство. См. доказательство 
гм (11): 
8) Изъ точекь А: и В’(фиг. 123) равными радтусами опишем 
ооо Фиг. 423. со оодужи, пересВкающияся въ точкахъь Е и 
босса го боисосио ОЭ роведя прямую ЕО, получимъ гео- 
| ‚ › ' метрическое жбето‘точекъ, равно-отстоя- 
р -2=} щих. отъ точекь А и В. Изъ точекъ В 
ВЕНА гу’ км опишемь равными радлусами дуги, 
ны | я пересфкающияея въ точкахь Ки С, и 
син г проведемь-прамую Еб. Эта прямая есть. 
гебметрическое мЪсто точекъ, равно-отетоящихъ отъ точекъ В и ©. 
Пересвчещемь прямыхь ЕО и К@ опредфлится точка, равно-от- 
стоящая отъ. точекь А, В и С; сафдовательно если изъ. ‘этой 
точки радлусомъ, равнымъ ея разстояню до А, описать окружность, 
то эта окружность должна пройти-чрезь точки А; В и 6 
154. Иримпчане. Извфетно (7 1); что перпевдикуляры, воз- 
ставленные къ прямыхь АВ, АС, ВС (фиг. 122) изъ ихъ средних 
точекь, нересъваются въ одной точкВ. Отсюда мы заключаемъ, что 
урезь три данныя точки возможна провесати. только одну окруж- 
ность, и что 0въ окружности, у которытз три обийя точки, 
должны совмостиинося. © ‚.: ПОбва 
155. Иримьчане, Изложенными способями возможио описалть 
окружность около треуюльника, т. в. провести окружность такъ, 
чтобы она прошла чрезъ вершины треугольника. Если въ круг® по- 
строенъ треугольник такимъ образомъ, что его стороны сдфлалиеь 
хордами ланной окружности, то этотъ треумольникъ влисанз вх 
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круть. Въ (фиг. 122) окружность описана зави АВЕ, 


рта виисанъ въ круг$ 0. АТАЕИАИааЕ” 4тЯ мах 
156; Задача: В» данном треуольиикь вписать ‘окруж- 
веть кббни = Эвкбио 
_ Треугольяикъ А ВС, котораго стороны касаютсл къ данной окруж 
-ъ ‚Фиг, 123, ности, называется о’исанныме около 
р. крула, & вругъ называется вписаннымз 

ое ооо ва треуюльникь (физ. 124). 
я ТР 5 Предположимъ, что вопросъ ршень, 
: а и ч10 въ данномъ треугольник А ВС вии- 
ами ло НУ .\ сана окружность круга. Извфстно (152); 
виз  -_\, что прамая 00, соединяющая точку С 
2) гл обо р Шеребченя -касалельныхь СО и СЁ съ 


цетромъ О, раздфляеть уголь АСВ на двЪ равный части. Также пря- 
маяВО; соединяющая точку В пересфченя касательныхъ ВЕ и ВО съ 
центоомъ О, раздфляетъ уголь АВСна дв равныя части; сл довательно 
центуь О долженъ находиться въ пересбченти прямыхъ СО и ВО. 
— 1 Мышене. Раздфлимь уголь АСВ на дв равных части и также 
утоль АВС. Потомь изъ точки О’переефчешя прямыхъ С0 и ВО опу- 
отимь перпендикулярь ОО» на сторону ВС и наконець опишемь 
мен изъ точки О радусомъ ОО. 

Я ан ф» че ен провести вом 


касатезную. . ^ 
#3) ея; чето арии мине и что прямая АВ (фит. 195) 
ен, а Фигь 425. | касается къ даннымь окружностямъ. 


р Зет, ая Проведя прямую’ РО и радусы АО 
\ и РВ, мы видимъ, что для рше- 
‚ шя вопроса требуется построить 
четыреугольникь АВРО. Прове- 
демъ въ этомъ четыреугольникв 
прай РГ параллельно къ ь ВА, получимъ треугольвикъ ПРО. Те- 
перь жвидимъ, что для рфшеня вопроса должно построить тре- 


.- 


а Г Ч к 
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угогвникъ РО. Прямыя ЦА и РВ, периендикулярныя къ АВ, дол- 
жны быть перпендикулярны и къ прямой РГ, параллельной къ ВА; 
слЪдовательно / АПР = Д. ОПР == 90° и также /. РВ = 90°. 
Отсюда мы заключаемь, что АВИР прямоугольникъ и АГ = ВР; 
слфдовательно 01, = ОА — ГА или 01. = ОА — ВР. По извфет- 
ныхъ прамыиъ РО и ОГ, и прамому углу РГО легко построить тре- 
угольникь [РО. 

Рьшене. Соединимъ центры Ри О данныхъ окружностей и изь 
средины Н прямой РО опишемъ полуокружность радлусомъь НО. Пе 
томъ, чтобы найти разность радлусовь ОС и РУ, отложимъ РО № 
ОС отъ О до Е; получижь СЕ = 06 — РО. Отъ 0 до Г. отложимь 
хорду ОГ, равную прямой СЕ, и продолжимъь ОГ до пересВченя А. 
съ окружностью. Проведя радтуеъ РВ параллельно къ ОА, соединияъ 
точки А и В пражою АВ. Полученная касательная АВ называеся 
внушнею. Такимъ-же образомъ возможно провести еще одну внфшлюю 
касательную къ даннымъ окружностямъ. =^. | 

Доказательство. Зная, что О. =0А— А ао 0А—РВ, 
мы заключаемь, что РА = РВ. По равенству и параллельности пря- 
мыхь ГА и РВ четыреугольникь АВРЬ долженъ быть паралело- 
грамъ (84). Такъ какъ уголь РЬО прямой, то и уголь АЦР рамой 
и, по параллельности прямыхъ ]1.А и РВ, также уголь 0РВ фямой. 
По равенству прямыхъ ГА и РВ и ихъ периендикулярности къирамой 
Р|, мы заключавжъ, что параллелограмъ АВРИ есть прямоугаъникъ; 
слфловательно прямая АВ перпендикулярна къ радлусамь А) и ВР. 

Фиг. 126. 2) Опять предиложимъ, 
\. что вопрось уже рашенъ, и 
что найдена прямая 30, (фиг. 
126) касающаяся къданымъ 
окружностямъ. Проведеть ра- 
дусы ОВ и РС, и пямую 
РА параллельно къ В до 
пересВчешя А съ продлжен- 
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‘нымъ радтусомь ОВ. Отсюда мы видимъ, что для рёшеня предло- 
женной задачи должно построить прямоугольникъ АВСР, а для 
этого построешя необходимо опредфлить точки Аи В. Зная, что ВА 
= СРиОА = ОВ -+- РС, опишемъ изъ точки О окружность радщусожь 
ОА. Эта окружность должна касаться къ прямой РА въ точк® А, а 
радлусъ ОА, проходяний чрезъ эту ‘точку касавя, своимъ перес$- 
чешемъ данною съ окружностью О, опредФляетъ точку В. 

Рьшене. На продолжении радтуса ОТ) отложимъ часть ОЕ, рав- 
ную радтусу РС, и изъ точки О опишемъ окружность радусомъ ОЕ. 
Къ этой окружности проведемь (151) касательную РА. изъ центра 
Р, и соединимъ центръ О съ точкою касашя А. Проведя радтусъ 
РС параллельно къ рад1усу ОА, соединимъ точки Ви С прамою ВС. 
Полученная касательная ВС называется онутреннею. Такинъ-же 
образомь можно провести еще одну внутреннюю касательную 6с къ 
даннымъ окружностямъ. 


Доказательство. Уголь РАО прямой и, по паралаельности 
прямыхъ АО и РС, также уголь АРС прямой. Такъ какъ въ че- 
тыреугольник® АВСР стороны АВ и РС равны и параллельны и углы 
РАО и АРС прямые, то АВСР прямоугольникъ и / АВС = / ВСР 
= 90°, слВдовательно и Д СВО = 90°. 


ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЯ. 


230) Описать окружность такъ, чтобы она прошла чрезъ данную 
точку С и касалась къ данной прямой АВ въ точк% ПО. 

231) Къ данной окружности провести двЪ касательныя, состав- 
ляюшЦя уголъ, равный данному углу т. 

233) Радлусомъ, равнымъ данной прямой а, описать окружность, 
касающуюся къ непараллельнымъ прямымъ АВ и СО. 

234) Построить прямоугольный треугольникъ: а) по извЪстной 
гипотенузф а и данному катету 5; 

5) по извЪстному катету а и противолежащему ему углу 9. 

234) По данной гипотенуз№ а и перпендикуляру 6, опущенному 
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на нее изъ вершины прямаго, угла, построить прямоугольный тре- 
угольникъ. 

235) Радусомъ, равиымь данной прямой т, описать окружность, 

проходящую н-- данную точку Сп о къ данной пря- 
мой АВ. 

236) Построить равнобедренный треугольникъ: 

`а) по данному основанию аи прилежащему къ нему углу т; 

Ь) по данному основанию а и углу т при вершвнЪ; к 

с) по данной сторонЪ т и углу р, равному сумм ре приле- 
жащихъ къ этой сторонъ; 

4) по изв ствой сторон т ы 4 п, опущениом иИЗЪ 
вершины на основалие. _ их 

237) Построить. прямоугольникъ | 

а) по данвымъ: сторон а и дагонали 5; 

Ь) по данной сторон% а и противолежащему ей углу т, составаяе- 
мому длагоналями. 

238) Гребустся провести прямую такимъ образомъ, чтобы ея раз 
стояшя оть данныхъ точекъ Ан В иене с > дан- 
вымъ прямым т и п, 

239) Построить равиостороный треугольникъ, когда бб, 
что данная прямая равна сумм его стороны и периендикулара, 
опущеннаго на эту сторону изъ вершины противолежалцаго угла. 

240) Описать. окружность „ проходящую чрезъ сы точку Ан 
касающуюся къ данной окружности въ точк» В. 

241) Начертить ромбъ 

а) по извфстной сторон а и данному уг лу т; 

Ь) по извфетнымъ: стороиЪ а и магонали 6; > 

6) по извфетной магонази $ н нротиволежащему ей углу т; 

4) по извЪстной сторонЪ а и ея разстоянию № до противолеващей 
стороны. 

242) Описать окружность, касающуюся къ данной `прамой 'АВя 
къ данной окружности въ точк» С. 

243) Онисать окружность, претиске! фе: КЪ Замя прной АВ; а 
къ данной прямой СО въ точкЪ Е. 

` 244) Построить параллелограмъ 

а) ю двумъ сторонамъ аи В, и оняь й между двумя про- 

тиволежащими сторонами; 381 


` 
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$) по магонали 4, сторонЪ а и ея разстоянию й до противолежа- 
шей стороны; 

с) по дагоналямъ с и 4, и углу т, заключенному между ними; 

4) по дагоналямъ си, и разстояншю й между параллельными 
сторонами. 

245) Описать окружность, касающуюся къ даннымъ прямымъ СО 
и ЕЁ, и чтобы ея центръ находился на данной прямой АВ. 

246) Построить трапецио. 

а) по извЪстнымъ основантямъ а и В, сторонЪ с и углу т, проти- 
волежащему сторонЪ с; 

6) по извЪетнымь основанямъ а и ы. и ры тия, прилежа- 
щимъ къ большему основанию. 

247) Построить равнобедренный треугольникъ по данному осно- 
вантю а и извЪетной разности р между стороною и перпендикуляромъ, 
опущеннымъ изъ вершины на основане. 

245) Построить треугольникъ по данной сторон$ а, прилежащему 
къ ней углу ти разности р между двумя остальными сторонами. 

249) Описать такую окружность, коей дуга, соотв тствующая 
хорль АВ, была вдвое мёныие дуги, которой соотвЪтствуетъ хорда СП. 

‚ 250) Построить прямоугольный треугольникъ по данному катету 
аи извЪствой суммЪ р гипотенузы и другаго катета. _ а. 

251) По данному периметру р и углут, при лежащему къ основа- 
нию, построить равнобедренный треугольникъ. ‹ 

252) Построить треугольникь по еее периметру р и двумъ 
угламъ Жи. - 

253) На сторон ЛВ угла АВС дана Ре ‚р, Требуется опредЪ- 
лить на сторон® ВС такую точку: Е, чтобы сумма ВК 2 ВЕ равнялась 


данной прямой т. НУ, 


Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства 
теоремъ и р8шен1я задачъ построен1я. 


2) А) = 9 саж. 

6) 1*/з дюйма. 

7) ЕЕ=т-и- р. 

8) НЕ=а— (6- с. 

9) 115/з дюйма. 

10) 3*/41 метра. 

11) СЕВ@; ДаВА; Д СВЕ. | 

12) ДОАС= 'Лз полнаго угла. | 

13) 24 раза. 

14) Угломь ЕВ@; Д СВЕ. 

15) ДОВЕ- Д ЕВЕ+ ДЕВ@ 
= С ОВе; / ЕВО-+- [ЭВА | 
+ ДАВС= Д ЕВС; ДАВО | 
 Д ОВЕ- ДД ЕВЕ = 
Д АВЕ. | 

16) Нулевой уголъ; прямой уголъ; | 
развернутый уголь; прамой | 
уголъ. 

17) Угломъ ОВ@. 

18) Уг. АВС = Узразвернутато 


угла. | 
19) ДАВС= ДАВО= ДОВЕ | 


гг. 


— Д ЕВЕ = 1 ЕВ@ = 
1/5 Д СВ@; Д СВА= ДАВО 
"д СВО; Д ВЕ = 
1 ЕВЕ = РВ = 
3 / ОВ@; дсво= Г АВЕ 
—=*з3СВЕ; /ОВе= АВЕ 
= 34 АВ@: / ВВе = 
3Д АВС. 


| 20) 7 в = 29%30', Дм = 


67°30*. 

21) Д ЕАС= 120°. 

22) / ЕАО = 36°. 

23) 16 угловъ. 

24) ДАВС=36°30'. 

25) ДАВО=1359; Д АВб= 
45°. 

26) 90°. 


27) 98959*. 


28) 115°24*. 
29) 108°. 


| 30) 147830". 


31) ДАВЬ-- ДАВС =} 
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1/2 Д АВО- 1/8 ДАВС =} | 
или / АВЕ- /_ АВЕ = или 
ДЕВЕ=} 

32) ДАЕС= Д ВЕ, 1/3 / АЕС 

33) ДАЕС- Д ВЕС Д ВЕ 
++ ДАЕ = 360° или | 
ЗИАЕС-2/ ВЕС =360° | 
или / АЕС-- / ВЕС=180°. 

34) ДАВО- ДАВС СВЕ 
++ ДОВЕ=360°; п ДАВЬ | 
= Д СВЕ ==? а бдриавиюно 
ДАВС ДОВЕ=} 

35) 2 Д ЕВЕ 2 Д ЕВО =} 
ДавЕ-+ ДЕВО=1 

36) 41'/2 саж. 

37) Сторона АС должна быть боль- 
ше 111/> саж. 

38) 33 саж. 

39) 612/з саж. 

40) 32 саж. | 

41) 236 1/5 саж. | 

54) АС ВС> АО Вр, 

АС+АВ> СО ВО, 


42) Прямая ВО должна быть мень- 
ше 46 саф. 

43) Прямая А должна быть боль- 
ше 3 саж. 

44) Одну шестую. 

45) АВ = 933/4 саж., Аб = 
405/28 саж., ВС = 16/4 саж. 

46) 75°. 


47) 56°15*. 


48) 106°50". 
49) 2195". 
50) 1/зз периметра. 


‚ БПАВ=ВЕ,СВ=ВШи ДАВС 


—= ДС УВЕ; слфдовательно тре- 
угольники АВС и ОВЕ равны. 

52) ВВ =С), ВЕ=СЕ (почему?) 
и / РВЕ= / РСК; сл$дова- 
тельно треугольники ВЫОЕиС ОЕ 
равны. 

53) ВЕ= ВС, ВО =ВАи ДАВС 
общий; слЪдовательно треуголь- 
ники ЕВЛ и СВА равны. 


АВ-- ВС > АБ- С, откуда 


ЗАВ--2АС-{ 2ВС > 2АБ-{-2В0- 261 или 
АВ-АС- ВС > Ар ВО СБ. 
АВ< АБВ, В6< ВО--СО, Аб АПС; откуда 
АВ ВС АС 2АО-+- 280-26) или 
АВВСАС< (АВОСЬ). 
55) Прямая АР | къ ВС, пря- | Д ЕВС = Д ЕСВ (почему?); 
мая ВЕ | къАС, прямая СЕ | слЬдовательно ОК = ВЕ. Тре- 
въ АВ. Велфдетые (42) АК угольники АКС и АПС равны, 
= ВЕ, АЕ = СЕ, ВО = СО. потому-что сторона АС общая, 
Треугольники ВЕС и ВЕС рав- АЕ= СО (почему ) и Д КАС 
ны, потому-что сторона ВС 0б- = ДОСА (почему); слфдова- 
щая, ВК = СЕ (0чему?) и| тельно СЕ = А. 
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56) Проведя АН, получимъ тре- | 
угольники АВН ц АМН; изь | 


которыхъ имбемь ВН=САВ- 
АН и МН< АН+АМ; от 
куда ВН — МИ < АН -АМ; 
57) Треугольники ВЕБ, СРЕ,АЕЕ 
равны, потому-что ВЕ = ВО = 
6=СЕ = ЕА=АЕи ДЕВЬ 
== Х 0СЕ= Д РАВ еждова- 
тельно ОЕ =ПОЕ-= ЕЕ)! 
53) СР = 31 саж. | 
59) На 83/& саж иучея 


60) На прямой ОВ отложимъь оть 
точки №) часть 06, равную пря- | 


мой ОР, и проведежь 06+. 

61) 181/ важ. 

62) 42115 аж. 010. 

68) АР= 41/4 важ. г овал 

64) Прямая СЕ > 127/з чеаж: и 
СГ < 182/+ саж. 

65) ВО = ВАи ВО < ВС; от- 
куда 8ВР = ВА ++ Вб: и 
ВР = ‘(ВА ВС). 


66) Треугольники СОЕ и СОР. 
равны, потому-что СЕ = СЁ, ето- 
рона СП общази ВЕ =ОЕ; сл8- | 


довательно / СЕБ = Д СЕЪ. 
67) Д в = Д Не, и /0СЕ 


= Д. 0СЕ; откуда @6У-ИИ 


С 0СЕ= Д НОО — дер 
или’ / СЕ / НОР. 
68) Треугольники ВЕС и ВОС 
равны, потому-что сторона’ ВС 
общая, уг. ЕВС = уг ЭОВуеа$- 
довательно ВЕ == С), ВА =СА 
и ВА — ВЕ = 

ЕА = ПА. 


А — СО или | 


69) Треугольники АСЕ и САО 
‘равны, потому-что’ сторона АС 
общая, АЕ = СП (0чему?) и 
_Д.САЕ == Д АСЬ; ‘слбдова= 
тельно СЕ = АУ. 

70) Треугольники АМЕ и АМЕ 
равны, потому-что сторона АМ 
общая, АЕ = АК; ел дователь- 
но / ВАМ = / ЕАМ, 

71) Образовавииеся прамоуголь- 

| ные треугольники . ча, Но- 
чему? 1” 

12) 1 =, ут Е -127°, 
Ее= 12702-94530; {в 

=53°;- учи д9— 
53°. . 

3) дозы 083: нот’ 4 

74) Параллельны. т {Го 

75) Не параллельны. того 

76) ММ = 87 7/1 сажа 

17) КМ = 131/65 важ. 

78) [1МК=3245', А Км 
—=40%5', ДМКи—101950%, 
Д.МУБ == 101%50'. :- ЗЕ 

79} 7 чевы, За 4 

80) 552/з важ. 

81) ДЗАВ== ДАВС ‚Ре 

С. КАС = Д. АСВ (0чему?), 

Д. АВС = ДС АСВ (почему?); 

сльдователью ДХ РАВ = 

И ВАС. ЧИ (аа 

82) Ва №= ДАНЕ; откуда 
3. В = / АНЕлили 
Д Вам = / АНР, слВлова- 
тельно прамыя @&№ и нь: 
раллельны. ^ 

83) Прямая АС | къ АВ, а шо- 


— 


тому она должна быть также. 


_] къ прямой ОЕ, параллель- 
‘ной ‘въ ^АВУ  ‘вабдовательно 
Д Аб = Д АСЕ = 90° или 
ДАСВ- /. ВСЕ == 90°. . 
84) Прямыя АВ и @Н; пернен- 
дикулярныя къ ЕК, || между 
вобою; разстояще между этими 
параллельными равно В©. Пря- 
мыя ©`и @Н также |} и раз- 
стояще между ними равно’ 6}. 


Такъ какъ Е@ = Еб, то в. 
течки пряюй @Н равно-0т- | 
| 105) { бАЕ= ДАВС АСВ 


стоять оть АВи С. |! 
85) Углы ВАС и ММС ‘еботвёт- 

ствующге, а углы ВАЗ и АМХ 

- внутренн!е на-крееть лежатие. 
_ 86) Треугольники ВАШ и САЕ 
равны, нотому-что АВ == АС, 
(Во =06Ел АВ ДАСЕ; 


и евдовательно- / ВАБ = 
Д АЕ Троуг. ры 


треуг. АВЮ (позему?). ^ 
87) 60°. 
88) 52°12'. 
89) 539491“; › 
90):1 1796 %оло в.а. 11 
91) "945314" ТЗ из но 
92) 100°50'. | гжаз 
93) 92°15*. 
94) ВАС= 64743, и ДАВС | 
—=90°. 
95) 148015". 
96) 125°10'/) 
97) Д АВС== Д АСВ = 4125. 
и ровнее 
‚ 98) 56°15'.- 


99). 29919 | 
100) ДАВС= 680 ев 


= 57° Е ЕН» 


101) ДАВС 56995, Д ВАС 


Эээ ЕСА 


103) С ВАС == 51717. 
103) Проведя прямую ВП, полу- 


чим ВВОД ВОЗ 
ДЕВО- ДВОЕ = 3; откуда 
ДАВС- ДЕБ = 


104) ДСЕВ= 694 Даб 


сл®ловательно / С > 
д еаг. и 


или. СА ЗАСВ; ми 
довательно 173 /_ бАЕ_ 
ДАбВили ДА = АСВ 
и прямая АШ | къ ВС. 


196) Проведемъ прямую ВЪ и про- 


должимъ ее до переефченя Е съ 
стороною АС. Уголь АБЕ = 
"ДАВО- ДВА ОЕ 
— Д.В + / ЗБ; откуда 
Л АБЕ- ДСП == ДАВЬ 
< д Св д ВАБ 

Ве, ° слбдовательно 
СД А№б>> АВС. 


197) Изъ вершины А опустимь_|_ 


АЕ на основаше ВС. Д САЕ= 
1 Д ВАС; Д ВЕР Д ВСА 
= 90° и С САВ-Е ДВА 
= 90°; сльдовательно /_ ВСП 
= 1 ВА = 7 СА 
Д. ВСА или ВСР = ДСАЕ 
и Д ВО = */ Д ВАС. 


108) Въ трет; АВС ВАС 


ДАСВ= 900; въ трет. АВО 
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Д ВАО ДАВО= 90°; от- 


вуда / ВАС + Д АСВ = 


С ВАО- Д АВО или Д АСВ. 
= Д АВВ. 


109) ДАВО= Д ВАБ, & потому 


АП == В). С ВОС = ДАВО 


= Д ВАС = 21 ВАС и 
ДАСВ=ЗД ВАС; сл$дова- 
тельно Х ВОС = Д ОбВи ВС 
= ВВ. 

110) Д ВАС-{ Д АСВ = 90° 
или? / АСВ С АСВ=90° 


или 3 АСВ = 90°; откуда 


С АСВ. = 30° и Д ВАС = 
60°. Построим Д СВО = 


С ВСА= 30°; тогдаВО = С, | 


ДАВО = 60° и Д АБВ = 
60°. Изъ треуг. АВО получимъ 
АВ=АО= ВО: сл довательно 
ВО = АП = ОС или ВО = 
1/2 АС. 

111) Чрезъ точки А и В прове- 
демъ прямую и на ней отъ В до 
О отложимъ часть, равную АВ. 
Потомъ чрезъ БиС проведемъ 
прамую РЕ, и къ ней || прямыя 
АКи ВС чрезъ А и В. 

112) Къ прямой АВ изъ ея сре- 


дины возетавимь |, равный | 


СО, и его оконечноеть соеди- 
нИмЪ съ Аи В. 

113) Пряжюю АШ раздфаимъ 
С ВАС на двЪ равныя части, и 
чрезь А ‘проведемь ЕР | къ 
АО 


114)  Сединяиъ точки Си), и 
къ прямой СО.изъ ея ередины 


Е возставимъ перпендикуляръ 
до пересфчетя Е съ АВ. 

115) Раздфлимъ прамою ВЕ 
уг. АВС на дв равныя части и 
чрезъ точку Е ея пересвченя 
съ катетомъ АС проведем СО 
| къ СВ до пересбчейя Г съ 
гипотенузою АВ. ДоказА- 
тЕлЬСТво. Д СВЕ = Д ОВЕ 


и / СВЕ= Д ВЕБ; сл$дова- 
тельно Д. ОВЕ = Д ВЕ и 
ЕО = ВБ. : 


116) Изъ А опустимь | АО на 
МХ и на его продолжени отло- 
жимъ ПЕ —= АО. Чрезь ВиЕ 
проведемъ прямую до пересфче- 
вая С съ МУ, и наконецъ сое- 
динииъ А и С. Доклзлатель- 
ство. Треугольники АОСи ЕРС 
равны, потому-что сторона С) 
общая, / АОС = / ЕЮСи 
АП = ПЕ; слфдовательно 
Д АС = Д ЕСО. 

117) Чрезъ какую-нибудь точку 
Ш стороны АВ проведемь 0@ 
| въ ЕЁ до перееБченя © съ 
ВС. На @П отложимъ часть 
СН, равную ЕЁ, и чрезъ Н про- 
ведемъ НК || къ ВС до перес$- 
ченя К съ АВ. Чрезъ К про- 
ведемь КП | къ Н@ до пере- 
сБчешя Г съ ВС. 

118) Изъ какой-нибудь точки @ 


прямой АВ возставимь въ этой | 


прямой | СН, равный ЕЕ. и 


чрезъ Н проведемъ прямую | къ 
АВ. Изъ какой-нибудь точки К 


р рчочрчучеи 


— = 


прямой СП возетавииъ къ этой 
прямой | КГ, равный ЕЁ, и 
чрезъ | проведемь прямую къ 
СО. Точка М пересфченя про- 
веденныхъ прямыхъ удовлетво- 
ряетъ воиросу (почему*). 

119) Чрезъ какую-нибудь точку 
Е прямой АВ проведемь ЕМ 
|| къ СО. На АВи ЕМ отло- 
жимъ равныя части ЕР и ЕС, 
и чрезь Ки @ проведемъ пря- 
мую до пересчешя Н съ С). 

120) Соединимь Ви С, и средину 
М прамой ВС соединимъ съ А. 
Почему перпендикуляры, ону- 


На ВС отложимъ чаеть ВЕ, рав- 
ную РУ, и соединииъ Ри Е. 
125) Изъ какой-нибудь точки К 
прямой ВС возставимь | и ка 
немъ отложимъ Е = ОЕ. Чрезъ 
 проведемь СН || къ ВС до 
пересвчешя Н съ АВ, и изъ Н 

опустимь | НК на ВС. 

126) Раздфлимь Д. ВАС пряхою 
АЕ на дв® равныя части, и 
чрезъ Е проведемь ЕП | къ ВА. 
Доказательство. Уг. АЕ = 
ДС ВАЕ, /. АЕ = Д ВАЕ; 
слдВдовательн«о0 ДД ПАЕ 
Д АЕБи Е == АУ. 


—- 
=—- 


щенные изъ Ви Сна АМ, раз- 127) Проведемъ прямую АВ икъ 


ны? 


121) Прамою ВМ раздфаимъ | 
ДАВС на дв% равныя части, и 


— ней | ипроведемъ и чрезъ 


18 Чрезъ Р проведемь прямую | 


|| къ ВС до пересВчешя ТП) съ 
АВ, и отложимъ на АВ часть 
БЕ = ЭВ. Наконецъ чрезъ Еи 
Р проведемъ ЕЁ до пересфченя 
съ ВС. Для доказательства про- 
ведемъ 00 || къ ЕЁ до перес$- 
мя @ съ ВС. 


123) Изъ средины Г) прямой АВ | 
` 130) 36 ар. 


возетавимъ | иеще | къ пря- 
мой ЕС изъ ея средины Е. Точку 
Н пересфченя этихъ перпенди- 
куляровь соединимъ съ А, В, 


фола 
124) Чрезъ Р проведемъ РП || къ 
ВС до пересВченя ПГ съ АВ. 


ней изъ точки А возетавимъь |. 
Веф прямыя, проведенныя чрезъ 
точки этого перпендикуляра | къ 
АЗ, удовлетворяютъ вопросу. 

128) Прамою ВЕ раздфлимъ 
Д. АВС на двЪ равныя части и 
прямою СР раздфлимь Д АСВ 
на двф равных части. Чрезъ К 
проведемъ ОЕ || къ ВС. 

129) Чрезъ А проведемъ прамую 
А | | въ ММ и на ней отложимъ 
АЕ-== СУ. Чрезъ ВиЕ прове- 
демъ ВЕ допересвченя Есъ МУ, 
и чрезъ А прямую Аб | къ ВЕ. 


131) 12 ар. 

132) 110°17". 

133) 3472 доски. 

134) 444 плиты. 

135) Почти 33/4 пуда. 
136) 112 каменьщиковъ. 
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137) 392 дерева. 

138) Въ 172 ар. 

’° 139) 58 гвоздиковъ. 

140) 200901 растеше. 

140а) 191 саж. 

141) 37 саж. 

142) 54 саж. 

143) АБ = ВС = 24'/2 саж. 

144) ЕК = 66'/з саж., @Ы = 
627 всаж., ЕН =69'/ле бах. 

145) 1331/з важ. 

146) 540°, 900°, 1260°. 

147) 1209, 150°, 165°. 

148) 135°, 157'/2°, 1683/и°. 

149) 16 угловъ. 

150) 20 сторонъ. 

151) 13 угловъ. 

152) 15 сторонъ. 

153) Точка Е есть средина сто- 
роны АВ и точка Ё есть сре- | 
дина стороны 06. Параллело- 
грамы АЕЕО и ВЕРЕС равны, 
потому-что ОЕ = ЕВ = Уз 0С | 
= ‘АВ, АО = ВС, уг. АЕ 
—= уг. ОВЕ. 


| 


154) Чрезь О (фиг. 65) прове- | 


демь БЕ между сторолами АВ 
и ОС; получимъ треуг. РОЕ = 


1реуг. ВОЕ, треуг. АО. = 


треуг. ВОС, треуг. АОЕ = 
треуг. СОЕ; сл$довательно БОЕ 
-НАОО-АОГ = б0Е- ВОС 
-- ВОР или АБЕЕ == ВСЕР. 

155) Чрезъ О (фиг. 68) прове 
дена прамая ВЕР между АВи 
ПС. Треуг. АОЕРи ВОС равны, 
а потому ОЕ ==0Е. 


| 156) ДАВС= Д СОЕи ДАВС 


—= Д АСВ; слфдовательно 
Д СЕ = Д АСбВиСЕ = БЕ. 
Д АСВ = Д ВЕ и // АСВ 
—= И АВС; слБдовалельно 
Д ВЕ = ДАВби ВЕ= Е. 
Отсюда АЕ + КО+ОЕ+АЕ 
=АЕ-+ЕС-+- ВЕ ЕА=АС 
АВ. 


157) Треугольники АЕН; ВЕЕР, 


СЕ, О@Н равны (почему ?). 


159) Треуг. АЕН, ВЕЕ, С6Е, 


БЕН равны (почему?). Х ВЕЕР 
+ ДАЕН = 90° (почему). 
ДАЕН-+ Д. НЕЕ-{ Д ВЕЕР 
= 10°; слВдовательно Х НЕЕ 
—=90°. Точно также узнаемъ, 
что ЕР@ = Д. кан = = 
Д ЕН@ = 90°. 

159) Въ (фиг. 74) проведя `да- 
гонали АСи ВУ, получимъ рав- 
ные треугольники АВО и АВС. 

160) Треугольники АВС и АОС 
равны (40);  слфдовательно 
Д ВАС= Аба / ВСА 
— ОСА. Треугольники АБО 
и АБО равны (точка пересфче- 
мя датоналей АС и ВБ па- 
звана чрезъ 0), потому-что ето- 
рона АО ‘общая, АВ = АШи 
Д ВАО = ДОАО; слфдова- 
тельно /. АОВ = Д. АО = 
90° и ВО= 00. 

161) Антипараллелограмь АВСО 
дЪлится прямою ЕЕ на двЪ рав- 
ныя транеци АЕЕО и ВЕРЕС, 

’ потому-что сторона ЕЁ общая, 
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ФЕ = СЕ, АЕ = ВЕи АБ = | 
ВС; слфдовательно Д. АЕК = | 


С ВЕР и ДЭЕЕ= /_ СЕЕ. 

По равенству этихъ угловъ пря- 

- мал ЕК перпендикулярна къ АВ 
и ОС. 

162) Въ треуг. ДЕР уг. ЕШЕ (или 

Д ВПА) = 45°; слфдователь- 


нои д РЕЕ= 45° и Еб= ЕЕ. 
Такъ какъ Е) = ВОВЕ, ве 


ЕЕ = ВО — АВ. 
163) (606= Д ВОЕи Д СОР. 
= СД ВОЕ; слвдовательно 


д 606 д 60Е= ДВОЕ 
= д ВОГ ли. ОР = 
Д. ЕОЕ.Отсюдамы заключаемъ, 
что длатонали НЕ и ЕС взаих- 
но перпендикулярны; 
тельно ЕЕСН ромбъ 
164) Параллелограяь АВСР = 
Аов- рос А0Б-ВОб = 
2А0В + 28В0С. Параллело- 
грам ЕРаН = АЕВО--ОЕВО 
+ с6100 + АНЬО = 2408 
2806-2600 -{+ 2А0Б= 
4408-4806 = ЗАВСЬ. 
165) Чрезь Е проведемъ ЕН || къ 
СА до точки Н прямой ОЕ; 
получимь равные треугольники 
УЕН и ЕСК (точка К на да- 
тонали), потому-что ОР = ЕС, 


уг. РЕН = ДЕСК и ДЕПН | 


= ДС ОРК; слфдовательно ЕН 
‘—=0К; нотакъ какъ ЕН=КЬ 
(точка Г на длатонали), то СК 
== КЬ. Треугольники АОЬ и 
СВК равны, потому-что АР = 


слВдова- | 


ВСи ДОАЬ = Д ВСК; сл%- 
довательно АТ = СК. 

166) Проведемь ОН || къ СА до 
точки Н прямой В. Треуголь- 
ники ВОК и ОВН равны, ио- 
тому-что сторона ВО общая, 
ДС ВЬН = Д ВСА = Д ЬВЕ 
и Д ВЕ) = Д ВН = 90% 
слвдов. РЕ = ВН. Прямая В@ 
—= ВН Н@ = БЕ-{ ПЕ, по- 
тому-что Н@ = ОЕ. 

167) Должно возетавить два. пер- 
пендикуляра, равные АВ, и с0е- 
динить ихъ оконечныя точки. 

168) Къ датонали А В изъ ея ере- 
дины С возетавимъ | и на немъ 
отложимъ СР = СЕ = АС. На- 
конецъ проведемъ АО, ОВ, ВЕ, 


169) Къ прамой АВ изъ ея око- 
нечныхъ точек возетавимъ пер- 
пендикуляры, равные СТ), и сое- 
динимъ ихъ оконечныя точки. 

170) Къ прямой АВ изъ ея ере- 
дины О возетавииъ _|_ и на немъ 
отложимь ОЕ’ = ОК = 1/20). 
Наконенъ проведемь АЕ, ЕВ, 
ВЕ; ЕА. 

171) Соединимъ средину 0 пря- 
мей ВС съ точкою А. Чрезъ А 
проведемь прямую ММ перпен- 
дикулярно къ ОА и наконецъ 
изъ Ви С опустимъ периенди- 
куляры на МХ. 

172) Изъ средины Е прямой СП 
опустимь | на АВ и на этомъ 
перпендикуляр$ отложимь ЕЁ 


8* 
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=!/зт. Чрезъ Е проведа МХ | 

|| кь АВ, опустимъ на ММ пер- 

нендикуляры С@и ОН. Докл- 

ЗАТЕЛЬСТВО. 1/3(69-ЕОН)= 

ЕК == '/зт, откуда т = 66% | 

ЬН. 

173) Проходитъ. Почему? 

174) 7,3 фута. 

175) Не проходитъ. Почему? 

176) '/зз окружности. 

177) На 27/3 дюйма. | 

178) Пересфкаются. | 

179) 7/зо окружности. 

180) Одна окружность находится | 
внутри другой. 

181) 1 футь 73/4 дюйма. 


| 


182) Касаются изъ-внутри. 

183) 9''Лль дюймаи 43/1 5 дюйма. 

184) Пересфкаются. 

185) 3'/1о дюйма. 

186) Касаются изъ-ви$. 

187) 7/24 окружности. 

188) 333/ло дюйма. | 

189) Проведя хорду СП’ (точка 
пересфченя хорды А В еьокруж- 
ностью С’ названа чрезъ 0), 
получимь Д СОА = 90° (см. | 
106) ;слЪдовательно (113) пря- 
мая СП раздфляеть хорду АВ 
на двЪ равныя части. 

190) Касательныя, проведенныя 
чрезъ оконечныя точки Аи В. 
даметра АВ, должны быть | 
къ нему; слфдовательно они | 
между собою. 

191) Разетояне С0 = АС = ВС. 

_ Почему 


192) Изъ центра О опустимъ пер- 
пендикуляръ ОЕ на АВ; тогда 
АЕ = ВЕи СЕ = ОЕ; елфдов. 
АЕ— СЕ =ВЕ— ОЕ или АС 
=; 


` 195) Треуг. АОВ, ВОС; ©0Ъ, 


АОР равны, потому-что ОВ = 
ОА = 00 = 0Си Д АОВ = 
Д В0б= д С09'= ДВОА 
—= 90°; слфдов. (/. ВАО = 
ДАВО = Д 6В0 = д ВСо 
Г. А00 = Д/0А0 = 45° и 
АВ = Вб = СО = АБ. 

194) На прямой АВ описавъ 
окружность и соединивъ точки 
О, Е, Е этой окружности еъ А 
и В, получимъ прямоугольные 
треугольники АДВ, АЕВ; АЕВ, 
имфюще общую гипотенузу АВ 
и прямые углы АОВ, АЕВ, 
АЕВ. 

195) Углы АВБ и АВЕ прямые, 
а если суниа двухъ смежныхъ 
угловъ равна’ двум прямымъ - 
угламъ, то ихъ стороны ОВ и 
ЕВ должны составлять одну 
прямую. 

196) Если хорды АВ и СО могли 
бы взаимно раздЪлиться на двЪ 
равныя части въ точк® Е ихъ 
пересЪченя, то-прямая ОЕ, сое- 
диняющая центръ О съ Е, была 
бы периендикулярна къ АВ и 
СП; чего быть не можеть: 

197) См. рёшеше задачи 132. 

198) При какой-нибудь точкф 0 
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прямой АВ поетроимь Д ЕРВ 
—= Дти чрезь С проведемъ 
СК параллельно къ. Е) 
199) Иъ. прамой ЕЁ изъ ея ере- 
‘дипы возставимь |; и изъ Е 
” радлусомь АВ опишем дугу, ко- | 
торая пересчеть | въ 0. 
200) На раду ОШ отложимъ 
_ 0С=АВ, и чрезь С проведемъ 
прямую | къ 00. _ 
201) Къ прямой ЕЁ изъ ея ере- 
дины С возетавимь | до в 
| сфченя . О АВ. 


202) и. м в Рыд м 
ри и 6 ор и Е: 


проведемъ СН || къ ВС до пере- 
сфчешя Н съ АВ и чрезъь Н 
проведень НК || къ @Ё до пе- 
ресфчения К сы а 

203) Изъ С опуетимь _|_ СЁ на 
АВ и оть Е на АВ отложимъ 
Е 6. = РН = 1/3 0Е. зв: 

29% Изъ 0 опустимь | ГЕ на. 
ВС, раздфлимъ ДВОЕ на двЪ 
равныя части прямою ОЕ и изъ 
точки Е переефчетя прямыхъ | 
ТЕи ВС возставимъ | Еб до 

пересечения (1 съ АВ; тогда @ О 

Е. 


—_ 


205) Прямою ВП  раздлимъ 
-Д АВС ‘на дв равных‘ части, 

изъ ® обпустимь | на ВА; на | 

= отложимь ЕК — а; чрезъ 

Е проведемь РК къ АБ до. 
пересфченя @ съ ВА и изь @. 


 возетавииь | @Н къ ВА до 
пересфчешя И. съ прамою ВО. 
206) Изъ центра О опуетимъ на 
АВ | ОС, который перееЪчетъ 
окружность въ 0. Къ 06 изъ 
Г возставимь |. 
в. При точк® А прамой Ис по- 
‚ строимъ С ВАС — Дж, изъ 
‚ центра. О опустимъ |. ор на 
АС ит. д. (ем. задачу 203). 
205) Изъ центра О опустимъ ‚|. 
ОС на АВ ина АВ оть С от- 


ложимь СО — С „ Изъ 
РиЕ возетав т нер- 
нендикуляры | до пере- 


сфченя Ри @ съ окружностью 
и соединимь Ги С. 

209) Проведемъ хорду АВ = аи 
при В ностроимь ДАВС = 
С т. Изь центра О опустимъ 
[оо па ВСина В ‘отло- 
жимъ ПЕ = ОЕ 1/56. Изь 
КиЕЁ возетавимъ перпендику- 
ляры Еб и ЕН къ ВС до пере- 
сфчешя би Н съ окружноетью. 
Наконець соединимь @ и Н. 


| 210) Прямою ВП разхфлимъ 


С. АВС на двБ равныя части и 
изъ В къ ВО возставимь |. 
211) Чрезъ О проведемъ 0@ =А В 
и ОН = 0), и сюединимь @ и 
Н. Изъ О радусомь ЕЁ опи- 
шемъ дугу такъ, чтобы опа. и6- 
ресфкла @Н въ К, и соединимъ 
О ик. 

212) Чрезъ точку Е прямой АВ 
проведемь ЕК ‘къ СО. Изь Е 
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опишемь дугу @Н, проведемъ 
хорлу @Н и продолжимъ ее до 
пересфченя К съ СО. Къ пря- 
мой СГ, изъ ея средины Ш воз- 
ставимъ | ТМ. 


213) Оть А отложимъ двЪ рав- | 


ныя хорды АВ и АС, прове- 
демь хорлу ВС, соединимъ ея 
средину 0 съ А, и изъ А воз- 
ставимъ | къ ПА. 

214) 39°5'. 

215) 59°55]л". 

216) 3,25 дюйм. 

217) 3,25 дюйм. 

218) 3,175 дюйм. 

219) 85°52'. 

220) 43/4 дюйм. 

221) 3120/11". 

222) 6,9 фута. 

223) 2 фута 7 дюйм. 

224) Стороны АВ и ОЕ! ида- 
тонали АЕ и ВО равны. 

225) Проведя СЕ, получимъ пря- 


мой / СЕВ; сл$довательно СЕ | 


раздФаяетъ хорду АВ на двЪ 
равныя части. 


226) Потому-что разстояше про- 


веденной хорды отъ центра мень- 
ше разстояня центра отъ какой- 
либо другой хорды , проходящей 
чрезъ Р. 


221) /ОЕС=2 Г АСЕ, ДОСЕ 


= 180° —4/ АСЕ, / ОСВ 
= 130°—(/АСЕ- 1. 06Е) 
= 180° —(Д АеЕ- 180° 


—4ДАСЕ)=180°— ДАСЕ | 


— 180° 4 41 АСЕ = 
ЗД АСЕ. | 
228) Точки пересфченя хордъ съ 
малою окружностью суть вер- 
шины прямоугольных треуголь- 
никовъ, имвющихь общую ги- 
потенузу СА; слвдовательно пря- 
мыя, соединяюния центръ С еъ 
| точками пересбчешя хордъ и 
| малой окружности, раздфляютъ 
|  соотвфтетвующя хорды на дв 
|  равныя части. 
| 229) Проведя радщеъ СО, полу- 
чимь РО < РС С) или РО 
< РЕ-- СА или РЭ < РА. 
Проведя радусъ СЕ, получимъ. 
СЕ < СР-+РЕ или СР РВ 
< СР-+РЕ или РВ < РЕ. 
| 230) Перпендикуляръ къ АВ изъ 
. Перпендикуларъ къ хорд% 
СТ изъ ея средины. 
| 231) Внисанный / АВС = Дж. 
| Радусы ОП и ОЕ перпендику- 
лярны къ хордамь АВ и СВи 
| ЖЕ: 
| 232) Въ АБ периендик. равный 
а, чрезъ его оконечность парал- 
лельная къ АВ. Къ С) пер- 
пенд. равный а, чрезь его око- 
нечность параллельная къ С). 
| Въ пересбВчеи проведенных 
прамыхъ искомый центръ. 
233) На АВ ==а опишемъ полу- 
окружность и изъ А радлусомъ 
Ь дугу. Точку нересфченя дуги 
съ окружностью соединимъ съ 
А иВ. 6) Потроимь ДС АВС 
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= ее т. Къ ВС перпенлику- 

вимй а. Чрезъ его око- 
ноя ъ параллельная къ ВС до 
ВА. Изъ полученной точки опу- 
стимъ | на ВС. 


234) На АВ = а опишемъ полу- 


окружность, изъ А къ АВ | 
АС —=Ь, чрезъ С параллельную 
СО къ АВ до перегфчентя съ 
° окружностью и т. д. 


235) Искомый центръ долженъ на- 


ходиться на прямой, параллель- 


ной къ АВ и отстоящей отъ АВ | 


на т; онъ долженъ также на- 
ходиться на дуг, описанной изъ 
точки С радусомъ т. 

236) При А и В прямой АВ по- 
строимъ углы, равные Дт. 
) ЕъАВ изъ А возставимъ |_ 
АЕ и построимжь ДС КА@ = 
1/зт. Изъ средины АВ нериен- 
дикуляръ до пересЪченя съ Аб 
ит. д. с) Построимь Д. ВАЕ 


= Др, на АЕ отложимь АВ | 


— и, изъ В рамусомъ же опи- 


С пряхой АС — м возставимъ 
Ци изъ А радусомь т опя- 
шемъ дугу до пересфченя съ 
этимъ _|. 


237) На АС = опишемь окруж- 


ность, и изъ А и С двБ дуги 
радуеомь а такъ, чтобы они 
переефкали окружность. 6) См. 
рьшеше № 233, 5. 


окружность и изъ В радусомъ 
п еще окружность. Общая каса- 
тельнал, проведенная къ этимъ 
окружностямъ, удовлетворяетъ 
во 


просу. 
239) Изъ Е какой-нибудь прямой 


ММ возетавимь | ЕО =ж, 
при О построимъ Д. КВО, рав- 
ный '/з прямаго угла (см. 144). 
Къ ВО изь ея средины @ | 
(ФА до пересВченя А съ ОЕ. 
Соединииь А и В. ДоказА- 
ТЕЛЬСТВО. Д ВАЕ == 1/3 пря- 
маго Д; садов. С. АВЕ = 
*/з прямаго С. Отложивъ КС 
— ВЕ и проведя АС, получимъ 
треуг. АСК = треуг. АВЕ; сл%- 
дов. /. САЕ = \/з прямаго Д. 
и [АСР = */з прамато С. 


240) Чрезъ В и центръ С прове- 


демъ центральную лишю. Изъ 
средины Г хорды А В возетавимъ 
ОС’ до пересченя С' съ цен- 
тральною линею. 


| 241) НаАВ=апостроимъ ДВАС 
шемь дугу до пересфченя съ. 
продолженной РА ит. д. 4) Изъ_ 


238) Изъ А радцкожь-т опишень 


= Дт и елвлаемь АС = а. 
Проведемъь СО | въ АВ и ВО 
| въ.АС. 2) Сдфлаемь А) = 
и изъ А и ПР опишемъ дуги раду - 
вомъ аит. д. с) Чрезъ А прямой 
Ар = ироведемь МХ _| къ АО. 


Построим Д МАС = Д. МХАВ 


— 1/2 Д т. Чрезъ 2 проведемъ 
КЬ_| къ АП и построимъ уг. 
КС = ДМВ = '№Дти 
т. д. 4) Къ АВ == а прове- 
демъ | Й. Изъ А радусомъ а 
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`” опишемъ дугу до пересфченя съ | 245) Продолживъ прямыа СП и 


- й. Чрезъ эту точку пересченя 
‘параллельная къ АВит. д. 
242) Чрезъ С и центръ © прове- 

демъ центральную лини къ 
_ ней чрезъ С’ | до ‘первебченя 
Н съ АВ. Раздфлимь на двъ 
‘правныя части /. АНС прямою 


ЕЕ до ихъ пере я @; раз- 
дфлимь /. РСЕ на дв равныя 
части прямою @Н, которая пе- 
ресфкаетъ АВ въточкв Н.Изъ 
Н опишемь окружность раду 
сомъ, равнымъ разстоянйо точки 
Н оть С). 


"НР, которая перееБчеть цен- 246) При В прямой АВ = ‘а по- 


тральную лишю въ”Р; точка Р 
`центръ искомой окружности. 
243) Пентръ искомой окруж. дол- 
”оженъ находиться на | къ С) 

изъ Е; онъ также находится на 
прямой, раздфаяющей на двъ 
“равных части уголъ, составляе- 
244) Изъ какой-нибудь точки пря- 
мой АВ == а возетавииь | йЙйи 
и чрезъ его оконечность прове- 
Демь | къ АВ. Изъ А радусомъ 
р опишемъ дугу до проведенной 
параллельной. 6) См. рЪшеше 
(4) задачи 244. с) При 0 ка- 
кой-нибуль пряхой ММ ноетро- 
им д МОК = ДБ 

| Д. т. Потомъ отложимъ ОА = 
06= еси ОВ=00=12си 
т.д. 1) Изъ какой-нибудь точки 
произвольной прямой ММ воз- 
ставииъ | 1/27. Изъ оконеч- 
ибети этого | опишемь дугу 


радисомь '/э2с и еще дугу ра-_ 


дИусомь '/24. Между точками 
А и В пере фчена. этих дугъ 
съ ММ опредфлитея сторона па- 
раллелограмали т. д. 


строимъ Х АВМ == т. На ВА 
отложимь ВС =Ь и чрезь С 
‘проведемъ СМ || къ ВМ. Изъ А 

_ радусомъ с опишемь дугу до 
пересфчетя еъ СХ ит. д:6) При 
А и В прямой АВ = а поетро- 
им Д ВАМ = ни Г АВМ 
= т. На АВ отъ В до С 0т- 
ложимъ В и чрезъ С ироведемъ 
СО до переечемя 0 съ АМ. 
Чрезъ 0 проведемъ прямую до 
пересфченя еъ ВМ. 

247) КъАВ == а изъ ередины Е 

_ возетавимъ |. На немъ (подъ 
АВ) отложимь ЕО = ри 606- 

_ динимъ Ви В. Въ ОВ изъ сре- 
дины (@ возетавимь | до нере- 
сВчешя С съ первымъ |. Сое- 
линимъ С съ Аи В. ДоклазА- 
ТЕЛЬСТВО. ССВ, СО— СЕ 
-=СВ-— СЕ ит. д. 

248) При А прямой АВ =а по- 
«троимь / ВАЕ == т, на АЕ 
отъ А дб О отложимъ р) и 606- 
динимъ В.и О. Изъ средины Е 
прямой ВП возставимь | до 
переефченя Е съ АЕ, и соеди- 
нимъ Ви Е. Треугольник АВЕ 


ртр 
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удовлетворяетъ вопросу, потому- 
чтор =А0=АЕ— ОЕ=АЕ 
— ВЕ. 

249) Изъ точекъ Си О прямой 


СТ радлусомъ АВ опишемъ дуги, | 
пересвкающияся въ точк® Е. Къ | 


СЕ изъ ея средины возставимъ 
С икъ РЕ изъ ея средины 
возставимь |. ПересБчешемъ 
этихъ пернендикуляровъ опре- 
дЪлитея центръ искомой окруж- 
ности. 

250) Изъ В къ АВ = р возста- 

. вимъ | а. Соединимъ А и 6, 
и изъ средины Ш прямой АС 
возетавимь _| до перееБченя 
Е съ ДВ. Соединимъ Си Е. 

251) НаАВ= риостроимъ ХСАВ 
= 1/2 Д ти Д СВА = 
1/2 Дт. При С на АС постро- 
ииъ / АС) = 12 Д ти на 
ВС Д ВСЕ = '/з Д. т. Тре- 


угольникъ СОЕ удовлетворяеть 

вопросу. — ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

АТ = СУ, потому-что Д АС) 

—= Д САБ; ВЕ = Е, потому- 

что Д ВСЕ= Д. СВЕ; Д. СЕ 

= [САО ДА =Дти 

Д СЕ = Д. СВЕ-{ Д ВСЕ 

=. т. 

252) При А прямой АВ = рио- 
строияь ХХ САВ = т, и 
при В Д. СВА = 1/эп. Приб 
прямой АС построимь / АС) 
— эт и на ВС Д ВСЕ = 
1/зп. Треугольникъ ОСЕ удо- 
влетворяетъ вопросу. 

253) На ВС отъ В до Г отложимъ 
т. Соединимъ О иЕ, икъ ОК 
изъ @ возставимь ‘| СЕ до 
пересфчешя Е съ ВС. Соеди- 
ним Ри Е; тогда ОЕ ВЕ 
— т. Почему? 


=, 


адом: р" 
ад 
а зазоров, 

Вы иг. ел. аея 195 
ыы $ ст Ча: 
жи О Е 
“ори ве м и ры 


ис | : Е Зе с: ви {9 
о бы ЗЕ г аа бы х ве 
‚#2 5104308 ат. Чем: 2. | $ Ч9ФхАЯ изо) ЧЕ 


| фею фан $255 | Чеазаиь х 54 


РЕААаие,. ме Ресх 
2 Ре ЕЕ к... $ Ея а < ЗА: 
Зе «ГР: Зрмиет ела 2 
авт а ы #43 218 р 3% в. ЗА: № 
г Ява — ай НЕ: Ро - 21224 Вен. в МЕР: 
Е. ’зтрыг м: РЗ: 1$ ся риф: ее ‚55534: 


ака 5% - Я БЕН 


3. & - р 
с и Е = Е д 
= = ся 
к >. -=— 
> 4 = 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ЧАСТЬ |. 


Введен!е. Величина тЪла; его измвреня. Поверхность, лишя и 
точка. Прямая и кривая лин!я; ломаная лин1я. Плоскость. Пред- 
метъ Геометри. Предложене, слЪдетые, задача. Главнфйния 
т о Е ИИ ЕЕ" ЖА +: всьо вы 


Прямыя лини. 

Первая глава. Свойства прямой лиши, Равенетво прямыхъ ли- 
н1й. Проведене прямыхъ лин, Употреблеше и повфрка ли- 
нейки. Отложен!е прямыхъ лин. Употреблеше циркуля. Пере- 
ООО ее .. 

Вторая глава. Уголъ. Равные углы. Сумма и разность угловъ. 
Полный, нулевой и развернутый уголъ. Равенство разверну- 
тыхъ угловъ. Прямой, острый и тупой уголъ. Градусъ угла. 
Перпендикуляръ. Сумма двухъ смежныхъ угловъ. Углы , лежа- 
ие около одной точки. Противоположные или вертикальные 
ог ме 

Третья глава. рассола, Свойства суммы двухъ сторонъ 
треугольника. Равенство треугольниковъ. Свойства ом 
Хреннато-треугольниив ...... иена ть 

Четвертая глава. Свойства перпендикуляра и наклонныхъ, про- 
веденныхъ отъ одной и той-же точки до прямой. Равенство 
прямоугольныхъ треугольников „. ее. ть 

Пятая глава. Параллельныя прямыл . еее... 


Стран. 
3—1 
7—3. 
31 — 21 
21 — 30, 
30 — 37 
37 — 44 
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СтРАН 

Шестая глава. Углы, стороны которыхъ соотвЪтетвенно парал- 

лельны или перпендикулярны. Сумма угловъ треугольника. Три 

замъчательныя точки треугольника ‚еее. 44 — 52. 
Седьмая глава. Решене геометрическихъ задачъ построешя. . 52 — 60. 
Восьмая глава. Четыреугольники и многоугольники. ..... 61 — 73. 

оТДъль И. 
Окружность круга. 

Первая глава. Окружность круга. Свойства дзаметра. Вписанный 

уголъ, стороны котораго проходятъ чрезъ концы д1аметра. Пер- 

пендикуляръ, опущенный изъ центра на хорду. Касательная. 

Дуги, заключающияся между параллельными хордами. Касаю- 

щияся и пересвкающтяся окружности, Задачи построешя 74 — 90. 
Вторая глава. Зависимость между центральными углами и соот- 

вЪътетвующими имъ хордами и дугами. Задачи построешя . 90 — 105 
Зала для Упрожноны. : ... ооо 105 — 107. 
Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства тео- 1 еолетя 


; 108: 


ошибки и опечАТКИ. о 


Страя. Стр. Напечатано, ; Должно быть. 
105 Т сверху данною съ окружностью съ данною окружноетью 
25 | въ Фиг. 28 пропущена прямая @Н. ^ 
81 вЪ Фиг, 81 пропущены радтусы СА и СА, 
вам И > вхае 
р ‚нтуаять Е 


НАЧАЛЬНЫЯ ОСНОВАШМЯ 


ГЕОМЕТРТИ 


СОБРАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ЗАДАЧЪ. 
СОЧИНЕНТЕ 


А. ЛЕ. 


ЧАСТЬ П. 


ТТУГАЕТЕТМГЕГРТЯ. 
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С.-ПЕТЕРБУРГЪ. 
Въ типограхи РЕТГЕРА и ШнЕЙДЕРА, Невск!й проси. № 5. 


1868. 


- ЗЖТСЕК. „2. 


ЗИ прерии 


она С ры =” 


Начальныя основан1я Геометр!и. 


ЧАСТЬ. 


НЛАНИМЕТРГЯ. 


ОТДЬЛЬ 1. 


иодовбтЕы ФигУрРъ. 


ПЕРВАЯ ГЛАВА. 


Общая мфра двухъ прямыхъ. Соизи®римыя и несоизмвримыя прямыя. Отноше- 
не двухъ прямыхъ. Пропорщюнальность прямыхъ. Геометричеея пропорц!и. 
Понят1е о пред®лахъ. 

1. Изиврить какую-нибудь величину А значить: узнать, сколько 
разъ въ ней содержитея однородная съ нею величина а или какая- 
нибудь часть этой величины а. 

Если какая-нибудь величина М содержится т разъ въ величин 
А ии разъ въ величин В, то М называется общею мюрою вели- 
чинъ А и В. ДвЪ однородныя величины; имЪюця общую ифру, на- 
зываются соизмьримыми. Двф однородныя величины называются 
несоизмьримыми, если для нахъ не существуеть никакой общей 
мЪры. 

2. Чтобы найти общую мфру двухъ прамыхъ АВ и СР (фиг. 


Фиг. 121. 127), отложимъ СП) на 
А ‚—в АВ столько разъ, сколь- 
д з ко возможно; тогда 


узнаешь, что прямая 


=> фей 


СТ содержится въ АВ два раза и получится еще остатокъ ЕВ; сл%- 
довательно АВ = 20) -{ ЕВ... (1). Потомъ отложимъ ЕВ на С) 
столько разъ, сколько возможно. Такъ какъ ЕВ содержится въ СО 
два раза и получается еще остатокъ Е), то) = ЗЕВ-+ ЕО.... (2). 
Отложивъ в ‚остатокъ ЕО. на ‘первомъ остатк® ЕВ, мы 
узнаемъ, что — РО ав. . (3). Отложихъ трей остатокъ (В 
на второмъь ЕО; получимъ ЕКО = 8@В безъ остатка. 

Теперь докажемъ, что послВдшй остатокъ СРВ есть общая мфра 
прямыхъ АВи СО. Для этого подетавимъ ЗВ вмфето Е) въ вы- 
ражене (3); получимь ЕВ = 3бВ-+- @В = 4@В. Потомъ подета- 
вимъ въ выражене (2) 46 В вмфето ЕВ и З@В виЪсто ЕО; полу- 
чимъ () = 2. 46 В 3@В= 116 В. Наконецъ подетавимъ въ вы- 
ражене (1) 11@В виЪсто СО и 4@В виЪсто ЕВ; получимь АВ = 
2. 116 В 46 В =966 В. Такъ какъ прямая СВ содержится въ дан- 
ныхъ прямыхъ цфлое число разъ, то она должна быть ихъ общею м%рою. 

Отсюда слфдуетъ: чтобы найти общую м®ру двухъ прямыхъ, дол- 
жЖно отложить меньшую изЪ нихъ на большей столько разъ, сколько 
возможно; потомъ должно отложить первый остатокъ на меньшей пря- 
мой столько разъ, сколько возможно, второй остатокъ на первомъ, 
трей остатокъ на второмъ ит. д. Если посдфдий остатокъ помф- 
щается въ предшествующемь остатк® цфлое число фазъ, ло посльд- 
НЙ остатокъ есть общая мфра данныхь прямыхъ. Если же при этомъ 
дЪйсти невозможно дойти до такого остатка, который солержался 
бы цёлое число въ предшествующемь остаткф, то значитъ:; данныя 
прамыя-не ижфютъ общей мЪры, т. е. они несоизм$римы. 

Этимъ-же самымъ снособомь возможно найти общую = двухъ 
дугъ окружности. 

„8. Положимъ, что при опредфлеши общей мфры двухъ 24 
мыхь А и В найдено, что В содержится и разъ въ А съ остат- 
комъ В, т. е. А —= яВ -{ В, и что В содержится и’ разъ въ В 
съ остаткомь В/, В’ содержится и” разъ въ В съ остаткомь и 
т. д. Изь выражешя А = „В -- В легко вывести, что оста- 
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токъ В веегда долженъ быть меньше =. Въ самомь, ДЬлЬ, если В 
меньше Е то по большей причинв остатокь К долженъ быть’ меньше. 
>, а если В больше г то разность А — иВ = В, обратитея въ раз- 


ность А -— В == В, которая должна быть меньше а Точно такимъ- 


же образомъ изъ Ваза, В = „ВВ, В > пы: ит. д. 
Выводится В <> 5; В" < 33 ‘и т.д. сявдоватедьно Вв< <, В" “= 
ит. д. Отсюда мы ВИДИМ, что каждый ИЗЪ полученных» остатковъ 
меньше предшествующаго ему остатка; слвдовательно вели при отъ- 
искани общей мфры двухъ прямыхъ не получается остатокъ, равный 
нулю, то продолжая дфИстые какъ угодно далеко; мы всегда можемъ 
получить остатокъ, который будеть меньше всякой величины. 

4. Положимъ, что общая мБра М двухъ однородныхъ величинъ 
А и В содержится т разъ въ А ия разъ въ В, т.е. А =жМ и 


ты пли 5 —”. Дробь * нае 
вается отношенемь величинъ А и В. ч- двухъ соизмфри- 
мыхъ однородных величинъ А и В опредфляетея раздбленемь числа 
т, показывающаго, сколько разъ общая мЪра М содержится въ А, 
на число я, выражающее, сколько разъ общая м5ра М повторяетея 
въ В. м 25 ип—=$, то А = 25М, В = ЗМ, общая мфра 
М= Ви афдовательно А = *5/зВ, гд№ дробь *°/з выражаетъ от- 
пошен!е между величинами А и В. Для данныхь прямыхь АВи С) 
(2) мы нашли общую мЪру СВ и узнали, что АВ = 266 В и 6 О0= 
1168. Отсюда получимь СРВ —= 1/19 и АВ == 26/1160; влдо- 
вательно отношене между прямыми АВ и СП равно 6/11. 

5. Отноншене двухъ несоизмфримыхь величинъ А и В можеть 
быть выражено только съ приближенною точностью. Въ самомъ дфль, 
если предположимъ, что величина В раздФлена на ” равныхъ частей 
и взято 1, 2, 3, 4...... этихъ частей; то получится слвдующй 
рядъ > | 


А 
В= М; отсюда получимь в 
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$ 1 Зе. 


въ этомъ рялу возможно опредфлить ея величины Ви 


’ 


АВ 


я 
между которыми находится величина А; слдовательно А >> В и 


Ако Е +1. Назвавъ чрезъ 2 приближенное + величинъ А 


и В, изъ ет неравенствъ получимъ 2 из ие -. .. $ 


ИЛИ © < — > -. Взавъ вмфето 5 ыы ИЗЪ пробив ИЛИ вт, 
мы дБлаемъ ре которая меньше =. Погрёшность - зависить 
отъ числа п, т. е. она будетъ тЪмъ меньше, чёмъ больше число ю, 
а потому мы можемь ее сдФлать меньше всякой величины, 
АО Увеличенемъ знаменателя * возможно привести 


хробь и -птакъ близко къ нулю, какъ угодно. Въ самомъ дфлё, если 


ВЗЯТЬ Весьма, малую дробь -„- Р —_^_, близко подходящую къ нулю, и 
а 

сдфлать п > —* то получится дробь -, которая будетъ меньше + 

6. р отношение отрёзковь АС и СВ прямой АВ (фиг. 198) 

Фиг. 128. равно отношению ка- 

д КИХЪ-нибудь чисель т 

ия, то прямая АВ 

раздълена, точкою С на двъ части, пропорцйональныя данным 
числаме. 

Чтобы раздвлить прямую АВ на дв части, нииь 
зыыбиь числамь 5 и 3, мы раздфлимъ ее на 5 -- 3 или 8 рав- 
ныхъ частей и отдфлимъ 5 тавихъ частей оть А. доС и 8 части отъ 
С до В.-Отеюда мы заключаемъ, что между А и В существует» 
только одна точка С, раздъляющая прямую 8 на части про- 
поришлональныя данным числам. 

Предложенный вопроеъ можеть быть выраженъ слВдующимъ обра= 


э———- 


В 6 


ие. 2 — 


зомъ: найти на прямой АВ такую точку ; которой разстояшя 
отз точекз А и В были бы пропоршональны чиеламз 5 и 8. Этотъ 
вопросъ допускаетъ два рёшешя. Первымъ рьшешемъ опредфляетея 
точка С по предъидущему. Для втораго рёшеня мы раздфлимь раз- 
стояше АВ на 5 — З или 2 равныя части и отложимъ 3 тав1я ча- 
сти отъ В до) на продолжени прямой АВ; тогда прямая АР раз- 
дьлитея на 2 -- 3 или 5 равныхъ. частей, и отношенше разстоянй 
А и В точки Г) оть оконечныхъ точекъ А и В прямой АВ равно 
отношеню чисель 5 и 3; слдовательно точка П) также удовлетво- 
ряеть заданному вопросу. Этимъ дЪйстыемь прямая АВ раздьли- 
лась точками С и ) на пропорипональныя части. 

7. Вообще если отношеше двухъ однородныхъ величинь А и В 
равно отношению двухъ другихъ однородныхъ величинъ Си Г, то 
эти равныя отношевшя составляютъ пропорцю = = Го которая про- 
износится: А относитея къ В точно такъ, какъ С относится къ ). 
Иногда пропоршя изображается еще въ слфдующемь видЪ 

А:В = С:). 

Еели въ пропорщи А, В, С, Г) суть величины однородныя, то 
величина Г) называется четвертою пропориёональною величинъ А, 
ВиС. 

Въ пропорция -в- = > величина В называется среднею зеоме- 
трическою между А и О, а величина ПО) есть третья пропорияо- 
нальная величинъ А и В. 


8. Положимь, что общая мфра т величинъ А и В содержится 
а разъ въ А ир разъ въ В, и общая м8ра и содержится с разъ въ 
биа разъ въ 0; тогда отношеше величинъ А и В выразится чрезъ 


2 и отномеше величинь Си ТП равно -б-; ели отношеныя 
[$ 38 . 
и-ь› равны, тополучимь численнуюпропорщю-› = 9. Всякая про- 


пор 5 = 9 собтонть изъ четырехь членовъ а, 8, с, 4. Члены 
9* 


4 и сеть предьидуиие, члены 6 и 4 — анны члены аи 
4, — крайще, члены 6.и с — средне; 


9. Помноживъ равныя дроби ия на произведене ихъ зна. 


менателей, позучинь 2 — а ; откуда выводится а4—с6 °).., .(1), 
Т, 6. 60 всякой пропорцёч произведене крайнихь членовь равно 
произведено среднихь членовь. 

10. Во зелкой пропорши = 9 возможно переставить ея 


члены такимъ образомъ, чтобы образоваллеь новыя пропорции, въ ко- 
торыхъ произведеше а4 должно равнятьея 6с. На этомъ основан 
всякая порпорщя можеть быть представлена въ восьми видахъ 


< 


| 


>| ЕЕ: ==, 


ро 


| 


|8 


< 


| == 3+ за = 
| 


оо ма еа о 
< 
>> 3 | > = 


<. 


^ 
р-® 


11. Изь пропорщи у = › въ которой трей члень неизв$- 

аа я у + ; 

стенъ получимъ (по форм. 1) $5 = а4, откула х =-)-..... (3), 

Т. е. чтобы опредълить неизвъстный средний члень пропорций, 

должно раздълить произведеше крайнихь членовз на извъстный 
средн членв. 


Изъ пропорции 5 — = 2’ въ которой крайнШ члень неизв 


"Я РЕЯ 


отевъ , поаучимъ (по. форм. 1) ах = $е, откуда © = ь.:: Везь 12) 
Т. ©. чиобы опредълить неизвюстный крайн члень, должно 


*) Въ послвдетви часто будетъ говорено о произведении двузъ лин. Это 
выражене принимается въ томъ смысл, что взято произведене чиселъ , пока- 
зывающихъ, сколько разъ общая иъра содержится въ данныхъ лиш яхъ. 


— = 
раздълить произведене среднить членовъ идлимеинный край 


членз. 
Изъ непрерывной пропорщи = = — 2 получим ‘о фри. 1) 


62 — сиь = У ас..... (5), т.е. ра еометрическая 
двух» чисель раена корню квадразтному изь произведеня этизь 


чисел. 
. [3 с а т с т 

12. Изъ пропорщй-у- = -д И-у = Получимь ) =,’ 
(потому-что дв величины, равныя третьей, равны между собою). 
Т, е. если в5 двухь пропориятз первыя отношеня равны, то из 
вторых отношений составится новая ани. 

с ИВ 

Такимь-же образомъ изъ пропорщй =в*„ = р въ 
которыхъ вторыя а равны, Бык: ИЗЪ- первыхь отно- 
шенй пропоршя =”. 


п 


а 


Въ пропорщяхь ^^ = би“ =-° вь которыхь предъиду- 
пропор Г атт к р р у 


я 


ще члены равны, переставивъ средше члены, получимъ пропор- 


ци -@ = ь Не = (и. фри. 2); вь них первыл от- 


ношешя равны, а потому по доказанному образуется пропоршя 
Ъ т Е , 
а = „ ; Адовательно если в5 двух» пропорийять предзидумие. 
члены равны, то изь посльдующихь членов» составится новая 
пропоршя. | 
. ‚м. С с. ДРМ. 
Такихъ-же образомъ изъ пропоршй у = у И, = 4’ ВЪ 


которыхь АА члены равны, составитея изъ прехъидужие 


т 
членовъ пропоршя -, =-„” 


-_ 13. Къ равнымъ лабы аа =; полученнымь изъ про- 
пор = = -т ‚ приложимъ 4; составятея равных суммы а -- 64 


— Е 64 или @-+ Ба = (с+-а)ь. Раздфливъ послфднее равен- 


= (с + 4) а--ь__ 
ство на 64, получимь равныя чаетныя = м у 


=. бы 


ое. "Наковець въ посдфдней иропорщи‘перейтивиь средне ны 


а-+ь ь 
ска ++ 45). 
Вычтя 64 > равныхъ приавадакы аа = бе, лтчиь по 


предъидущему “—© р" — = и. .:+. т 0) 


Въ данной пропорция - +. = “- переставивъ средне члены, полу- 


получимъ 


чимъ пропорцию с = 2, второе отношеше’ которой равно второму 


отношентю Накаие: 66) АНИ 1 по мВ ак а 


«+ .... ь. ы ь " ве ы 
2а=*е. (1). с аб | 


Сравнивъ реет иа пропорцею === а съ о 
получимь > —а= = -- *'*: (8). 

Пропорщи (5, 6, Т, 8) выражаются слёдующимь образомъ: 
сумма или разность членов» а и ® первало отношешя относится 
кз суммь или разности членов с и 4 втораю отношеншя точно 
такъ, как» первый (или второй) члень перваю отношеня отно- 
сится ко первому (или ко второму) члену второло отношеная. 

14. Бъ равным произведешямъ 44 = фе, выведенныхъ изъ про- 
порщш у = “›приложижь 26; получимь равныя сумы а@ -- аб 
= -{ 46 или (а-+ с) = © да. Раздъливъ посл днее равен- 


ь ь-- 4)а ате 
ство на аб, получимъ равныя частныя ® + ыы 2“ или т 


=? = РА въ послфдней пропорщи переставивъ средше 
члены , получимъ а =-> Я о. 
'Сравнивъ пропоршю (9) еъ данною пропорщею = ==. $; полу- › 
ЧИмЪ = 1 +++ (10). 


Вычтемъ изъ аб произведене а4 и равное ему произведене $; 
получимъ равныя разности аб — а4 = аб’ — $с или а(6 — а) = 


„к 


— $ —а 
Бо--о)у откудь. 9 = “9 


ев _ @ыа 

Сравнивъ данную пропорцю съ пропорщею 8 получимъ 
а—с с 
5а=- .... (2). 

Пропорщи (9, 10, 11, 12) выражаютея елфдующимъ образомъ: 
сумма или разность предъидущихь членов 4 и с относится ко 


суммт или разности посльдующихь членов 5 иа точно пике, как 
одинз предзидуший члень относится къ своему посльдующему. 


ИЛИ м9 


15. Изь пропорцй + = >) а = = - = = составится 


радъ равныхъ имечеь |2 дотникой о, ноя 


т . 
== О 
Предположимъ, что каждое изЪ этихъ ‚обниний равно р; полу- 
чимъ а = бр, с = ар, е= Гр, т= пр. Сложивъ эти равенства по- 
членно, получимъ 
а ее++т= дя или 


ера об обл у: $ 
бе о Ай 


т. 6. 05 ряду равных отношений сумма предзидущить членов 5 
относится кз суммь послидующихь членов» точно таке, каз г 
одинз из Пе дущан членов» относится кз своему послиду 0- 


ацему. 
ь^ а Е $ ет ® 
Вь пропорщяхь =’ „=? у =, Число ф есть ‘чет- 
зертая пропоршональная чиселъ а, с, 4, чиселъ т, е, Ги к ът, 
“ 7. "Перемноживь дроби 5 т, > и = иМЪ дроби 5 , Ут? 
Е получимъ равныя произведения 


а. бт И 
г 28 а г 2 ен > ИЛИ 
ат бак: зав. а в & 
ОЕ 7 2 сы в бы" Е Ди `л“^- 4). 


— 


Возьмемъ пропорщю -- = и возвысивъ дробь -* -- въ степень 


я и потомъ дробь —^ -а ВЪ ту-же степень, получимь равенство 
} д\” в\" 
($) = (+). 
ИЛИ и 4" 5); 


слвдовательно вх пропориёи можно возвысить члены въ какую 
уюдно степень. 


Всякая пропорщя 5$-= = выражаеть Завенство двухъ дробей. 
Если иЗЪ Этих равныхъ дробей извлечь корень той-же самой сте- 
пени, то получится равенство 


у ь Уа 
слфдовательно. 35 членовь всякой пронорийи можно извлечь ко- 
рень какой уюдно степени. р 

16. По предъидущему извфетно, что прямая АВ (фиг. 127) раз- 
дЪлена точками Си 0) на пропорщональныя части. На оборотъ: точки 
АиВ р прямую СП на пропорщюнальныя части, потому-что 

вс 
изъ пропорщи са = = выводится пропорщя => 4 а которая 
дов летворяетъ обратному вопросу. 


АТрамая АВ (фиг. 129) ‘`раздфлена точкою с. на части, приюр- 

Фиг. 129. црональныя числамъ 2% 
а ими АВ отло- 
жена часть АО, рав- 

ная ВС; тогда части ВО и АС дозжны быть равны и точка О раз- 
дфляеть мраную АВ на части АП и ОВ обратно пропорщюнальныя 


— 


я тия, потому-что отношение т равно ен дроби 
АС _ 
30 — 

17. ны какая-нибудь величина А, постепенно увеличиваяеь или 
уменьшаясь, все боле и боле приближается къ постоянной величин® 
Р, но не достигаетъ ея, то величина Р называется зредюломз пере- 
мънной величины А. 

Представимь себ дв постоянныя величины М и №, которыхъ 
разность меньше всякой произвольно малой величины, и что между 
ними находятся дв величины А и В; тогда МА, М > В, 
К <Аи\ < В. Предположимъ, что А > Ви А— В =х. 
Такъ какъ расность М — № можеть быть меньше всякой произ- 
вольно малой величины, то возможно допустить М — №<х. Вычтя 
по-членно неравенство № < В изъ неравенства М < А, получимъ 
М—М>А — В, потому-что уменьшаемое М больше уменьшаемаго 
А и вычитаемое № меньше вычитаемаго В. Въ образовавшемея не- 
равенствЪ замфнимъ разность А — В равною ей величиною 2; полу- 
чинь М —№>х. Поельднее неравенство противорЪчитЪ заданию, 
вслвдетве котораго разность М — № должна быть меньше 2. Отсюда 
мы заключаемь, что величина А не можеть быть больше В. Точно 
такимъ-же образомъ доказывается, что величина А не можеть быть 
меньше В. Такъ какъ величина А не можеть быть ни больше Ви 
ни меньше В, то величины А и В должны быть равны между собою. 
Отсюда слБдуеть; если двъ перемънныя величины А и В нато- 
дятся между предълами М и №, которыть разность менмие 
всякой произвольно малой величины, то эти перемтинныя должны 
быть равны между собою. 


ЗАДАЧИ. 


№. Сколько разъ общая м$ра т содержится въ прямыхъ АВ н СО, 
когда, извЪетно, что СР содержится 3 раза въ АВсь остаткомъ, оста- 
токъ содержится 2 раза въ СО съ остаткомъ и второй остатокъ со- 
держится въ первомъ 3 раза? 


5 Эа 


2) При опредфлеши общей м$ры двухъ прямыхъ АВ и СО, най- 
= АВ= 4,325 дюйма и четвертый остатокъ равенъ 0,35 дюйма. 
ВЪренъ-ли этотъ остатокъ? 

_3) Съ какою точностью выразится отношеше между нехонви%ри- 
мыми прямыми АВ и СО, если АВ = = 6 саж., РН малькя 
Ср < 11,313 саж.? "4 

4) Отношеше между сторона АВ и АС треугольника АВС радио 
Ильи АВ = 187 саж. Сколько сажень содержить сторона АС? 

5) Прямая АВ раздЪлена точкою С на о АС = 4,3 дюйма 
и СВ; отношеше. между этими отрЪзками равно 5}. Сколько ДЮЙмовЪ 
содержить прямая АВ? 

6) Прямая АВ раздЪлена точкою С на отрава АСиСВ, отноше- 
не между прямыми АВи АС равно 7/з и отр%зокъ СВ == 31% дюйма. 
Сколько дюймовъ содержитъ отр®зокъ АС? 

®) Прямая АВ раздЪлена точкою С на отрЪзки АСи СВ = че 
и точкою Она отрфзки АР == ВСи БВ. Какимъ числамъ ны иро- 
порщональны отрЪзки АР и ОВ? 

8) Прямая АС —= 6,5 люйма (фит. 128) и св= 2,4 дюйма. саелний 
дюймовъ оть В должна отстоять точка О, раздвляющая прямую АВ 
въ тавомъ-же отношенш, въ какомъ прямая АВ раздЪлена точкою С? 

9) Прямая СР — 8,5 дюйм., АВ — 4 дюйм. и АС=2,7 дюйм. 
(фиг. 128). ОпредЪлить разстояше ВП. 

19) Прямая АВ—17 аршинамъ (фиг. 129), АС = 934 ар. и АР=СВ. 
ОпредЪлить отношене отрЪзковъ АС и СВ, и отношеше отр%зковъ 
АБ и ОВ. 

11) Въ прямоугольник АВСР сумма сторонъ АВ и ВС равна 117 


АВ 
саж. и во — '/4. Сколько сажень содержитъ каждая изъ этихъ сто- 


ронъ? " : 
12) Въ треугольник АВС извЪетно, что сторона АС больше АВ 


на 23/4 дюйма, и что о: = Зло Ир. Сколько дюймовъ содер- 
житъ сторона АВ? | 

13) Въ равнобедренномъ треугольник Вы а вершины А опу- 
щенъ перпендикуляръ АО на ВС, отношеше ЕР В 64 /вз, отношеше 


в 


45а в ВО —6;3 юм: Сколько мо  содержить что: 
роша 6» ме 39 419 в4! 

14) Для прямихь АВ и СО’ найдена общая мЪра М, бань 
16 разъ въ АВ и 7 разъ въ СО, а общая мЪра жж прямыхъ ка 

З. 

содержится 23 раза въ ЕЁ и 10 разъ вь СН; наконець общая 
р прямыхъ М и » содержится 3 раза въ М и 2 раза въ и. Найти от- 
ношеше прямыхъ АВ и ЕЁ, -и отношеше прямыхъ СО и СН. 

15) Въ равнобедренномъ треугольник АВС изъ вершины А опу- 


щенъ пернендикулярь АР на ВС, отношеше ВО, отношеше 


ЗВ /3 и АС= 4,5 дюйм. Сколько дюймовъ ‘содержитъ перненди- 
куляръ АО? 


‹ жили ы 
СЫ мат] Рори тыс н 


РУМИЛЯЦ УСУНИ чб и УЕ УТ 
: ВТОРАЯ ГЛАВА. 


Измъреше угловъ, 


18. Теорема. Доа узла относятся между собою, како” 


душ, описанныя ‘изъ вершинь и между сторонами. этих 1065 
равными радусами. 


1) Предположихъ, что дуги АСби ОЕ (фиг. 130) соизм$римы, 
Фиг. 130, и что ихъ общая ира т со- 

держится 9 разъ въ АСи5 

разъ въ ОР, т. е; Аб = 9т 


Я а 
д, иОК=5т; тогда отношее 
н1е между данными дугами 
выразится чрезь А — 9/5 
в еек р Р ЕЕ /— 


Соединимь прямыми точки 
дфлешя дуги АС съ вершиною В, и точки дфлешя дуги ОЕ съ вер- 
шиною Е; тогда уголь АВС раздфлитея на 9 равныхъ угловъ АВа 
и уголь ОЕЕ раздфлится на 5 равныхъ угловъ ОЕ. Такъ какъ 
дуги Ааи 10 равны и радусы ВА и ЕР равны, то центральные 


мьь ОА пн 


‘углы АВа и РЕЙ должны быть равны (Г. 135, 2); слфдовательно 
уголь АВа есть общая мЪра угловъ АВС и ОЕЕ, и Д АВС = 
ЭС АВа, Д РЕЕ = 5. АВа; откуда составитея отношене 


ее — 3/5. Тажъ какъ отношеше дугь АСи ОЕ равно отношеню 


угловъ АВС и РЕГ, то по предъидущему (7) получится пропорщя 
и С 


АВС _ АС. 
| РЕЕ — БЕ 
2) Докажемъ теперь, что выведенная пропорщя также справе- 


Фит. 131. длина въ случаЪ несоизм5римости дугъь АС и 
‚ ФЕ. Дла этого отложимъ отъ А до К (фиг. 
131) дугу, равную дуг ОЕ, и проведемъ ра- 
дусъ ВК; получимъ уголь АВК, равный дан- 
ному углу РЕЁЕ (1. 135, 2). Потомъ разд$- 
лимъ дугу АС на произвольное число равныхъ 
частей; тогда ни одна изъ точекъ дфлешя дуги 
АС не совпадетъ съ точкою К, потому-что въ противномъ случав 
дуги АС и АК оказались бы соизмФримыми. ПослЪ этого. соединимъ 
прямыми В и МВ точки Ги М, ближайния къ точкВ К, съ вер- 
шиною В; получимъ два угла 
ДС АВ < ДАВК и Д АВМ > / АВК; 
слбдовательно составател отношешя 
АВК АВЕ, И АВК > авы ---- (9. 
Такъ вакъ дуги АСи АГ соизм5римы, и также дуги АСи АМ 


соизмфримы; то лю предъидущему составлтся пропорщи 

АВС АС, АВС _ АС. 

АВГ — АГ. Й АВМ- АМ 
АВС _ АВб - 
АВЕ. "РАВ 


Въ неравенетвв (1) замфинмь отношенм 


х АС АС 
нымъ имъ отношенями ТД; И АМ; получимъ 
АВС 46 АВОЗАС 
АВК < АГ И АВК > АМ ШИ 
Аб АВС АС 
А. АВК АМ" "+1 (2), 


Дуга АТ меньше дуги АК, и дуга АК меньше дуги АМ; сл$- 
довательно составятея отношешя 


_АС АС АС о 
АК ЗТАГ д Ик АМ ИИ 


ПАС. АС 7 
нений 


' ‹ й из . АВС 
Изъ неравенствъ (2 и 8) мы видимъ;, что отношеня дък и 
т. И: 1 | 
АС 56 40, АС 
—к Каходятея между тёми-же самыми дробями ду. И дм › кото- 
рыл могутъ быть сближены, какъ угодно. Въ самомъ дЪлЪ, раздфле- 


немъ. дуги. АС на большее число. равныхъ частей, нежели она была 
раздЪлена прежде, увеличится дуга АТ и уменьшится дуга АМ; при 


с г азт КГ т т га ие 
зе увеличится; слфдовательно раздЪливъ дугу АС на очень боль- 


АС АС 
шое число равныхъ частей, мы сближаемъ дроби —1-иИ- м‘ Евли 


себЪ представить, что дуга =: гам на безконечно большое число 
равныхь чаетей, то’ дроби ^ ил еблизятея такямгь ‘образом, 


ЧТО ИХЪ разность ‘едфлаетея меньше всякой произвольно малой вели- 


чины. Но. какъ мала ни была разность этихъ дробей всегда должны 


АВС АС 
находиться. между ними отношешйя двк И лк; а 10 предъиду- 


щему извветно- (17): если между двумя величинами, которыхъ раз- 
ность меньше всякой произвольно малой величины , заключаются двЪ 


друмя величины, то послфдея должны быть равны между собою; с#$- 


АВС _. АС АВО _ АС. 
довательно вк =дк ИИ рр =-рр- 


19. Сльдствле. Окружность круга раздляется на 360 рав- 
ныхъ частей, называемыхь зрадусами. Всяюй традусъ дЪлится на 
60 минут», и минута дБлится на 60 секунд. 


Дута АС (фиг. 132), описанная изъ вершины В прямаго угла 
АВС между ето катетами, равна четверти окружности и потому она 


— 28 — 


Фиг: 132. 360° _ УР : 
содержить ^;—=90°; ‘но’ извфетно, что вельй 


прямой уголь раздфляетея на 90 традусовъ; сл%- 
= довательно углу АВО, равному '/эо прямаго угла, 


соотвфтетвуеть дуга АГ, равная одному градусу 
окружности. 
Вообще если АВС какой-нибудь уголъ (фиг. 130) 


е в 
и АВа уголь, равный 1 градусу, то пропоршя 
АВС. ._, АС 
`АВа — Аа’ - 


показываетъ, что градусъ АВа угла содержится въ углв АВС столько 
разъ, сколько разъ содержится градуеь Аа окружноети въ дуг6 АС; 
сл довательно по чиелу традусовъ, заключающихея въ дуг АО, опре- 
дъалится число гралусовъ, содержащихся въ угл АВС; такъ напри- 
иЪръ если дуга АС содержитъ 65°, то и уголь АВС содержитъ 65°. 
На этомъ основании говорятъ: центральный уюль АВС измюряется 
душю АС, заключенною между ею сторонами, и пишуть 
Д.АВС = дуг. АС°, 
20. Примьчаве. Для измфреня угловъ, начерченныхъ на бу- 
Фиг. 133. магЪ, употребляется инетру- 
ментъ, называемый транс- 
`° портиромз (фиг. 133). Онъ 


=\\ неечкою, внутренний край ко- 
| торой проходить чрез центрь 
‘дуги транспортира; центрь 
означается точкою пересфче- 
Шя упомянутаго края съ черточкою, проведенною на поверхности ли- 
неечки, Наружная дуга транспортира раздфляется черточками на 130 
равныхъ частей (градусовъ). Черточки, соотвфтетвующия десяткамъ 
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1) Въ этожъ выращении Знакъ равенства Защъниеть слово «измфряетбя». 


_ м - 


градусовъ, подписываются цифрами, счетъ которымъ ведется отъ 060- 
ихъ концовъ д1аметра транспортира. 
Чтобы найти число градусовъ даннаго угла АВС (фиг. 184), 
Зиг. 395, приложимь транспортирь дламетромь къ 
Я о сторонь ВС такъ, чтобы центръ совм- 
р _/ етилея съ вершиною В. Потомъ отечи- 
‚. Тавъ число градусовъ отъ того конца 
: д1аметра, который находится на прямой 
ВС, до черточки, совмВетившейся съ 
стороною АВ, мы опредфляемь зрадусную величину угла АВС; такъ 
наприифръ, если сторона АВ. совуфщаетея съ восьмою ыы е= по- 
слЪ цифры 50, то С АВС = 58°. 
2 Транепортирь. употребляется. также длл начертаня угловъ по 
ихъ градуеной величин$. Чтобы при точк® С (фиг. 135) данной пря- 
мой СП построить уголъ, наприм$ръ въ 
117°, мы приложимъ транспортиръ да- 
метромъ къ СЛ и центромъ къ точк С. 
Потомъ отечитаемь 117° отъ того конца 
ВЕ. дламетра, который находится на прямой 
—»2» С), п отиётимь на бумаг точку, на 
продолжеши черточки 117-го градуса. 
Наконець снявъ транспортиръ, мы соединимь отмфченную точку съ 
точкою ©; получитея уголь ВСЕ = 117%. 
21. Теорема. Вписанный уюль измьряется половиною душ, 
заключенной между ею сторонами. 
Данъ уголь АЕВ (фиг. 156), которато сторона ЕВ проходить 
Фиг. 136. чрезъ центръ круга. 
. Проведя радлусь СА, получимь равнобе- 
дренный треугольникъ АСЕ, въ которомъ 
"ДА®С= ДЕАС.Зная, чтовиЪ ши уголь тре- 
угольника равенъ сумм» двухъ внутреннихъ, съ 
цимъ несмежныхть, угловъ (1.65, 1); мы имфемъ 


Фиг. 135. 


: 


Фа 
ДАСВ = [АВ ЕАС или 
ДАСВ=8 АВС; 
откуда Д АЕВ = '/ Д АСВ; но по предъидущему (19) АСВ 
— дуг. АВ; сл6довательно 


1/3 [АСВ = Уздуг. АВ и 
ДАЕВ = Чедт, АВ. 


Данъ уголь АЕВ (фиг. 137), внутри котораго находится центръ 
Фит. 137. 


окружности. Чрезъ вершину Е проведя д- 
метрь ЕП, получимь два угла АЕ) и ВЕО, 
ну юние общую сторону ЕО, проходящую чрезъ 
центръ. Знал, что / АЕ) = '/эдуг. Ари 
Д ВЕ = '/здуг. ВО, мы имфемъ 
ДАЕО- Д ВЕО= дуг. АО "дуг. ВО 
или / АВВ — '/з(дуг. АБ дуг. ВО) или 
ИИ анис И ЕВ = дуг. АВ. 

Данъ уголь ЛЕЁ (фиг. 137), вн которато находится центръ 
окружности. 

Чрезъь вершину Е проведя даметрь ЕО, получимъ два угла 
АЕи ЕЕ, которыхъ общая сторона ЕО проходитъ чрезъ центръ. 
По предъидущему уг. АВЕО = /эдуг. АЛ и уг. РЕБ = 
Уздуг. ЕБ; слЪдовательно 

Д АЕО-- Д ЕЕО == /здуг, АО — '/здуг. ЕГО иди - 
ДС АЕЕ = '/з(дуг. АО — дуг. ЕО) или 
ДАЕЕ = /здуг. АЕ. 

21. Следствте. Углы АЕВ, АЕВ, АВ (фиг. 136) равны, 
потому-что каждый изъ нихъ измВряется половиною одной и той-же 
дуги АВ; слЪдовательно вписанные уалы, имтюиие одну и ту-же 
дузу, равны. 

28. Олъдетвте. Часть круга, завлюченная между дугою и ея 
хордою, называется сеёментом». Всякая хорда АВ (фиг. 138) раз- 
дЗалетъ кругъ на два сегмента АСВ и АЕВ. 


— 


Фиг. 138. Улоль АСВ вписан ви саментъ (фиг. 138), 
потому-что вершина С находится надугЪ сегмен- 
таистороны СА и СВ проходать чрезъ оконеч- 
ныя точки А и В хорды А В этого сегмента. Точ- 
но также углы АОВиАЕВ вписаны въ сегментв 
АСВ, и уголь АЕВ виисанъ въ сегмент АВВ. 

По предъидущему известно (27), что углы 
АСВ, АБВ, АЕВ равны; сл довательно углы, 
виисанные 65 одном ци томё-же саменть, равны. 

Уголь АСВ изм$ряется '/> дуги АЕВ и уголь АЕВ изм ряется 
/з дуги АСВ; но 1/з дуги АЕВи */з дуги АСВ составаяютъ нолу- 
окружность или 180°; слВдовательно Х АСВ ДС АЕВ = 180°. 
Отсюда мы заключаемъ, что всякий уюль, вписанный въ одном 
из» двух сеаментовь, образовавшихся одною и тою-же хордою, 
служить дополненемь 00 180° какому-нибудь узлу, вписанному 
65 друюмз сезментъ. 

Такъ какъ дуга сегмента можетъ быть больше, или меньше, или 
можетъ равняться полуокружности, то вписанный въ немъ уголъ бу- 
детъ или тупой, или острый, или прямой. 

29. Теорема. Уюль, составляемый касательною и хордою, 
проходящею чрезь точку касания, измпряется половиною ду, 
заключенной между ею сторонами. 

Чрезъ точку касашя В проведя дламетръ ВЛ (фиг. 139), получимъ 

Фиг. 19% прямой уголь СВО, который изм ряется поло- 
виною дуги ВАО. По предъидущему уголь АВО 
изивряется половиною дуги АП; слВдовательно 

ДАВС = [ОВС — Д. ЭВА = 
1/2(дуг. РАВ — дуг. ВА) 
или / АВС = \эдуг. АВ. 

30. Сльдетвте 1. Уголь АВС, соста- 
вляемый касательною и хордою, равенъ вписанному углу АЕВ, потому- 
что этимъ угламъ принадлежить одна и та-же дуга АВ. 
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( Слълетвте 2. Вели ‘чрезъ  какуюзвибуль точку А (фиг. 139) 
проведена хорла АР ‘параллельно’ ъ ‘кабательной БС, то точкою В 
каемйя раздфаитви нада разный ‘чаетит дуга АВЕ, соотвфтетвую- 
щая хорл® АР ВЬ бамомь” дл проведя хорлу АВ, получимь 
ДАВС = ДВА: (10’ параллельноети ‘прямыхь ВСи АЕ); но 
Г АВО == Удуел АВ и. ВА ЧИ УЗдуе. ЕВ, оААирлитолью дуга 
АВ равна дуг® ЕВ. 

31. Теорема. Уюла; которо вершина лежить внутри 
круа, измпряется `поаусуммою ду, пиве дромини р 
между сторонами узла и вторая между #28 п 

_Чрозь точку В (фиг. 140) ‘проведя’ прямую” ВЕ О КЪ 

Фиг. 140: ^^ ПС, получиось. нниваниы уголь ВЕК, равный дай” 

о ному углу ВАС. Таль как виисанный уголь ВЕЕ из- 


о мфряется '/э дуг. ВР и дуга ВЕ = дуг. ВСН луг. СЕ 


‚—”) лили дуга ВЕ ==дуг. ВО ++ дуг. БЕ @отому-что по па- 

раллельности хордъ Оби ЕЕ дуг. ОР; (1.119), 

С уг. ВЕК изифряетея 1/5(луг. ВО -Е дут. ВЕ) а 
уг. ВАО == 2/э(дуг. ВОЗ дуг. ОЕ). 

32. Теорема. Угол, образуемый двумя спкущими, вгтрт-"' 
чающиимися озъ крупа, измтряетея полурязмостью ду», зак ю- 
чающуится между сторонами зурла. ^ НАУ Арне" ЗОВУ ббчиниояхх 

Фиг. 1%1. Чрезь точву Е (фиг. Т4Т)‘ироведя хорду 

ЕЕ параллелино къ АВ, получимъ вписанный 

‚ уголь СЕР, равный данному углу ВАС, и рав- 

и ныя дуги ОЕ и ВЕ (Г. 113). Уголь СЕЁ изу$- 

_ ряетсл 1/3 дуги РС м дуга РС == дуг. ВС — 

° дуг. ОЕ; слфдовательно /. СЕЕ или ДС. ВАС 
измбряется */э(луг. В — дуг. ОЕ). 

38. Теорема. Ушль, составляемый каса- 

тельною и съкущею, измтряется полураз- 

ностью ду, заключающихся между точкою касашя и точками 


пересьченя спкущей сз окружностью. 


= фз 

7 Чрез точку 0 (фиг. 142) ебкущей проведя хорду ОЕ парал- 
Фиг. 112. _ лельно къ.касательной АЕ, ‘получимъ равныя 
- Дуги. РЕ = —ЕВЕ (30, 2) и виисаяный уголь ВОЕ, 
` равный | данвоу углу ВАЕ. Уголь ВОЕ измф- 
фяется 1/2 дуги ВЕ, но дуга ВЕ ВЕ 
— дуг. КЕ или дуга ВЕ = дуг. ВЕ— дут. ЕО; 
т ВО и: или тЫ ВАЕ изм%- 

'\” рается /э(дуг мя Ш дуг. Е). 

а 34. Сльдотвая. Ея а что ‘сЪ- 
кущая АВ, обратившаяся около точки А, седфлалась касательною АС; 
при этом точки В и Р постененно сближалиеь и наконець совпали 
въ точку С, дуга ЕВ обратилась вЪ И 'ЕРС, дуга ЕО вд% алаиь 
дутою ЕОс, и уполь ВАЕ обра ь уголь СЛЕ; `сабдовательно 
выражеше / ВАЕ= чу (луг. мы ЕЛ обратится въ слфлую- 
щее выражене 

Д. САЕ == 4/з(дуг. ЕРС -- дуг. ЕОС)», 

которое показываеть, что уюлё, составляемый двумя касатель- 
ными; измпряется поем тенис: мемду 
точками каваня. 

35. Задача. На данной прямой начертить такой сеаменть, 
чтобы всъ умы, вв немь вписанные, равнялись данному зулу. 

_ При точь А данной прямой АВ (фиг. 143) построимъ уголь 

Фиг. 118. __. МАВ, равный данному углу, изъ точки А. 

прямой АГ возетавимь перпендикулярь и къ 
ирямой АВ изъ ея ередины Е еще перпенди- 
кулярЪ. Точкою С пересфченя этихъ периен- 
дикуляровъ опредфлитсл центръ дуги искоматго 
сегмента. Изъ точки С радлусомъ СА опишемъ 
овружиость, въ которой уголь АКВ = Д. АбВ 
= 

Локазатвльство. Прямая АР, периендикулярная къ радтусу 
СА, ееть касательная къ окружноети, а потому (29) Д ВАР = 

10* 


1/здуг. АВ; но /. АКВ = Д АбВ = дуг. АВ; слфдовательно 
ДАЕВ= [АВ = Д ВАР = Дм. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


_ 16) Вписанный уголь АСВ = 65°30*. Какую часть окружности с0- 
ставляетъ дуга АСВ? 

17) Центральному углу соотвфтствуетъь дуга АВ, составляющая 
восьмую часть окружности. Сколько градусовъ и минуть содержить 
вписанный уголъ, которому принадлежить дуга, равная 3/5 дуги АВ? 

18) Сколько градусовъ содержитъ уголь АСВ (фиг. 136), если ВЕ, 
дламетръ и дуга АЕ составляетъ *Л5 окружности? 

19) Дуга. АО = 34 окружности (фиг. 137) и дуга ВО равна 7/з дуги 
АУ. Сколько градусовъ содержитъ уголь АЕВ? 

20) Сколько градусовъ содержитъ уголь АВС (фиг. 139), если ВО 
дламетръ и дуга АО составляетъ 3/зз окружности ? 

21) ДвЪ хорды (фиг. 140), пересЪкаясь внутри круга, раздЪляютъ 
окружность на четыре части такъ, что дуга СЕ равна 5 окружности 
и дуга ВО равна ‘/э. Сколько градусовъ содержитъ уголь ВАС? 

22) ДвЪ сЪкуиия, встр®чаюцщияся внЪ круга, составляютъ уголь 
въ 54926’, а большая дуга, заключающаяся между ними, содержит 
128°46’. Сколько градусовъ и минутъ содержить меньшая дуга? 

23) Зная (фиг. 142), что дуга ОЕ = 85°35' и дуга ВО составляетъ 
*/5 окружности, опредЪлить градусную величину угла ВАЕ. 

24) Хорда АВ (фиг. 138) раздфляетъ окружность на двЪ дуги, 
которыя относятся между собою, какъ числа 16и 11. Сколько граду- 
совъ содержать углы, виисанные въ каждомъ изъ образовавшихся 
сегментовъ ? 

25) Дуги ВО и СЕ относятся между собою, какъ числа Зи 8, дуга 
ВО равна 24915‘ и дуга ОЕ равна в окружности (фиг. 140). Сколько 
градусовъ содержитъ уголь ВАС? 

26) Дуга РЕ равна 42°20* (фиг. 141) и дуги ВО, ВС и СЕ равны. 
Сколько градусовь содержитъ уголь ВАС? 

27) Дуги, заключающйяея между двумя сЪкущими, встр чающи- 
мися вн круга, относятея между собою, какъ числа 8 и 5, а уголъ, 
составляемый этими сЪкущими, равенъ 18°45'. Сколько градусовъ 
содержитъ каждая изъ дугь, заключающихся между сЪкущими? 


— = 


28) Касательная къ окружности пересЪкается съ продолженнымъ ›. 
Чаметромь подъ угломъ въ 58°46°. Сколько градусовъ содержать 
дуги, заключаюцияея между оконечностями д1аметра и точкою ка» 
сашя? 

29) Хорла раздЪляетъ окружность па дв дуги, пропорщюналь- | 
ныя числамъ 3 и 7, и чрезь оконечности этой хорды проведены ка- 
сательныя къ окружности. Сколько градусовъ содержить уголь, 0- 
ставляемый этими касательными ? 

30) Уголь ВАС=26°35‘ (фиг. 141), дуги ОЕ и СЕ относятся, 
какъ чиела 3 и 5, идуги ВС и СЕ пропорщональны числамъ 3 и 2. 
Сколько градусовъ содержитъ дуга ВО? 


ТЕОРЕМЫ, 


_ 81) Если двЪ хорды АВи анна внутри круга подъ 
прямыми углами, то сумма противолежащихь дугъ АТ и ВС равна 
полуокружности. 

32) На окружности даны точки А, В, С и проведены хорды АВи 
АС; потомъ соединена средина Г дуги АВ съ срединою Е дуги АС 
ирямою ПЕ, которая пересЪкаетъ хорды АВи АС вь точкахъ Ки С 
'Гребуется доказать, что отрЪзки АЕ и Аб равны. = _ - 

33) На даметрЪ АВ взята какая-нибудь точка М, которая соеди- 
нена съ оконечностью О радуса СР, проведеннаго перпендикулярно 
къ дламетру АБ; продолженная прямая ОМ пересЪкаетъ окружность 
въ точкЪ Е, чрезь которую проведена касательная до пересфчешя Е 
съ продолженнымь даметромъ ВА. Требуется доказать, что ЕМ=ЕЕ. 

34) Въ кругЬ вписанъ треугольникъ АВС, чрезь средину Р дуги 
ВС проведенъ хаметръ ОЕ и наконець соединены точки Бил. Тре- 
буется доказать, что уголь АОЕ равенъ разности угловъ АВС и АСВ. 

35) Если изъ вершинъ А, В, С треугольника АВС опустить пер- 
пендикуляры АА*, ВВ’, СС’ на противолежания стороны ВС, АС, АВ 
и основан!я периендикуляровъ соединить прямыми, то образуется 
треугольникъ А’В“С’, углы котораго длятся прямыли АА’, ВВ’, СС’ 
соотв тетвенно на двЪ равныя чаети. 


=^-—.^^/^ 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 
Пропорщюнальность отр®зковъ сторонъ треугольника, 


36. Теорема. Ирямая, проведенная вх треуюльникь па- 
раллельно кз одной изь ео сторон, раздъляетз остальныя сто- 
роны на части пропорийональныя. 

Дано (фит. 144): прямая РЕ параллельна къ ВС. Требуетея до- 


Фиг. 144. 
ых казать, что. = С: 
= ПП ‚ что отрёзки АП и ОВ соиз- 


мфримы, и что ихъ ра мЪра М содержится 7 разъ 
въ АРиб разъ въ ВЮ, т.е. АД=7Ми)В=5М. 

\ Отсюда по предъидущему получится отношене — 
ыы Чрезъ точки дФленя отрёзковъ АБ и ОВ 
проведя прямыя параллельно къ ВС, мы раздвляемь 
отрёзки АЕ и ЕС соотв®тетвенно на 7 и на 5 равныхъ частей 
(1. 76). Означивъ каждую изъ этихъ частей чрезь тж, получимъ 


АЕ = Яти ЕС = 5т; слвдовательно составитея отношене е- 


— 1/5. Такъ какъ отиошене прамыхъ АП и РВ равно отношентю 


прамыхъь АБ и ЕС, то эти прямыя составятъ пропорцио 
Ар _ АЕ | 
Гу И то ( ). 


2) Докажемъ теперь, что выведенная пропорщя (1) также спра- 
ведлива для несоизивримыхъ отрзковъ А) и ЭВ. 

Фиг. 145; Проведя РЕ (фиг. 145) параллельно къ. 

4 ВС, раздфлимъ сторону АВ на произвольное 

число равныхъ частей; тогда, ни одна точка. 

лЪлешя не совпадетъеъ точкою 1), потому-что въ. 

Г противномъ случа отрзки АР и ОВ были бы 

соизмфримы. Чрезъ точки Е и Н дфлешя, бли- 

р е  жайшя къ точь 0, проведемь прямыя Рб 
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и НК параллельно къ ПЕ. Такъ какъ. АЕ < АО, АН > АР 


ЕВ > РВ и НВ < ОВ, то онвкА 
АЕ, АО 
ВНЕ и - ИНОЕ - ЧИ 
АР _ АР АН а 
- ЕВ_ т УВ <= ИВ А (1). 
ея что Аб — АЕ, АК>АЕ, = ЕС и КС — ЕС, полу- 


ЧИМЪ 


_А@ _ АЕ АЕ 
Е пли 


А@ АЕ > АК 
ас <> ЕС <-кб- в... (2). 
Отр%зки АР и ЕВ соизм5римы, также отрфзки АН и НВ ©0- 
измфримы, а нотому составатея пропорщи 3 =: 


ие 


Аб АК 
В неравенствахь (2) ит дроби вс Икс Равными 


АЕ АН 
имъ дробями ур и ив нра 


К. ск тв. хо в. же» (3). 


м ЗЫ ав 
"Из неравенствъ (1 и 3) видно, что отношения ВВ И 56-38 


ы. 


АЕ... АН 
включаются между дробями тв’ И-нв‚ Которыя могутъ быть сбли- 


жены, какъ угодно. Въ самомъ дфлЪ, раздфлешемъ стороны АВ на 
весьма большое число равныхъ частей, увеличатся отрфзки АКи НВ 


и уменьшался отрваки ЕВ и АН; велфдетвле. чего дробь = = уве- 


`АН 
личится, & дробь -нв Уменьшитея. Отсюда мы заключаемъ, что раз- 
дфлешемъ стороны АВ на безконечное число равныхъ частей, дроби 
АЕ’ АН б к, 
вт Инв МОгуть быть сближены такимъ образомъ,-что ихъ раз- 
ность «дълается меньше всякой ивр малой ‘величины. Но какъ 


А 
нала. ни _ была разность дробей 4 и ке ‚ всегда должны нахо- 


Ар АЕ 
дить. между ними отношеня в Ио; а 10 предъидущему из- 
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вбетно (17): если между двумя величинами, которыхъ разноеть мо- 
жетъ быть сдЪлана меньше всякой произвольно малой величины ‚ за- 
ключаются двЪ друмчя величины, то послёднйя должны быть равны 
АР _ АЕ 
нежлу собою; слфдовательно -тв-=- тс. 
37. Сльдствте. Основывалеь на доказанныхь свойствахь про- 
порщи (13), мы составимъ изъ пропорщи = = 5 слъдующия" 


пропорщи 


АБ -- ОВ АЕ + ЕС АВ _ АС 

АВ к АЕ т ИЛИ АР ыдх ноя 
АБ + РВ АЕ + ЕС АВ 
Г ов Зо «АМ ов: --БО: ®з+- (3). 


Пропорщи (1, 2, 8) приводят къ ини заключентю: если 
в» треуюльникь проведена прямая параллельно ко одной изъ ео 
сторон», то двъ остальныя стороны раздъляются на отръзки 
таким» образом», что отрьзки первой стороны относятся 
между собою и кз этой сторонь точно такъ, какь отуризки 
второй стороны относятся между собою и къ самой сторон. 

58. Обратное предложене. Если стороны АВ и АС 
треуюльника АВС (фиг. 145) раздълены соотвътственно точ- 
ками Ри Е на части пропоридональныя, то прямая ОЕ, соеди- 
няющиая эти точки, должна быть параллельна кз третьей сто- 
ронъ ВС. 

1) Зная, что пропорщи (2 и 3) выводятся изъ пропорщи (1), 
мы докажемъ един теорему относительно пропорщя —. 


= а Еели представить себЪ прямую, проведенную чрез р, па- 


раллельно къ ВС, то эта прямая должна раздфлить сторону АС, 
между точками А и С, на два отрЪзка, составляющие отношеше, рав- 


+ Ь С 
ное отношению у ; но извветно (6), что между АиС существует 
только одна точка Е, которой разетолня отъ АиС м: от- 


АР 
ношене, равное -рн_; & потому прамая, проведенная чрезъ 0) парал- 
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лельно къ ВС, должна пройти чрезь Ви можеш совпасть съ ОЕ; 
слдовательно прямая РЕ параллельна къ ВС. уча 
2) Если точка 0’ (фиг. 146) находитея на М. стороны 


Фиг. 146. ‚, О 
г # АВ, то отношеше > 1; а потому отно- 
В, 2--АВ 
шене гс должно быть также больше еди- 
ницы; слвдовательно точка Е должна нахо- 
у. `  диться на продолжен!и стороны АС, подъ точ- 
С ераикееть, щтг 


кою ©, и по предъилущему прямая ОЕ дол- 
жна быть параллельна къ ВС. 

39. Теорема. рямая, проведенная параллельно къ осно- 
вашямь трапещи, раздъляетз стороны сей послийней на’ про- 


поршональныя части (фиг. 147). 
рЕ СЕ 


Дано ЕЕ || къ АВ. Требуется доказать, что Ре — -РВ 
Фиг. 147. 


ВА 

Проведя 06+ параллельно къ СВ, по- 
лучимЪ треугольникъ АО@, изъ кото- 
раго по предъилущему (86) выводится 
пропорщя В: такъ какъ 
ОН = СРи Н@ = ЕВ (параллельны, 
завлючающияся между параллельными), то въ выведенной пропорции 
замнимъ ОН и НС равными имъ прямыми; получимъ = в. 

40. Обратное предложене. Прямая, раздъаяющая 
стороны тратеши на пропорииональныя части, параллельна къ 
основашямх этой трапеши. 

Если чрезъ Е (фиг. 147) проведена прямая параллельно къ АВ, 
то она должна раздфлить сторону ВС на части, пропорцюнальныя от- 
`РАзкахь ОЕ иЕА; но такъ какъ между В и С существуеть только 
одна точка К, раздфляющая прямую ВС на части, пропорцщональ- 
НЫЯ прамымъ ОЕ и ЕА, то прямая, проведенная чрезъ Е параллельно 
къ АВ, должна пройти чрезь Е и совпасть съ ЕК; слфдовательно 
прямая ЕЁ параллельна къ АВ. 


Фи 


- и 41. Теорема. Де» наклонныя прямыя раздъляются парал- 
лельными прямыми ‘на части’ пропориднальныя: 
Даны навлонныя АКов В (фиг. 148) и параллельныя Ав, 


Фиг. 148. _©С0, ЕЁ, @Н, КЦ. Требуется доназать, что 
АС СЕ Еб _ СК 


| Во. > ег о ° 
Я ть По предъидущему (39) изъ тралеши АВЕЕ по- 
в воли АО "ВВ АС Е (| 
ы 2 |» Лучижьиропорщю-ср- == рр ИЛИ -вр = рр---.(1) 
ак! по нерестановкЪ среднихъ членовъ. Точно также изъ. 
г: ры о = ЕКЫК получатся пропорщи 
зан ТЕ. г. 
] Ее ва Е ви, За: а Ир ЕН --* (2) 
и во .... (8). Наконець изъ пропорщи (1, , 3) соста- 


витея а равныхъ отношенцй 
АС _ |. № НЕ -. 8 


.49. Нар днях точки + и В данныхъ прамыхъ совиа- 
даютъ, то трапешя АВКЕ мт въ треугольникъ АС), изъ 
котораго выводится пропорция х = =; слЪдовательно рядъ рав- 


ныхъ отношешй (4) мии ВЪ 
Ас __ СЕ ЕВ _ К 
: ИТ дБ == РНЕ НЕ. 
43. Теорема. /рямая, раздвляющая уюлз трепольника 
на деь равныя части, дълить противолежащую второну на 
два отрьзка, пропоршбональные прилежащимь им сторонаме. 


Дано (фиг. 149): Д ВАШ = Д 6АБ. Требуется димы что 
Фиг. 149. | Вр ВА 


ТС — АС. { О 
Чрезъ вершину В НЫ ВЕ 
параллельно къ АО) до пересёченя Е съ 
продолженною стороною СА, получияь 


изъ треугольника ВЕС пропорцио (36) 
` Во ЕА 
20 Аб. 


= бо ь 


По параллельности прямыхъ ОА и, ВЕ мы имфемь /. ВЕА = 
Д РАС (соотвётетвующие углы), /. ЕВА = С РАВ (внутреные на- 
кресть лежание углы) и по заданю Д. РАС = Д ПАВ; вадова- 
тельно / ВЕКА = ДЕВА и ВА == КА. Замфнивъ въ посафдней 
пропорщи ЕА чрезъ ВА, получимъ 


Вр ВА 
ль 


44. Сльдствте. Прамою АО’ раздфлимъь вниний уголь ВАЕ 
треугольника АВС (фиг. 149) на двЪ’ равных части и-чрезь вершину 
В проведемъ ВЕ‘ параллельно къ АО‘; получимъ треугольникъ АСР", 
изъ котораго выводится пропорщля 

ов 48 
Тс 
По параллельности прямых а и ВЕ’ мы пмбемъ: т ВЕ’А 
— ДБАЕ (соотв®тетвующе углы), / ЕВА = Д Т’АВ (внутрен- 
ме на-кресть лежание углы) и по заданю / О'АЕ = Д Ъ'АВ; 
слёдовательно / ВЕ’А = / ЕЗА и АВ=АЕ. Въ поел дней 


пре 1 замфнивъ АЕ’ чрезь АВ, получижь пропорцтю 
| Р'В. шы ом $ 
ое — , 


которая показываетъ, что ВЫ Я внтииний уюль тре- 
зпольника на двъ равныячасти, дьлить противолежащую сторону 
на два отрьзка, пропориональные прилежащимь им сторонам. 
`45. Слъдствте. Изъ поученныхь пропорций (1 и 2) составитея 
пропоршя (12) 
вр в 
67 0С 
которой удовлетворяютъ точки Пи О'. Отсюда слфдуетъ, что сто- 
роны угла ВАС, прямая АО, раздфлающая этотъ уголъ на двф рав- 
ныя части, и прямая АП’, раздВаяющая смежный ему уголь ВАЕ 
на двф равныя части, опредфляють на какой-нибудь сЪкущей СП’. 
четыре точки С, 0), В, Г' такимь образомьъ, что разстоям точекъ 
ВиС отъ Ш пропорщональны разетоящямъ тфхъ-же точекъ отъ 1. 
46. Обратное предложене. Если прямая, проведен- 


= 9 


ная в5 треуюльникь отз вершины одною изь узлову, раздъляеть 
противолежащую сторону на два отрьзка, пропориональные 
трилежащимь имь сторонам», то прямая ‘должна раздълить 
этоть уюль на двъ равныя части. ` 

Дано (фиг. 149) С. Требуется доказаль, что Д ВАО 
= Д. САХ. - 

` Тавъ какъ въ треугольникЪ возможно провести только одну пря- 
мую, разлфляющую уголь ВАС по-поламъ, и между Ви С суще- 
ствуетъ только одна точка О, раздфляющая сторону ВС пропорцю- 
нально прямымъ АВ и АС, то прямая, проведенная чрезъ вершину 
А и образующая на сторон® ВС отрёзки, пропоршлональные сторонажъ 
АВи АС, должна раздлить уголь ВАС на двЪ равных части. 

Точно также существуеть только одна прямая, раздЪаяющая 
внфшый уголь ВАЕ даннаго треугольника на дв равныя части, и 
на продолжени сторовы СВ находится только одна точка Г", раз- 
стояшя которой отъ точекъ В и С пропорщюнальны сторонамь АВи 
РВ __ АВ, 
0-С— АС 
должна находиться на прямой, раздЪлающей уголъ ВАС на двз рав- 
ныя части, | ее ! 

47. Теорема. Геометрическое мисто точекз, которыль 
разстояная оть двухь данныль точек» пропорщональны даннымь 
числамь, есть окружность круа. 

Фиг. 150. Егли В и С (фиг. 150) двЪ постоян- 

ныя точки, ти я данныя числа и М 

$: точка искомаго геометрическаго м%ста, 

ув ‘то должно быть се. | 

Раздфливъ уголь ВМС на двЪ рав- 

ныял части прямою МО, получимъ про- 
порщю (43) 


АС; слЗдовательно точка 0’, удовлетворяющая пропорщи 


ов _ мв 
с мс; 
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= ; слВдовательно 
ОВ _ т 
26 — 
Прямою МО" раздлимь уголь ВМР на двЪ равныя части; тогда 
по предъидущему (48) составится пропорщя 


‚МВ 
но по задано ус = 


РВ мВ 
0 - ШС» 
$ МВ т 
„Сравнивъ эту пропорщию съ данною ус = „ , получимь 
ОВ _ т, 
УВ" 


Такъ какъ / СМВ- Д ВМР = 180°, 
1/2 Д СМВ- 1/› Д ВМР = 90° или 
С омв- С Ь’МВ = 90°, 
то мы заключаемъ, что ОМО' прамоугольный троутольникъ, котораго 
типотенуза 0“ есть даметръ окружности, проходящей чрезъ вер- 
шину М прамаго угла ОМ". Точно такимъ-же образомъ доказывается, 
что какая-нибудь точка М’, удовлетворяющая пропорщи 
МВ __ т 
мп’ 
должна находиться также на окружности, описанной на прямой 01*. 
Отсюда слЪдуетъ, что всякая точка геометрическаго иЪета должна на- 
ходиться на окружности, описанной на прямой ОП, 

48. Обратное предложене. Окружность, описанная 
на Яаметрть ПО’, котораю оконечности О и О" раздъляють 
разстояще ВС между постоянными точками В и С на пропор- 
иональныя части, есть леометрическое мьсто точек, которыхь 
разстояшя оть точекь В и Г пропорщональны даннымь числамё 
тип. 

Фиг. 151. Дана окружность (фиг. 151), 
описанная на прямой ОО’, даны 


поетоянныя точки и И ыы и извЪет- 
рвов _ 
ВОО 5 — с — 


ь ОВ _ МВ __ т 
доказать, что об = ма= 


'. Требуется 


п ' 


— 33 = 


Чрезь В проведемь ВР парвалельно-къ ОМ; получинь изъ тре-. 
угольника ВОР пропорцю (36) 
РВ МР ^ 
Ес, ФИ, 
Проведя ВЕ трав къ тем, получимь треугольниеъ СМО*, 
изъ котораго выводится пропорщя (36) 


Р'В _ МЕ 
ии тл ре тм. (2). 


рв ов _ МР 
Такъ какъ по заданю мы имЗемъ Бе = об»›Т0 би = и МР 


==: МВ. ‘(! Ем: —- 0+ > ава ие 


Уголь ИМО’ прямой и 610’ стороны МО и 'МО* соотв тетвенно 
параллельны къ сторонамь ВР и ВЕ угла ЕВР; & потому уголь ЕВР 
также прямой“и его вершина В должна находиться на окружноети, 
описанной на прямой РЕ. Такъ какъ части МР и МЕ даметра РЕ 
равны и окружность должна пройти чрезъ В, то ВМ = МЕ = МР, 
какъ ея радуем. Замфнивь МРчрезь ВМ въ пропорши“ (1), полу- 
чихъ новую пропорцию =: —- ее ” . которая показывает, что М 


есть точка, требуемаго геометрическаго мета. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. | 

36) Въ треугольник Ъ *во «фиг. 144). пьзаааниИн ВО 
= 10/4 саж., АС = 36'/› саж. и АЕ 21 саж. Параллельна-ли пря- 
мая ОЕ къ ВС?. 

31) В Вь треугольник» АВС (фиг. 144) прямая РЕ И -— къ 
ВСиАо= Вль ВО. Сколько разъ общая мЪра ш отрЪзковъ АЕ и ЕС 
содержится вЪ сторонЪ АС? 

38) Въ треугольник АВС (фиг. 144) прямая ОЕ параллельна къ. 
ВС, АВ = 48 саж. АЮ=23' саж. и АС=52 саж.; сколько сажень со- 
держигъ фбрьекь АЕ? 

39) Въ треугольникЪ АВС (фиг. 144) прямая РЕ параллельна къ 
ВС, АБ = 2314 ВБ и СЕ= 17 саж.; сколько сажень содержитъ сто- 
рона АС? 

40) Въ треугольник АВС (фиг. 144) прямая ОЕ параллельна къ 


ВС, АС 56 саж. п ВО-=*/4 СЕ. Сколько саженьусодержить ‘ето- 
ри АВ? ‚ заМОКа 94 СТА к 8 имена он 

41) Въ треугольник АВС (фиг. 144) прямая ОЕ параллельна къ 
ВС, Ар = 15 АЕ, АБ 42 саж. и СЕ == 64 важ. Скомико’ важень со-_ 
держитъ сторона АС? „ой 2 

4?) Въ треуг ольник АВС (фиг. 149) сторона АВ = 7 АС и. ВО, 

= ИВС. `Раздфялеть- ли, прямая АР уголь ВАС на двЪ раввыя 
части? 

43) Въ треугольник АВС ‘(фиг, 7144) сторона ВА - 56 сах. и ВС 
= 65 саж. Чрезъ точку О прямой ВС, отстоящую оть В ва 24 саж., 
проведена прямая ОЕ ‘параллельно кь АС. На 6колько сажень отсто- 
ить точка пересченя прямыхъ РЕ и ВА отъ вершины А? 

41) Вът треугольник АБС (фиг. 149) прямая АП раздъляеть уголъ 
ВАС на двЪ разный. части, АВ 7156 саж. АС—54 саж. и ВС = 45. 
саж. На сколько сажень отстоить точка ини чина и. 
ВС отъ вершины В? ЯВКУ вн 

45) Въ. треугольник АВС о "149 прямая Ар разд ляоть 
уголь ВАС на двЪ равныя части, АВ = 48 саж., АС = 43 саж. и ВО 
—15 сад:.; скольво сажець содержить ВС? 

46) Вь треугольник» АВС (фиг. 149) Д. АВЕ’= Д. СВЕ’, ВА 
— 48 саш., ВС- 52 саж. и АС =65 саж. Сколько салкень содержитъ 
отр$зокъ АЕ’? 

47) Въ треугольник АВС (фиг. 149) сторона АВ =16,3 саж., 
Д. ВАБ= Д. САБ, ВО = 10,6: саж. п Аб ==ВС. Вычислить сторону 
ВС сь точностью до 0,01 саж. | 

48) Утоль ВАБ’= Д ЕАГ (фиг. 149), /. ВАГ = С САБ, ср’ 
= 7,4 дюйма, ВО’ = 5,55 дюйма и ВО = 0,3 дюйма. Сколько дюймовь 
ходержить сторона вс? 


ТЕОРЕМЫ. 


49) Если соединить средшя точки Е, Р, 4; И сгоронъ’АВ, ВС, С, 
РА какого-нибудь и &36У, то ор нараллело- 
грамъ ЕЕ@Н. 

50) Если въ параллелограм® АВСО провести прямую ЕЁ парал- 


лельно къ АВ, то стороны АО и ВС раздЪллтея на части пропорцю- 
‚нальныяй. 


—_ бе 
51) Если углы АВС и ВАС треугольника АВС (фиг. 149) раздф- 
лены прямыми ВЕ’ и АО соотвЪтственно на двЪ равныя части и с 


5, то треугольникъ АВС долженъ быть равнобедренный. 


52) Прямая ПЕ, соединяющая средёя точки Г и Е сторонъ АВ и 
АС треугольника АВС, параллельна къ третьей сторон% ВС. 

53) Если въ треугольник® АВС (фиг. 149) сторона ВС=а, АС 
—Фи АВ с, то при с >> В отрфзки выразятся слфдующими форму- 
Лами 


ВОС ыы ов, р= 


54) Если чрезъ точку касания А двухъ окружностей С и С’, ка- 
сающихся изъ-внутри, провести прямую, перес$кающую окружности 
въ точкахъ Г и Е, то разстояня АП и АЕ пропорцюнальны радёу- 
самъ АСи АС”. 

55) Если на сторонЪ ВА треугольника АВС отложить часть ВА*, 
на продолжен!и стороны АС отложить часть СВ’, равную ВА*, и сое- 
динить точки А’и В’, то прямая А’В’ раздфлится точкою Е ея пере- 
сфчешя съ ВС на части, обратно пропорцюнальныя сторонамъ ВС 
и АС. 


ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА. 


Подобные многоугольники. Случаи подоб]я треугольниковъ. Отношеше между 
периметрами подобныхъ многоугольниковъ. Масштабъ. Задачи построевя. 


49. Положимъ, что въ многоугольникахъ АВСОЕ и абеае (фиг. 


Фиг. 152. 159) ДА= Иа ДВ=ЛЬ, Дб = 


21 |4 Д. с, ДО а, ДЕ= деи 
м, } ее -- == а гдЪ стороны АВ и ав, 
ВС и ы, СП и 4 ит. д., прилежащя къ 


1) Для краткости будемъ означать углы буквами, стоящими при ихъ верши- 
нахъ. 


в 


равнымь угламь А ид, В и 6, Сисит. д, называются сгод- 

ственными сторонами. ат 3 

Два, многоугольника, АВСОЕ и афс@е одинакаго числа. сторонъ 

называются подобными; если иде уьюы соотвутственно равны и 
сходственныя стороны пропорчиональны. 

50. Въ подобныхь трирольнньйхь АВС и абс (фиг. 153) сход- 

Фиг, 153. пи еевенвый стороны лежать противъ рав- 

А >” ИНЫХ угловъ; такъ наприм®ръ еходетвен- 

ныя стороны ВС и $ находятея про- 


тивъ равных угловъ А и а. 
г \ 51. Теорема. Ирямою, проведен- 


] _ мою 6% данномь треуюльникь парал- 
дельно кз БИ ‚ею сторонг; отръзается от» нею треуюл- 
никз, подобный данному треуюльнику. 

Въ треугольникахь АВС и АШЕ (фиг. 154) углы соотвфт- 

Фиг. 154. ственно равны. Въ самомъ дфяЪ, / А общ, 
ДАВС:= [. АШЕ, [АСВ = Д АЕП (по 
параллельносети прямыхъь ВС и ПЕ). Велёд- 
сте (87) ИЕ 

АВ / 
2“ Е ‚ (0.- 
Проведя прямую ЕЁ параллельно къ`АВ, 
‚ получим пропорцто _ 
`-%0" “280 
АЕ — ВР* 

Въ эту пропорцио подставимь РЕ выбсто ВЕ, потому-что па- 
раллельныя ОЕ и ВЕ, заключаюнияея между параллельными АВ и 
ЕК, равны (Т. 63); получится 

а они 
ры зи пропорщй (1) и <) составится приорш (15) 
мм АВ: 8261 .. (8) 
Санни — АВ ПЕ: , 


11 


О 


° которая показываетъ, что сходетвенныя стороны треугольниковъ АВС 
и АРЕ пропорцтональны. 


Слъдствте. Точно такимъ-же образомъ доказывается подобле 
Фе 45, ° треугольниковь АВЕ п АЕ (фиг. 155), 
д еели прямая ОЕ находитея вн треуголь- 
х ника АВЕ, подъ стороною ВЕ. 
/ | 52. Теорема. Если два узла одною 
,. ту треуюльника соотвътственно равны 
Е двум» уламь друшто, то эти но = ый 
0 Е 
ники подобны. 
Дано (фиг. 156): ДА= Дани ДВ= И. 
Фиг. 156. На сторонф АВ, сходетвенной 
боку аб, отложимь АО = аб, и 
ь. чрезь О проведемь прямую ОЕ 
о параллельно къ ВС; тогда полу- 
7 чатся (51) подобные треугольники 
> АВСиАПЕ. Кромф того треуголь- 
викъ АШЕ равенъ треугольнику 
абс, потому что д РАЕ = Дас (по заданю), А) = а6 (по от- 
заний: Д АБЕ = ДАВС (по параллельности прямыхъ Вби ОЕ) 
и Дас = ДАВС (по задашю), откуда Д АЕ = Д абс; слфло- 
вательно треугольники АШЕ и абс равны. Зная, что треугольники 
АЕ и АВС подобны и треугольники АШЕ и аб равны, мы заклю- 
чаемъ, что треугольники АВС и ас подобны и 
а. 9. 
о "о 
53. Сльдствае. Два треугольника подобны, если ихъ стороны 
соотвЪтетвенно параллельны или перпендикулярны, потому-что (Т. 69) 
въ этихъ треугольникахъ углы соотв тетвенно равны. 


54. Теорема. Если двъ стороны одною треуольника про- 
порииональны двумь сторонамь друииа и улы, заключаюииеся 
между этими сторонами, равны, то треуюльники подобны. 


— 


Дано" (фиг: 156) би ДАНИИ, 

На сторонв АВ, сходственной боку аб, отложимь АТ) = 46, и 
проведемъ РЕ параллельно къ ВС; получим треугольникъ АПК, по- 
добный треугольнику АВС (51). Изъ этихъ подобныхь треугольни- 
ковъ выводится пропоршя 

И АС 
АБ — АЕ. 

Сравнивъ эту пропорщю съ данною, мы замфтимъ, что въ нихъ 
равные члены АВ —= АВ, АО = ар (по отложеню) и АС = АС; от- 
сюда слВдуетъ, что ихъ четвертые члены должны быть также равны, 
т.е. АЕ = ас. Такъ какъ Д.А = Да (по заданию), АО = а6 (по 
отложен!ю) и АЕ = ас (но доказанному), то треугольники АРЕ и 
ас равны; но треугольникъ АШЕ подобенъ треугольнику АВС, сл%- 
довательно и треугольникъ абс подобенъ треугольнику АВС. 

55. Теорема. Если три стороны одною треуюльника 
пропориональны тремь сторонамь друшю, то треуюльники 
лодобны. 

= Га”. 


Дано (фиг. 156): м = Е. 

На сторон АВ, мени + боку ав, отложимъ АР = аб, и 
проведемь РЕ параллельно къ ВС. Изъ подобныхь треугольниковъ 
АВС и АШБЕ получимъ пропорции 

Же БИ += (9). 

Изъ даннаго ряда равныхъ отношешй составятся двЪ слВдующя 

пропорции 


| О 
Сравнивая пропорщи (1 и 2) съ пропорщями (3 и 4), мы зам- 
чаемъ, что четвертые члены пропоршй (1 и 3) должны быть равны, 
и также четвертые члены пропорщй (2 и 4) должны быть равны, 
т. е. АЕ == аси ОЕ = $. Треугольники АШЕ и абс равны, по- 
тому-что АТ) = аб (по отложению), АЕ = аси ОЕ = (по дока- 
11° 


>. бы 


занному). Такъ какъ треугольники АПЕ и АВС подобны. (51), и 
треугольники АТЕ и а/с равны, тои треугольники в и ас дол- 
`жны быть подобны. в 

56. Сльдотвлт, Изъ аотмщирхя теоремь (52, 54 и 55) 
слфдуетъ, что равенство угловъ треугольниковъ влечеть ла ‹ собою 
пропорцюнальность сторонъ, и на оборотъ: пропорцональность сто- 
ронъ треугольниковъ приводитЪъ къ равенству угловъ. Это замфча- 
тельное свойство треугольниковъ, открытое гречеекимъ” мудрецомъ 
Оалесомъ, жившимъ оть 639 до 548 года до Р. Х.;, ие относится 
кЪ кавиМЪ-либо многоугольникамь. Въ самомь дфлф; квадрать’ и 
‘прямоугольник ь” имфбютъ ‘равные углы, но ихъ стороны не пропорцю- 
нальны; стороны ‘квадрата и ромба пропорионалны,; но углы ‘этихъ - 
четыреугольниковъ не равны. 

57. Сравнивая выведенные случаи подобя треугольниковъ съ 
случаями ихъ равенства, мы замфчаемъ, что каждому случаю равен- 
ства треугольниковъ соотвЪтствуеть случай подобя. Дйствительно, 


Два треуюльника равны: | Два треуюльника подобны: 

1) если сторона одного треуголь- | ^^ Т) евли два угла одного треуголь- 
ника равна сторонф другаго, и |’ ника соотвЪтетвенно равны двумъ 
углы, прилежанце къ этимъ сторо-. | ‘угламъ другагох оо 
намъ, равны; | КУ ‘т 

2) если двЪ стороны одного тре- 2) в если да зоровы одного тре- 


угольника соотвфтетвенно равны ' утольника порпорцюнальны двумъ 
двумъ сторонамъ другаго, и углы, | сторонамъ другаго, и углы, заклю- 
заключающиеся между этими сто- чающеся межлу этими сторонами, 
ронами, равны; равны; ОИ 
3) если три стороны одного тре-и (13) если три ‘стороны одного тре- 
угольника равны тремъ сторонамь | угольника пропорщюнальны тремъ 
другаго. Е | сторовамъ на 
‚п . 6! 
58. Теорема. Если два мноюурюльника составлены ‘изв оди- 
накаюо числа одинаково м слеты подобных» и оммый 


„, то эти мнооуюльники! подобные т ([Ё отиетиот 


— У 


Даны (фиг. 157) подобные треугольники АВС и абс, АС и 
„Фиг. 1514010 ^^ ас, АШЕ и а4е. 
| Изъ подобныхъ треугольниковь АВС 
и абс мы инфемь Д В= ДЬ, Д ВАС 
‚== Дфаси / АбВ= /аф; ‘ 
Потомъ въ подобныхъ треугольникахъ 
{ | АСОиасй уголь Ак = = дом, ДА 
ава Аб Иуайвлт пис 
Наконець въ подобныхъ треугольникахь АЕ и’'аей уголь АВЕ 
== е4е, /ПАЕ = /4ае и ДВ = Де. 
°” Сложивъ равныя величины съ равными, получимъ равныя сумы 
ДВАб- д САБ ый и бас + Д са Де, или 
`[А= Да, 
"ДАСВ- 1 АбО= Даб - Даа, или Д0= Д с, 
ДАТС- ДАБЕ = Д а4с-{ Д аае, пи ДО= Да. 
Изъ подобныхъ тополь АВС и афс составится рядъ рав- 
ныхъ отношений | зна 


АВ __ ве. Аб 
467 — в ас * 
Потомъ изъ ис треугольниковъ АС и аса мы имБемъ 
АС _ СО _ АБ 


ае` са аа’ 
Наконець изъ подобныхъ. треугольниковъ АТЕ и а4е получимъ 
о 04 АЕ ВА. 
нее а 4 _еа° 


`Въ выведенныхь рядахъ равнихъ отошенй выпустивъ обийя 
отношешя, получимъ слфдующй радъ 
АВ _ ВС ж РЕ ВА. 


вет" 8 = — 4@ в’ 
59. Обратное фноойь Два подобные мноюуюоль- 
ника мощцутх быть раздълены длоналями на одинакое число 
одинаково расположенныхь подобныхь треуюлиниковъ. 


Внутри многоугольника АВОРЕ (фиг. 158) возьмемь какую- 


фа 


и 7/. Фиг; 158, ‚ нибудь точку. О’и соединихъ 
Г 7\ а’ в. весь оконечностями стороны 
м АВ. На сторон® ав, сход- 
ственной боку АВ, построимъ 
Д. №0 = Д ВАО и Д ао 
—= ДАВО; получимъ вер- 
о треугольника афо, подобнаго треугольнику АВО (52) и имфющаго 
‚ ВЪ многоугольник абс@е такое-же положеше, какое ихфетъ треуголь- 
никъ АВО въ многоугольник® АВСОЕ. 

Потозъ соединимъ точку О съ вершинами С, 0, Е и точку о съ 
вершинами с, 4„е; тогда проведенными прямыми раздфлятся данные 
иногоугольники на одинакое число треугольниковъ, подобе кото- 
рыхъ требуется доказать. 

Такъ какъ оля ОАВ и 046 они (по ео, 
то получится пропорщя | 


‘ов _ АВ = к <. 


"68 таб’ 

а велфдетые подоЯя данныхъ многоугольниковъ мы имфемъ 
АВС 
а 6‘ 


"Наконец изъ хвухь посафднихь пропоршй (12) составитея про- 
порщя 
0 = 56° 
Зная, что Д АВС= Д афси ДС АВО = Д або, мы получимъ 
ДАВЕ— ДАВО = Д а&е— Дао или Д. 0ВС = Д де. 
а ©вС и 06с (54) подобны ‚ потому-что с ОВС = 3 
Де и = . Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ выво- 


дитея / ВС0 = +: со и 


06 — 1; 
но по заданю Д. ВСР = Д Ве4и = с ; елдовательно получимъ 
- ДВОР — Д В60 = Дка— До или. Д 06 = Д ова 


— 4%. 


и изъ двухъ послёднихь пропоршй (12) составимъ пропорнтю 
6 _. Со 
> 3х 24% 

Отсюда мы зарлюаеиь, что Ее дн ОСТ и осей нолобны (54). 

Точно такимъ-же образомъ доказывается, что треугольники ОФЕ 
и ое подобны, и также треугольники ОАЕ и оае подобны. 

60. Следствте. Вели соединентемь точекь О ид (фиг. 158); 
взятыхъ внутри подобныхъ инотоуголвниковь АВСРЕ и 46сйе. съ 
оконечностями сходетвенныхъ сторонъ АВ и ар, образуются подобные 
треугольники, одинаково расположенные относительно данныхь много- 
угольниковъ, то точки О и о называются соотвьтственными. 

Двв соотвфтетвенныя точки могуть быть приняты за центръ д%- 
леня подобныхь многоугольниковъ на -% и ле аепо- 
ложенные треугольники. 

Если точка О находится внф многоугольника А ВСЕ. то с00т- 
вфтетвенная ей точка о должна находиться внф мнотоугольника 
афс4е. | 

ДвЪ прямыя, лежаншя въ плоскости двухъ подобных много- 
угольниковъ , называются соотвютетвенными, если оконечности 
одной изъ этихъ прамыхъ суть точки, соотвфтетвенныя оконечностамь 
другой прямой; такъ напримёръ длагонали двухъ подобныхъ много- 
угольниковЪ суть соотвфтственныя прамыя, если они проведены чрезъ 
соотвфтетвенныя вершины. 

61. Теорема. До» соотвитственныя прямыя пропорио- 
нальны сходственнымз сторонам» двухз подобные мноююль- 
ников. 

Даны (фиг. 159) лва подобные многоугольника А ВСЕ и абее, 

в. и двВ соотв тетвенныя прямыя ЕН. 

и 11. 
Поподобию треугольнивовь А ВЕ 
иар/ мы имфемъ / АВЕ = Даб! 


| ПРВ АВ 
и пропорщию у = ар (54); а изъ 


—.48 — 


подобныхъ треугольниковъ НАЗ и Раб ’‘получитея /. НВА = /. Фа 


= = — (54). Отеюда слдуеть Д. НВА— ДАВЕ= ДМа— Дабх 


или Д ЕВН = / Л, а иЗЪ ас послфднихь пропорщи 
(12) составится пропоршя мы = ; слБдовательно треугольники 
ВЕН и 6/7 подобны (54). Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ 
РВ ЕН. ЕВ __АВ 
выводится ТРЕВз. НО ШО заданию Ра» слфдовательно _ 
ЕН ЕВ АВ 
т 9. 
62. Теорема. Периметры двух подобных» мнооуольни- 
ковь пропорциональны сходственнымз сторонам. 
Изъ подобныхь многоугольниковь АВСОЕ и абс@е выводится 
радъ равныхъ отношенй 
АВ__ ВС; Ср _ПЕ__ЕА 
ав 6 5— ва— Че ‘ва’ 


вЪ ь которомъ по и оъихтВ (15). 
АВ-| ВС -- С++ РЕ+ЕА _АВ 
5 Ее -- са-Р ава _ ых 
Означивь периметръ многоугольника АВСОЕ чрезъ Р и пери- 
нетрь многоугольника афс@е чрезъ Р’, изъ ыы пропорщи по- 
лучихъ 
Р АВ 
т’ 55° 


Слъдотвте. По предъидущему (61) т 40 тЫ а. 


‚зи 
Сравнивъ эту пропорцию съ кинь: =, мы получимъ 
Р $ м 
РЕ 5 $ + 
Т. в. периметры двухь подобныхь мноюуюльниковь пропорило= 
нальны стодственныме прямымь. 


р 


63. Теорема. Двъ параллельныя прямыя раздъляются на 


пропорциональныя части прямыми, выходящими изь одной точки. 
Даны параллельныя прямыя АЛ и а4, и сЪкущя ОД, ОВ, 0С, 


О), выходящя изъ точки О, лежащей или вн параллельныхъ (фиг. 
160) или между ними (фиг. 161), Требуется доказать, что 


АВ 7:2 Фи со 
ав “вое 


Их ооо ‚треугольников лв и 0а5 рии (52) 
АВ ож 
25—05. 
"Потому и изъ етот третгольниковъ ОВС и Ос выводится 
ов вс _0С 
058—068 
и изъ подобныхь треугольниковь 00 и 054 получии 0, -: ы3. 


Въ выведенныхь рядахъ равныхь отношений выпустив общая 
отношешя , получимь 


АВ ВС Ср 


675 ТП са" 
64. СльдстваЕ. Изъ тъхъ-же подобныхь треугольниковъ вы- 
водится слЪдующий радъ равныхъ отношений 


АВ == Г: 388 о ор 
6 ба” 05 бе 04? 


который показываетъ, что отношене м двумя соотвьтствую- 
зщими отрьзками двутз параллельных. прямыть равно отноше- 
ню между разстоящями точки 0 отг точекз. переспченя ка- 
хой-либо ‘сткущей съ данными параллельными. 

65. Обратное предложене. Съхумия, которыми де 
параллелныя ‘прямыя раздьляются на части пропорщональ- 
ныя, вострьчаются в5 одной зпочкт. 


— ба 


Назвавъ чрезъ “- отношен!е между двумя соотвтетвующихи 
отрфзками двухъ параллельныхь прямыхъ, получим 


1) Если сЪкущая (фиг. 160), проведениая чрезъ точки бис, 
пересфкаетъ первую сфкущую АО въ точкЪ 0, то образуются два 
подобные треугольника АСО и ас0 (52), изъ которыхъ получимъ 

ОА __ АС, | 
ба ‘ас’ 
но по заданию АЕ, откуда (14) 
АВ-- ВС _АВ — АС АВ _ т. 
6% — 26 А ще = 


слЪдовательно == в? Т.е. сЪкущая Сс пересВкаетъ первую сВку- 
щую въ точк$ 0, которою т оз ОА и Оа, пропорщо- 
нальныя числам # ия. 

Подобнымъ образомъ доказывается, что ве сФкупия, проведен- 
ныя чрезъ данныя точки двухЪ параллельныхъ, перескаютъ первую 
сБкущую въ точк 0. 

2) Представимъ себЪ, что между данными параллельными (фиг. 
161) проведены дв сБкушия Аа и 04, которыя съ отрзками АО 
и а4, образуютъ два подобные треугольника АШО и а40 (52). Изъ 
этихъ треугольниковъ получитея 


ОА АП. 
ба аа’ 
АВ __ в ср 
но по заданию ав = аз’ Откуда (15) 


АВС СО АВ АР: АВ ет дело Выфото 
аб ева — ы а4 22.9’ 


ся довательно, ке = = ‚. Те, е. сЪкущая ва раздфляеть Аж Аа 


въ точкЪ О на два отрфзба, пропорцюнальные числамъ 2 и я. 

- Подобным образомъ доказывается, что. всЪ сЪкупия проведен- 
ныя чрезъ точки, данныя на параллельныхь прямыхъ, перееВкаютъ 
первую еФкущую въ одной точк® 0. к 


— м = 


Слъдетвте. Еели отношене ” ‚ равно единиць, то должно быть 
АВ = а, Вб = 6, 0) = 6, и ЕН параллельны между: е0- 
бою; слЪдовательно основываясь на доказанной теорем, можно на- 
звать двф параллельныя такими прямыми, которыхъ точка пересв- 
чен1я находится въ безконечномъ: разстояни. 

66. Задача. Данную прямую а раздълить на части, про- 
поршональныя данным прямым т, п, р (фиг. 162). 


Фиг. 163; Начертимь острый уголь САО 

мы ИЕ и отложимъ на его сторон АС часть 

т, к АЕ = аи на сторон АР части 

п к х АЕ = т, Еб = пибН = р. По- 
ыы ь _^ (тому проведень прямую НЕ и къ 
4 “ ` № параллельно прямыя ЕБибК; 


— т Тотда прямая АЕ == а раздфлится 


въ точкахъ [и К на части, про- 


порщюнальныя прямым т, и, р. Въ самомъ дфаф (42), 
Г А к АБ 1 КЕ 
и В А ьа, 


2) Къ прямой АВ = а проведемь параллельно прямую ЕЁ (фит. 


Фиг. 163. 163) и на ней отложимъ части Е@=р, 
ЯН =яи НЕ = т. Потомъ соединимъ 
<“ я тожиАиЕ, иточки ВиЕ. Проведя 
=. С прямыя СК и НГ чрезъ точки (и Ни 
О; 54 \ ИТ 
[< точку О пересфченя прямыхъ АРи ВЕ, 
БМ мы раздфлимь прямую АВ въ точкахъ 
вы я Ги К пропоршюнально даннымъ пря- 
мымъ. Въ самомъ дьль (63), 
АТ. ТК КВ Ат К _ КВ 
‚ ЕН Н6  6Е тор. 


Примьчане. Если требуется раздфлить данную прямую @ про- 
порцюнально числамъь 9%, ; р, то начертивъ уголь САЛ (фиг. 162), 
отложимъь АЕ = а и потомъ отложимъ #2 равныхъ частей отъ А ло 


вы Зы 


Е, п такихъ-же частей отъ Е до @ и р такихъ-же частей отъ © до 
Н. Наконецъ соединивъ точки ЕиН, проведем прамыя @К и ЕЁ 
параллельно къ НЕ. 

Этотъ-же мы можеть быть рышень по снособу (2, рока 163). 

67. Задача. К› трем» данным прямымь п; р, т найти 
четвертую пропорийональную. р 

1) Начертимь острый уголь ВАС (фиг. 164) и на его сторон® 


Фиг. 164. Дб отложимь части АЕ = пи АЕ=р. 

нии м шо лек Чаеторон® А В отложимъ часть Аб =т, 

Шаов. и соединивъ точки Е и ©, проведемъ 
Ван яч 


прямую ЕН параллельно къ Е@; полу- 
чимъ требуемую четвертую пропорцо- 
‚нальную АН. Въ самомъ дзаЪ (37), 
- АЕ АН п АН 
КНУ ОЕЦ ста ас Аут КРС М в. 
2) но редъидущену ‘отложивъ части АЕ =пи АР =р, мы 
отложимъ часть АН = ж и проведемъ прямую НЕ. Навонець про- 
ведемъ прямую Р@ параллельно къ ЕН; получимъ требуемую чет- 


вертую пропорщюнальную А@. Въ самомъ дфлЪ (37), 


„ 


о 


` "АР Аб вы ‚ 46" 

3) На сторон АС отложимъ части АКГ =пи ЕЕ=р, и на 
сторонф АВ часть Аб — т. Соединивъ точки Ки@, проведемь пря- 
мую ЕН параллельно къ Еб; получимъ требуемую четвертую про- 
порщеональную, @Н. Въ самбнъ ДВлЬ ый 

АР АО в 
тен КАИ > =ен- КАРА 

68. Задача. На данной а ав построить треуюль- 
никъ, подобный данному треуюльнику АВС (фиг. 153). 

При точкв а прямой аб построимъ ‘уголь бас = Д.ВАС и при 
точкЬ 6 уголъ ас = /. АВС. Полученный аващис---= афс ыы 
бенъ треугольнику АВС (52). 


69, Задача. На данной прямой аб построить мнолоуюль- 
никз, подобный данному мнозоуольнику АВСБЕ (фиг. 157). 

_ Раздфлимъ данный многоугольникъ д1агонаяями АС и'АЮ на 
треугольники. Потомъ на прямой аб ‘построимъ треугольник абеу 
подобный треугольнику АВС (68), на прямой ас треугольникъ аса, 
подобный треугольнику АС). и на прямой а4 треугольникъ а4е, по+ 
добный треугольнику АЪЕ.. Песне ‘афе4е она много- 
угольнику АВСЬЕ (55) г а те о 

70. Примъчане: Еели аа поетроить ‘на ан много- 
угольникъ, подобный многоугольнику А ВСОЕ, находящемуся ‘въ на- 
турЪ, то должно построить углы абс, 64, сели то д., соотвЪтственно 
равные угламь АВС, ВС), СОЕ ит. д., и отложить коеий а; 


бое и т. д. тазимь обравожть, чтобы соетавились отнотен 


ит, "Для вк ол Ц й р 
вс=с65= ит. д. ыполненя послдняго слову употребляется 


построеше, называемое масиипабоме. 
1) На какой-нибудь прямой (фиг. 165) отложимъ части, рав- 


тв а 791 виа ней ка 4} м миа 
для 9 :. $ - Фо а 


ныя АС, С), ОВ, равныя одному дюйму каждая часть (отложенныя 
прямыя могутъ быть также произвольной длины). Предположивъ, что 
каждая изъ отложенныхь частей представляеть одинъ футъ, раздЪ- 
лимъ часть АС на 12 равных» частицъ; каждая изъ этихъ частицъ 
представляеть одинъ дюймъ. Точку С означимь цифрою 0, а подъ 
точками 0, Вит. д. поетавимъ цифры 1, ит. д.; этими цифрами 
означаются футы. Для означеня дюймовъ поставимъ цифры 2и4;16 
и,т, д. ПОДЪ хоотвфтетвующими точками части АС. Члобы по этому 
масшта и на бумагу прахую, которой истинная длина равна 
1офут‹ Будюи. „мы поставим ода вожу, циркудя вираво оть нуля, 
з толь), полдисаяной цифр а дру дону влЪво оть нуля, 
въ тонк, находящейся между цифрами 4 и 6. Растворещежь цир- 


РО" 


вуля выразится длина въ 1 фут. 5 дюйм. #0 масиинабу одною фута 
6 дюймъ. Прямая аб, нанесенная на бумагу по этому масштабу, от- 
носится къ дЪйствительной прямой А В точно такъ, какъ одинъ дюймъ 
относится къ одному футу; слБдовательно аб = '/1э АВ. 

Если въ построенномь масштабВ (фиг. 165) часть АС (дюймъ) 
представляеть 12 футъ, то каждая частица прямой АС соотв%т- 
ствуеть 1 футу; тогда прямая СО, содержащая 12 фут., изобразится 
на бумаг прямою с, равною 1 дюйму, т. в. са = ИСО; сл$до- 
вательно ве прямыя, начерченныя на бумагВ по этому масштабу, въ 
144 раза меньше соотвфтствующихь имъ прямыхъ въ натур$. 

Масштабъ, представленный въ (фиг. 165), называется линей- 
нымь. 

2) Положимъ, что требуется построить такой масштабъ, кото- 
раго дюймъ должень соотвфтетвовать 5 саженямь, и по которому 
было бы возможно откладывать футы. Такъ накъ 5 саж. — 35 фут. 
и дюймъ долженъ соотвфтетвовать 5 саж., то масштабъ долженъ со- 
держать 35-ыя части дюйма. Для построен!я такого масштаба иро- 
ведемъ какую-нибудь прямую (фиг. 166) и на ней отложимъ части 


Фиг. 166. 


АВ, ВС, СП ит. д., равныя одному дюйму. Къ проведенной прямой 
возставимь перпендикуляры изъ полученныхъ точекъ дЪленя и раз- 
дЪлимъ часть АВ на 5 равныхъ частиць. На крайнемъ перпенди- 
кулярЪ, возставленномь изъ токки А, отложимъ до точки Е семь 
произвольныхъ, но равныхъ частей, и чрезъь точки дфлеюшя прове- 
демжь прямыя параллельно къ АР. Тогда КЕ = '/5 АВ, ВЬ = 54 = 


— 6 — 


А} = ит. д. = \/1 ВЕ и треугольники ВКЕ, Ваб, Вса, Веу ит. д. 
подобны. Изъ этих подобныхъ треугольниковъ выводатея пропорщи 
Кс. ов. 
а5 —В5 — /1› сд — ва = '/?, 
== "/, РТ == Та ИТ. д: 

откуда получихъ 

а = 1/1 КЕ, са = */ КЕ, е} = 3/1 КЕ, 9 = */1 КЕ ит. д. 

Зная, что КЕ = '/5 АВ, мы имфемъ 
а6 = Уз5 АВ, са = З/з5 АВ, еХ = 3/з5 АВ, 0% = */зз АВ ит. д. 
но АВ = 5 саж. = 35 фут., слЪдовательно 

а —= 1 фут., с@ = 2 фут., е/= 3 фут., 9% = 4 фут. ит. д. 

Цифры, написанных подъ прямою АТ, означаютъ сажени, а ци- 
фры, поставленныя подлф периендикуляра АЕ, означають футы. 

Чтобы по этому масштабу отложить 7 саж. 4 фут., побтавимь 
одну ножку циркуля на периендикулярв, проходащежь чрезъ цифру 
5, въ точкВ у пересфчешя съ параллельною, проходящею чрезъ точку 
4 перпепдикуляра АЕ (потожу-что данное число содержитъ 4 фута); 
другую ножку циркуля поставимъ на той-же самой параллельной, въ 
точк® х пересзчентя съ наклонною, проходящею чрезъ цифру 2 пря- 
мой АВ. Полученное раствореше циркуля равно по масштабу 7 саж. 
4 фут., потому-что ху = 29 + 9 + №у = 2 важ. + 4 фут. + 
5 саж. 

Такъ какъ дюймъ этого масштаба означаеть 5 саж. = 34 Х 5 
— 420 дюйм., то между прямою @Н въ натурф и ел изображенемь 
9® ва бумагВ существуеть отношеше @Н —= 4209й вали 9й = 
ао СН. 

Масштабъ (фиг. 166) называется поперечныме. Поперечный 
масштабъ, по которому возможно откладывать сотыл доли дюйма, 
называется сотенным» масштабомъ. Чтобы построить сотенный мас- 
штабъ, мы отложимь на какой-нибудь прямой (фиг. 167) части 
АС, СЪ, ОВ, равныя одному дюйму, и изъ точекъ А, С, О, В воз 


В 
ЗА Са да Фи 66 


Е 1000 -’. 400 


ставимъ МУоеая мутИ к АВ. Потомь раздали чать. "АС на 
10 равиыхь частей и ий крайнежь. перпендикулярв Аб } отдожииь 
10 произвольныхь, но равных» частой. ‘Чрез и этого периен- 
дикуляра провёдемт прамыя ‘параллельно къ АВи соединимъ точку 
@ съ девятою точкою части АС. Наконецъ проведемъ наклонныя 
чрезь точки 0; 1, 2, Зит. д. части АС параллельно ЕЪ НАБЛОН- 
Обр с луфе к) Тмижовль ПОатилек (4 

Изъ образовавитихея подббнихь треугольников СЕК, ба, 08 
Се} и т. д. выводятся пропорщи 


рим ов. 20 | а 
е ибн матабть Го АТ чп < Вар т 
откуда ав = о1ЕЕ, са = 0, ‚ЗЕЕ О,ЗЕЁЕ, 9й == ОЕ. и 
т. д., но. ЕР =.0,1 АС — 0,1 дюйма, селЪдовательно ав = 0,01 
дюйма, с@ = 0,02 дюйма, е/ = 0,03 дюйма и т. д. Цифры, но- 
ставленныя подъ прямою.АС, означаютъ десатыя доли дюйма; & ци- 
фры, наниванныя подлЪ енаденеемиые Аб, относятея къ вотымъ. 
доллиъ дюйма. (°. Н датэениь 1501) ан АА 
Если часть АС (или ми означаетъ 100 сажень, Т0ЕЕ = 
10 саж. ай = 1 саж., (4 =2 сак., е/ == З.саж. и т, д. Чтобы по 
этому масштабу отложить, напримфръ. 287 сажень, поставихь. одну 
ножку. циркуля на пифиондивулярь, подписанномъ числомъ 200, въ. 
точкл, перосфчешя съ парммельною, проходящею чрезъ цифру 1 `пер- 
пендикуляра, Аб; потомь поставим, другую ножку циркуля на, той- 


— 


® 
хе параллельной, въ точкВ пересфченя съ наклонною; проходящею 
чрезъ цифру 8 части АС. 

Если часть АС означаеть 100 саж. или 5400 дюйм., то пря- 
мая ММ въ натур® больше ея изображения 2 на бумаг, во столько 
разъ, во сколько разъ 8400 дюйм. больше 1 дюйма; слёдовательно 

этв== /8400 ММ 5. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


56) Стороны треугольника АВС содержатъ 17,4 саж., 23,4 саж. и 
31,8 саж., а наименьшая сторона ‘аб треугольника абс, подобнаго 
треугольнику АВС, равна 5,3 саж. Узнать, сколько сажень оон 
наибольшая сторона ас? 

57) Периметръ равносторонняго треугольника АВС равенъ 49 
саж. Сколько сажень содержитъ сторона аб треугольника абс, подоб- 
наго треугольнику АВС, когда извфстно, что аб = 0,3 АВ. 

58) Въ двухь подобныхъ вме - гольныхъ треугольникахъ АВС и 


афс тииотенуза ас = 6,3 дюйма, ^ -- 4/3 и АВ = 5/ АС. Сколько хюй- 


мовъ содержить катетъ аб? 

59) Даны два подобные треугольника АВС и афе. Сторона АВ= 
т фут., ВСЕ н фут., АС—р фут. и а. = т’ фут. Вывести формулы 
для сторонъ ас и 66. 

60) Сколько дюймовъ содержитъ прямая АП (фиг. 160), если аа 
—7,5 дюйм. и АВ= "5 аб? 

61) Сколько дюймовъь содержитъ прямая а@ (фиг. 161), если АВ 
— 3,4 дюйм., ВС = 3,6 дюйм., СО = 4,5 дюйм. и АО — 3/40? 

62) Даны два подобные треугольника АВС и ас, въ которыхъ 
стороны: АВ= 4,2 фута, ВС — АС= 0,8 фута, аё = 1,4 фута и = 
2,2 фута. Сколько футъ содержатъ стороны АС, ВС, ас? 

63) По масштабу 50 сажень въ дюймЪ требуется начертить тре- 
угольникъ абс, подобный треугольнику АВС, въ которомъ АВ = 38 


1) Поперечный масштабъ былъ уже изв®стенъ знаменитому астроному Тихо- 
де-Браге (Тусво-4е- -ВгаБе) въ 1573 году; но изобр$татель этого масштаба не-. 
извъетенъ. Французы приписываютъ это изобрфтеше математику Дезаргъ (Ое- 
заграез), который однако жилъ посл% Тихо-де-Браге. 
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. 
саж., АС — 27 саж., ВС = 28 саж. Околько-дюймовь содержать сто- 
роны аб, ас, 6с? 

64) Во сколько разъ прямая зил на бумагЪ меньше ь прямой. МХ 
въ ватурЪ, если часть АС масштаба (фиг. 167), равная полудюйму, 
соотвфтствуеть 15 саженямъ? 

65) Периметры двухъ равностороннихъ треугольниковъ пропор- 
цюнальны числамъ Ти 4, и высота ‘малаго треугольника равна 22 
фут. Сколько футъ содержитъ высота большаго треугольника ? 

66) Периметры двухъ нодобныхь треугольниковъ АВС и абс про- 
порщюнальны числамъ 8 и 3, и сторона аб = 4,5 фут. Сколько футь 
содержитъ сторона АВ? 2496 

‚ 87) Треугольникъ абс, ‘начерченный на реАРРИ зоба тре- 
угольнику АВС, сторона @ё=—2,24 дюйма и АВ= 56 саж. Сколько 
принято сажень въ дюймЪ масиггаба для начертания треугольника 26? 

68) Даны два подобные многоугольника (фиг. 157). Периметрь 
АВСОЕ = 84 саж.;, периметрь абс4е =25 саж. и магональ АБ=3*/1 
саж. Сколько сажень содержить дматональ а? 

69) Въ подобныхъ треугольникахь АВС и ас опущены периен- 
дикулары АО`и ой на стороны ВС и $, . АВС= С АбВ= Да 
= Д ас, АВ=15\ фут., 46 =83/4 фут., ВС=13\з фут. и АО= 
‘ВО. Сколько футь содержитъ а@? 

70) По масштабу 100 сажень въ дюймЪ начерченъ треугольникъ 
ас, подобный данному треугольнику АВС, и получилось аб — 1,76 
дюйм., ас — 0,68 дюйм. и 6 = 0,84 дюйм. Сколько сажень содержать 
стороны АВ, АС, ВС? 

11) Даны два подобные треугольника АВС и афе. Перимегръ =ре- 
угольника абс равенъ 4,8 дюйма, и АВ 4,5 дюйм., ВС — 6,3 дюйм., 
АС — 4,2 дюйм. Сколько дюймовъ содержатъ стороны а5, 6с и ас?. 

12) Даны два подобные пятиугольника. Стороны большаго пяти- 
угольника содержать 12 фут., 20 фут., 11 фут., 15 фут., 22 фут. ие 
периметръ меньшаго равенъ 16 фут. Сколько футь содержать сто- 
роны меньшаго пятиугольника ? 

13) Даны два подобные треугольника АВСи абс. Периметръ боль- 
шато треугольника равенъ 92,4 фут., периметръ меньшаго равенъ 
13,2 фут. и сторона АВ больше стороны @б на 31,5 фут. Сколько 
футь содержать стороны АВ и а? 

14) По масштабу 250 саж. въ дюймЪ требуется начертить тре- 


_ м 


угольникъ абс, подобный данному треугольнику АВС, въ которомъ 
АВ= 185 саж., АС = 196`саж. в ВС =178'саж. рыло Фи 
жны содержать стороны аб, ас и Вс? т (3 

15) Даны два подобные треугольника АВС и абс, Периметръ тре- 
угольника АВС больше периметра треугольника абс на 26 саж. сто- 
рона АВ-—4 саж. и ав == 5/4 фут. Сколько сажень а дрен периметры 
этихъ треугольниковь? 

16) Даны два подобные треугольника АВС и афе. Цериметръ тре- 
угольника абс содержитъ 13/8 саж, и АВ = 7\/ саж,, АС 912 саж., 
ВС — 11 саж. Сколько сажень содержать стороны: а, аб, ве? 

17) Въ треугольник АВС сторона АВ= ** ВС и АС==56 саж. 
въ треугольникВ абс, подобномъ треугольнику АВС, сторона аб == 13 
саж. и ас — 18 саж. Сколько сажень содержать стороны АВ, ВСи 66? 

| ТЕОРЕМЫ. 

18) Въ трапещи АВС проведены д1агонали АС и ВО, пересЪкаю- 
пияся въ точкВ О. Требуется доказать, что отр$зки АО и ОС дйаго- 
нали АС и отр%зки ВО и ОО жагонали ВО пропорщюнальны основа- 
нямъ трапеши. 

19) Если соединить какую-нибудь точку Р, взятую внутри угла, 
съ его вершиною А, тб отношене между разстоянями всякой точки 
М прямой АР отъ сторонъ угла равно постоянному числу. 

80) Прямал ЕЕ, соединяющая среднйя точки основанй АВ и ОС 
_ трапеши АВСО, должна пройти чрезь точку О пересфчешя дагона- 
лей АС и ВО. 

81) На прямой АВ построены треугольники АВС и АВР такимъ 
образомъ, что ихъ стороны АС и ВО параллельны и ихъ вершины С 
и О находятся на прямой, параллельной къ АВ; наконець внутри 
этихъ треугольниковъ проведена прямая ЕЕ@Н параллельно къ АВ. 
"Требуется доказать, что отрёзки ЕЁ и СН равны. 

82) Въ кругахъ Ои0О*’, лежащихъ изъ-виЪ, проведены параллель- 
ные радлусы ОА и О’а; и еще параллельные радусы ОВ и 0*Ф. Тре- 
буется доказать, что прямыя Аа и ВЬ пересЪкаются въ одной точкВ 
С, лежащей на продолжени центральной лини ОО". 

83) Если въ параллелограм® АВСО опустить перпендикуляры РЕ 
и РЕ на дв смежныя стороны АВ и АС (или на ихъ продолжен!я) 
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изъ противоположной имъ вершины, то эти стороны обратно пропор- 
щюнальны проведеннымъ перпендикулярамь. 

84) Если изъ вершинъ А, В, С равнобедреннаго треугольника опу- 
стить периендикуляры АШ, ВЕ, СЕ на противоположныя стороны 
ВС, АС, АВ, то образуются подобные треугольники: а) ВОР, СО, 
АОЕ, АОЕ, АБС, АРВ, 5) ВОГ, СОЕ, АВЕ, АСЕ, с) АОВ и АОС. 
(Точка перес$чешя проведенныхъ перпендикуляровъ названа чрезъ 0). 

`85) Если чрезъ общую точку А двухъ окружностей Си”, кабаю- 
щихся изъ-внф, провести хорды ЕЁ и ВР такимъ образомъ, чтобы 
оконечности Ви Ё находились на окружности С, а оконечности РиЕ 
на окружности С’, то хорды ВЕ и РЕ должны быть параллельны. 

86) Въ треугольник АВС между сторонами АВи АС проведена 
прямая ПЕ такимъ образомъ, что уголъ АПЕ, составляемый прямыми 
АВ и ПЕ, равенъ углу АСВ, составляемому сторонами АС и ВС. Тре- 
буется доказать, что сторовы АВ и АС обратно-пропорцюнальны от- 
р%зкамъ АБ и АЕ. 

_ Примьчане. Прамыя ОЕ и ВС, проведенныя между. сторонами 
угла А, называются анти-параллельными относительно Этого угла, 
если уголь, составляемый прямою ВС съ стороною АС, равенъ углу, 
составляемому прямою ПЕ съ стороною АВ. 


81) Если вершины А, В, С треугольника АВС соединить съ сред- 
ними точками О, Е, Е противолежащихь сторонъ ВС, АС и АВ, то 


прямыя АО, ВЕ и СЕ пересфкутся въ одной точкЪ О такимъ обра- 
А0 и со 


зомъ,. Что -0ъ =-0Е ===": 

88) Если изъ авных А треугольника АВС опустить перпенди- 
куляръ АР на ВС, изъ точки В возставить перпендикуляръь ВЕ=ВС 
къ сторон% ВС, провести прямую ЕС, пересфкающуюся съ стороною 
АВ въ точкЪ Е, чрезъ Е провести ЕС параллельно къ ВС до перес?- 
чешя С, съ стороною АС, и изъ Ри С опустить перпендикуляры 
и СК на ВС, то образуется квадратъ РСКН. 


ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


89) Построить равностороний Е котораго ‘высота 
должна равняться прямой 9%. 
90) По масштабу 100 сажень въ дюймЪ постронть треугольникъ, 


—— 


подобный треугольнику АВС, вь которомъ АВС = : 46°, г АСВ = 
57° и ВС = 184 саж. 

> 91) По масштабу 100 сажень Въ дюйу% построить бан, 
подобный треугодьнику АВС, въ которомъ АВ = 112 саж., Аб=126 


саж. и ВС— 148 саж. | 
92) По масштабу 50 сажень въ дюймЪ построить трапецио, по- 


добную трапеци АВСО, въ которой АВ=62 саж., АР —38 саж, 
0С— 54 аж, и Д ВА 61°. 

93) По масштабу 50 сажень въ дюймЪ построить трапешю, по- 
добную трапещи АВСО, въ которой ОС = 63 саж., ВС=56 саж., 
Д’СВА=И 5 и Д ОСВ=108°. 

94) Чрезь точку Р, данную внутри угла АВС, провести прямую 
такимь образомъ, чтобы ея часть, лежащая между, сторонами ВА и 


ВС, раздЪлилась въ точкЪ Р на два отръзка , пропорщюнальные чис- 
ЛАМЪ Е И Я. 


95) Прямую АВ продолжить такимъ образомъ, чтобы продолжене 
ВС относилось къ АВ или къ АС точно такъ, какъ относятся числа 
тия. 


‚ 96) Въ НАЯ чрезъ его вершину: А провести прямую 
такимъ образомъ, чтобы перпендикуляры ВО и СЕ, опущенные на 
эту прямую изъ вершинъ В и С, относились между собою, какъ числа 
тия. 


‚ 9) Внутри угла АВС найти такую. точку, которой разстояня отъ 
сторон ВА и ВС относились бы между собою, какъ числа т и и. 


98) По данной гипотенузВ а и извъстному отношеню * ’ между 
катетами построить ‘прямоугольный треугольниктъ. 

99) По данному перпендикуляру а, опущенному изъ вершины пря- 
маго угла на гипотенузу, и извфстному отношеню "= между кате- 
тами, построить прямоугольный треугольникъ. 

100) По данному перпендикуляру а, ди изъ вершины 
прямаго угла на гипотенузу, и извЪетному отношеню > ”_ между от- 
рЪзками гипотенузы, построить прямоугольный нЕ 

101) По данному перпендикуляру й, опущенному на основаше ВС, 


зь 


и пёриендикуляру й'’, опущенному на бокъ АВ, построить равнобе 
дренный треугольникъ. 


102) Построить треугольникъ по данной высот й, углу, ириле- 
жащему къ основанйю, и отношению” между двумя остальными сто- 


ронами. 
103) Построить треугольникъ АВС такимъ образомъ, чтобы его 
сторона АВ равнялась данной прямой а, перпендикуляръ, ‘опущенный 
изъ вершины А на противолежащую ей сторону В@, равнялся пря- 


мой 1} и отношеше между сторонами Вб и Аб равнялось 
104) Построить треугольникъ по данной сторон% а, прилежащему 
къ ней углу р, и отношеню > между двумя остальными сторонами. 


105) Построить треугольникъ по двумъ сторонамъ аиф, и данной 
прямой с, соединяющей средину третьей стороны съ вершиною про- 
тиволежащаго угла. ни 

106) Въ данномъ круг$ вписать треугольникъ, вы данному 
треугольнику АВС. 

107) Внутри даннаго треугольника АВС найти такую точку Р, 
чтобы прямыя РА, РВ, РС, соединяющия эту точку съ вершинами А, 
В, С, составляли равные углы. 

108) Таны параллельныя прямыя НК и ГМ, и между ними точка 
Р. На прямой НК дана точка А и на прямой ГМ точка В. Чрезъ 
точку Р требуется провести прямую ЕЁ такимъ образомъ, чтобы на 
прямыхъ НК и ГМ образовались отрЪзки АЕ и ВЕ, пропорщюнальные 
числамъ жим, 24 

109) На сторонЪ АС угла ВАС опредЪлить точку, равно-отстоя- 

щую оть стороны АВ и отъ точки Р, данной внутри угла ВАС. 


— 8 


то 
ПЯТАЯ ГЛАВА. 


т ря 


Зависимость между перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ вершины прямаго угла 

прямоугольнаго треугольника на гипотенузу, и отр®зками гипотенузы. Зави- 

симость между гипотенузою и катетами прямоугольнаго треугольника, Квадратъ 

числа, выражающаго длину стороны треугольвика, противолежащей прямому 

углу, или острому, или тупому углу. Пропорцюнальность линй, проведенных 
въ вруг$. 


71. Теорема. Если в5 прямоуюльномь треуюлникь изь 
вершины прямаю зллаа опущенх перпендикулярь на зипотенузу, 
то 1) каждый изь катетовз есть средняя пропорийональная 
между зитотенузою и прилежащимь кз нему отрьзкомь тито- 
тенузы, и 2) перпендикулярь есть средняя пропориональная 
между отръзками зипотенузы. 

1) Вь прямоугольномъ треугольник® АВС (фиг. 168) изъ вер- 

Фиг. 168. ^ шины прамаго угла ВАС опущенъ перпендику- 
ляръ АТ) на типотенузу ВС. Этимъ перненди- 


кулярожь раздфаяется треугольникъ АВС на 
а два подобные ему треугольника АВО и АС. 
рее Е ‚ ВЪ саможь дфлЬ, въ треугольцикахь АВЛ и 


АВС уголъ В общйи / АБВ = Д ВАС = 
90°; слфдовательно / ВАХ = / Си эти треугольники подобны. 
Потомъ въ треугольникахъ АСУ и АВС уголъ С общий и Д АРС 
—= Д ВАС = 909; слфловательно /. СА) = ДВ и эти треуголь- 
ники подобны. Изъ подобныхъь треугольниковъь АВС и АВЮ соста- 
вится слфдующая пропоршя: ВС относится: къ АВ (потому-что въ 
треугольник АВС сторона ВС лежить противъ С ВАС, Д ВАС = 
АТВ и въ треугольник® АВ противъ. С. АРВ лежить сторона 
АВ) точно такъ, какъ АВ относится къ ВП (потому-что въ тре- 
угольник% АВС сторона АВ лежитъ противъ ДС, (6 = Д ВАР 


—28: = 


и въ треугольник АВЬ противъ /. ВАР лежитъ сторона ВО); т. в. 
ВС _ АВ 


Изъ подобныхъ треугольниковь АВС и АС получится слфдую- 
щая пропорщя: ВС относится къ АС (потому-что эти стороны лежатъ 
противъ равныхъ угловъ ВАС и АОС) точно такъ, какъ АС отно- 
ситея къ ОС (потому-что стороны Аб`и ОС лежатъ противъ равныхъ 
угловъ АВС и САУ); т. е. 


В АС 
ПЕ 08); 


2) Такъ какъ / С = Д ВАО, то прямоугольные треугольники 
АС и АВО подобны. Изъ нихъ получится слёдующая пропорщя: 
В относится къ АТ (потому-что эти стороны лежать противъ ‘рав- 
ныхъ угловъ ВАШ и АСР) точно такъ, какъ АП) относится къ ОС 


(потому-что эти стороны лежать км равныхъ угловъ АВ/и 
САЪ); т. е. 


5» 


12, Теорема. Если три стороны прямоуюльнаю треуюль- 
ника, измпренныя одною и тою-же мпрою, выражены в5 чис- 
дать, то квадрате числа, содержащегося. въ зипотенузт, равень 
суммъ квадратов» чисель: содержащихся въ катетахь, или дру- 
гими словами: квадрат» зипотенузы равень суммъ квадратов 
катетовь. " 
„_- Изъ пропорщи (Ти 2) предъидущей теоремы получимъ 

2 АВ" = ВО Х ВО и А6* = ВСХ С. 

Сложивъ эти два равенства по-членно, получимъ | 

АВ*-- АС" = В6 Х (ВБ 06) или — 
АВ А ВОЛИ (4). 
`Иримьчаве 1. Эта теорема, названная по имени ея изобувта- 
теля Пиоаторовою теоремою, даетъ возможность вычислить одну изъ 
сторонъ прямоугольнаго треугольника по двум извфетнымь сторо- 
замъ. Въ самомь дфл, если катеты даннаго прямоугольнаго тре- 


ме 


угольника содержать В и слинейныхъ мЪръ, топо формулЪ (4) опре- 
дВлител число а тъхъ-же линейныхь мвръ;. ина — ВЪ ТИПо- 
тенузЪ, именно 


а? == 62 4-6?, откуда а-= У? с”... 6 ых -® 

По извфетной типотенуз® @ и данному катету Ь найдется катеть 

с по формулв 
= а*-— 2, откуда с = Уа?— 5... (6). 

_ Спомощью формулы (6) вычислимь катеть АВ по извфетнымт: 
гипотенузв ВС, содержащей 13 саж., и катету АС, равному 5 саж.; 
получимъ 

АВ=У 169 —25 =У 144=12. | 
_ Примпмане 2. Въ. форнузь (5) подставив 5 — Зи =4, 
оу в = Уз 4" =У25 — 5; слбдовательно треугольникъ, 
котораго стороны соотвфтетвенно равны числамъ 3, 4 и 5, долженъ 
быть прямоугольный. Всявй прямоугольный треугольникъ, котораго 
стороны соотвфтетвенно равны числамъ _Зп, 4п и 5, называется 
Пиовторовыме треуюльникоме. ей 

По извЪетнымь отношенямъ сторонъ Пиоагорова треугольника 
легко построить прямой уголъ. Для этого должно построить треуголь- 
никъ, стороны котораго соотвЪфтетвенно равны За, 4а, Ба, гда 
какая-нибудь линейная иЪра. 

Чтобы вывести формулы, по которыжь возможно получить цфлыя 
числа для сторонъ прямоугольнаго треугольника, назовемъ его катеты 
чрезъ рис, и типотенузу чрезъ а; тогда (по форм. 6) будетъ 

с = а — 6? или с? = (а- 5) (а—5): 

_ Предположивь а =хна—6 = у, получимъ 

мые. ^ 2 у— `2а, #—у = 26 или 


рае Я 
-ЯЙЕ Виа э- 


Чтобы для аи ао я числа, должно взать для х 
и у или четныя, или нечетныя числа; и виЪстф съ тЪиъ должно 


с" =, = 


— ба 


быть 2 > у и произведеше ху должно равняться квадрату цфлаго 
числа. Для примфра предположимъ 
х = 9 жу= 1; тогда с* = 9 с=3,6 = 480 
=25 ну=1; , *=95, е=5, 6=12 на=13; 
4 = 49 ху=1; _»,.С*—=49, с=17,0 24 ив—=95; 
д—=181у=2; „ с'—=36, с=6,6 = 8ка— 10. 
Если мы желаемъ получить для а, 6, с числа дробныя, то возь- 
мемъ для т число четное (или нечетное) и для у число нечетное (или 
четное), но чтобы произведеше г.у равнялось квадрату цфлаго числа; 
такъ наприм$рь - 
для 2 = 16, у= 1 получимь с? = 16, с=4, В = 15/› иа= !"/з; 
‚ т=49, у—4—',’ '61=196,. с =14,5==45/; иа=53]а, 
73. Сльдствте. Въ квадрат АВС (фиг. 169) провеля дла- 
Фиг. 137.  Тональ АС, получимъ равнобедренный прямоуголь- 
Пр `ВЫЙ треугольникъ АВС, въ которомъ 
Аб" = АВ Е ВС*=2АВ?; 
откуда АС =АВУ 2..... (7). 
Изъ этой форжулы выводится 
Атос 9 -У2..... (8), 
т, в отношене между Кот квадрата равно У 2. 
ИзвЪетно, что У? есть число ирращюнальное (т, е. не суще- 
ствуетъ никакого цфлаго и никакого дробнаго числа, котораго вторая 
степень равнялась бы числу 2); слфдовательно дбатюналь и бокз ква- 
драта суть двъ несоизмтримыя прямыя. 

Фиг. 170. 74. ‚ Проекиею точки А (фиг. 170) на 
прамой М называется основаше а пернен- 
дикуляра, опущеннаго изъ данной точки на 
данную прямую. 

Если изъ оконечныхъ точекъ А и В дан- 
‚ной прямой опущены перпендикуяяры на 
прямую М, то разстояще аб межлу основа 


у 4) 


— 


ями этихъ периендикуляровъ называется ироекщею прямой АВ 
па БМ, 

75. Теорема. Хорда есть. средняя пропоршональная 
между Яаметромь, проходящимь чрезь ея оконечность, и ея 
проекцаею на этом Чаметрь. 

Даны (фиг. 171): хорда АВ, даметрь ВС и перпендикуляръ 

Фиг, 111. АТ, опущенный изъ точки А на маметръ ВС. 

Проведя хорду АС, получимъ прямоугольный 
треугольникъ АВС, изъ котораго мы имфемъ (1) 
в м ВС _ АВ 
АВ ВО, 
гдь ВО есть проекция хорды АВ на даметр® ВС. 

Ольдотвте, Изъ треугольника АВС. (фиг. 171) получится тах- 

же (3) 

ВО АР 

Ар ОС, 
т. в. перпендикулярь, спущенный изь какой-нибудь точки окруж- 
ности на даметрь, есть средняя пропоршональная между от- 
рпзками этою даметра. ` 

76. Задача. Между двумя данными прямыми т и п найти 
среднюю пропорийональную. 

1) На какой-нибудь прямой АМ (фиг. 172) отложимь Аб = 

Фик 412: ^^ у СО и. На прямой АТ) описавъ полу- 
"С ( окружноеть, возставимъ перпендикуляръ 

изъ С къ дламетру АЛ до переефченя В 


еле съ полуокружностью; получимъ требуе- 

| мую прямую СВ. Въ самом двл® (ел%д. 
| 75), 

АС __ ВС т -.`Я 

во сои В 

" 2) На какой-нибудь прямой АМ (фит. 173) отложимъ ав 
и АС=я. На прямой АВ опишем полуокружноеть и кЪ даметру 
АВ изъ точки С вбзставимъ периендикуляръ до пересВчетя Г) съ 


— 568 ——— 
Фиг. 414, полуокружностью. Наконець соединивъ 
точки А и 0, получимъ требуемую пря 


мую АО, потому-что (75) ^ 
АВ _ АО Ноа 6% 
д АО АС МИ „ВС. 


—= м 77. Теорема. в всяком» тре- 
‚ лольникъ квадратз стороны, проти- 
волежащей острому узлу, равенз суммтъ квадратовь двутз осталь- 
нытё сторон, уменыиенной удвоеннымь произведенемь одною 
из этить 60ковз и проекщи друиио бока, взятой ‘на первой 
сторонъ. 

1) Данъ евкт АВС (фиг. 174), въ которомъ В острый 
уголъ, ВО проекщя стороны АВ на ВС; требуется 
доказать, что 

АС* = ВО’ --АВ* —2ВСХ СО, 
Изъ прямоугольнаго треугольника АСО мы 
иифемъ 
Е ит. т? т? 
АС = С) -АО’..... (1). 
Такъ какъ перпендикуляръ АУ находится вну три треугольника, то 
60 = ВС — ВО. мы 
Принявъ СО, ВС и ВР за числа и зная, что квадратъ, разности 
двухь чисель равенъ квадрату перваго чиела безъ удвоеннаго про- 
изведения этихъ чисель и вмфет® съ квадратомъ втораго числа, мы 


полудимь 


‚| Фиг. 174. 


С° = ВС*—-2ВС Х ВО -+ ВО*: 

Подетавимъ величину С° въ выражеше (1); получится _ 

АС* = ВС*- ВО*- А0* — 2ВСХ ВР. 

Въ послвднемъ выражеши мы замфнимъ сумму В0*-{ АО чрезъ 
АВ, мир: что въ прямоугольномъ НРА АВР сумма 
вр’ + АО * = АВ ый Г | От 

АС* = Вб* АВ — эВ6х ВП. ое ааа 


2) Такъ какъ перпендикуляръ АР (фиг. 175) находится внЪ 
треугольника АВС, то в 
Со = ВВ — ВС и 
А 


60° = ВО" ВВ х8с+ 80"; откуда ^ 
г 40° =В0* + А0*-+ВС* — ВХ ВС или 
| замбнивь ВО" АО? чрезь АВ”, получимь 
АС* = ВС*РАВ* — 2В0Х ВС. 

78. Теорема. Если в треуюльникь тупой уюль, то ква- 
драть стороны, противолежащей этому улу, равень суммъ 
квадратовь двухь остальныхь сторонь, увеличенной удвоеннымз 
произведенемь одноло изь этих боковз. и Зе уч друкио бока, 
взятой на первой сторонъ. 

Въ данномъ треугольник АВС (фиг. 175) уголь С тупой и СО 
проекщя стороны АС, на ВС. Требуется доказать, что 
АВ” = ВС*-+ АС*--2ВСХ СР. 
Изъ и висля Узи АВЬ имфемъ 
АВ* = ВО А*..... (1). ' 
Такъ какъ периендикуляръ АП) находится вн треугольника 
АВС, то 


Фиг. 175. 


ВО = Во С; 
откуда ВО? = ВС* + ЭВСХ СВ С0*. 
Подетавивъ величину для ВО” въ и (1), получимь 
АВ* = ВС* + СОАО" АВох ©. 

Въ послфднемь выражены замфнимь СО*-+- АО” чрезь АС*, 
от: что изъ прамоугольнаго треугольника АС выводится 
в. - Ат =АС*; получимь 

АВ* == Вб* + А0*4+- 286 Х СО. 

79. Слвдетвте. Изъ теоремъ (72, 77,78) слфдуетъ, что уголь 
треугольника” будеть или ‘прямой, или острый, или тупой, ели ква- 
дратъ стороны, противолежащей этому. углу или равенъ сумм ква- 


м 5 


дратовъ двухъ остальныхъ ль, `или меньше этой суммы, или 
больше ея. 

Примпчане; По извЪетнымъ сторонамъ треугольника возможно 
вычислить проевию одной стороны, взятую на какой-либо изъ осталь- 
ныхь сторонъ; и периендикуляръ, опущенный изъ вернины треуголь- 
ника на противоположный бокъ. Для примЪра вычислимъ высоту АО 
треугольника АВС, въ которомь АВ = 4 фут., ВС =3 фут. и АС 
=2 фут. Такъ какъ квадрать стороны АВ, т.е. 16, больше сумны 
квадратовъ сторонъ ВС и АС, или больше 9-4, то уголъ АСВ, 
противолежащий сторонф АВ, долженъ быть тупой; а потому мы возь- 
мемъ формулу 

АВ" = ВС* + АС’ 2ВС Х СП 
и подетавимъ въ нее данныя числа; получимъ 
| 16 —= 4+2. 3 СЪ: отвуда | 
св =. ны = 0. 5 фут” 
Потомъ изъ прямоугольнаго треугольника АСЬ мы имфемъ 
АО* =АС* — С0° наи, АО* =4 --0,25 =3,75; 
откуда АО =И 3,75 = 1,986 фут. съ точностью до 0,001 фута. 

80. Теорема. Сумма квадратов» двух» сторонз треуюль- 
ника равна удоенному квадрату половины третьей стороны, 
сложенному 6» чудвоеннымь квадратом» прямой, соединяющей 
средину этой стороны сх вершиною протизоположнаю узла. 

Точкою М (фиг. 176) раздФляется сторона ВС даннаго треуголь- 

Фиг. 16, ника АВС па два равные отрёзка, а прямою 
АМ, соединяющею вершину А съ срединою М 
стороны ВС, раздфляетея треугольникъ АВС 
на два треугольника АВМ и АСМ, въ кото- 
рыхъ сумма утловь АМВ-- АМС == 180°. Изъ 
вершины А опустивъ перпендикулярь АЪ на 
противолежащи бокъ ВС, мы замётимъ, что въ треугольник АВМ 
бокъь АВ противолежить тупому углу АМВ; а потому имфемъ 


= 


АВ’ =ВМ*-- АМ’ + 2ВМХ МО, 
а изъ треугольника АСМ, въ которомъ бокъ АС противолежиь 
острому углу АСМ, мы получимъ 

А0* —=СМ*-- АМ" —20МХ Мр. 
Сложенемъ этихъ двухъ равенствъ по-членно получится 
_ АВА” =ЭВМ" ЕАМ: 

`Примпчане. Чтобы вычислить прямую АМ по извЪетнымь 
сторонамъ треугольника АВ —= 8 саж., АС — 14 аж. и Вб= 
10 саж., мы подставимь данныя числа въ поел®днее выражене; по- 
лучимъ 

- 64+ 196 =2.95- 2АМ`*, 
ЗА. и ЧА а: "откуда АМ? — 910, 
< АМ* = 105 
и АМ = 10,24 саж. съ точностью до 0,01 саж. 

81. Теорема. До» хорды, переспкаюцияся внутри круз, 
раздъьляются ить точкою. пересъьченая на части, обратно про- 
порилональныя. 

Хорды ВО и РЕ пересфкаются въ точк® А (фиг. 177). Тре- 

Чары: буетея доказать, что вы и 
2. в 


зд. Проведя хорды ВЕ и ор, получимъ два 

ИР А = Подобные треугольника ВАЕ и САУ, потому- 

р. что д Е= Д.С (изивряются половиною дуги 

В), д В= ДП (изу5ряются половиною 

дуги СЕ). Изъ этихъ подобныхь треугольни- 

ковъ составителя пропорщя; АВ относится къ АП (потому-что АВ 

лежить противь ДЕ, ДЕ = Д Си противъ /. С лежить АО) 

точно такъ, какъ ЛЕ относится къ АС (потому-что АЕ лежитъ и 
тивъ ДВ, ДВ= Ди а 2? лежить АС); т. 


АВ _ 
А — 


—@0/— 


Сльдствте. Евли отрёзки Аи АЕ равны, то’составится про- 
поршя 
АВ _ АО, 
АО — Аб} 
слфдовательно если хорда ВС раздъляеть хорду ОЕ на дв» рав- 
ныя части, то половина хорды ОЕ, будетъ средняя пропорщо- 
нальная между отръзками хорды ВС. 
$2. Теорема. Де съкуиия, переспкающияся внъ кру, 
обратно пропоршональны кз ить внишнимь отръзкама. 


Даны сЪкушйя АС и АЕ (фиг. 178). рии доказать, что. 
Фиг. 178. 
ДЕ АБ. 


Проведя хорды СП и ВЕ, получимъ 
два подобные треугольника АСП и АЕВ, 
потому-что ДА общии [ С=ДЕ 
(потому-что изифряются половиною дуги 
В); слёдовательно /. АТО = Д АВЕ. 
Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ 
составится слёдующая пропоршя: АС относится къ АЕ (потому-что 
АС лежитъ противъ / АПС, / АРС = Д АВЕ, и противъ /. АВЕ 
лежитъ АЕ) точно такъ, какъ АО отновится къ А В (потому-что АО 
лежить противъ ДС, ДС= ДЕ и противь ДЕ лежитъ АВ); 
т. е. 


АС _ АР 
я АЕ АВ’ 
83. Теорема. Касательная, пересъкающаяся съ съкущею 
внъ круа, есть средняя понооьа между этою съку- 
щею и ея внышниме отрьзком. 


Фиг. 119. Требуется доказать фи 179), что 
Ар__ АВ 
АВ — Аб- 


Проведя хорды ВС и ВО, получимъ два 
подобные треугольника АВР и АВС, потому- 
что ДА общйи / АВ = / АВС (по- 
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тому-что' измФряются половиною дуги ВС); ся довательно /Х АВО 
— С АСВ. Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ выводится про- 
порщя: АГ относится къ АВ (потому-что АТ лежить противъ 
ДАВЬ, ДАВЬ= Д АСВ и противъ / АСВ лежить АВ) точно 
такъ, какъ АВ относится къ АС (потому-что АВ лежить противъ 


ДЗ, СО= АВС и против ДАВС лежитъ АС); т. е. 
АР АВ 
АВ- АС’ 


84. Теорема. Если дв% прямыя АТ) и ВС (фи. 180), или 
ить продолжешя, пересъкаются вх точкь Е такимз образомв, 


АЕ СЕ ` 
что вк =ре; ТО ихз оконечности А, О, ВибС должны нахо- 
диться на одной и той-же окружности. 


Фиг. 10а <; Треугольники АСЕ и ВОЕ по- 
добны, м = 2 ВЮ == 
С ВЕ и = (54); слёдо- 
ДСАЕ = .- УВЕ. Отсюда мы за- 
ключаемъ , что дуга сегмента, по- 

_ отроеннато на хорд СП и виф- 
щающато углы, равные углу САУ, 
должна пройти чрезъ вершину В; 

слфдовательно точки А, В, С, 0 находятся на одной и той-же 

окружноети. 

35. Задача. Требуется раздълмить данную прямую вз сред- 
немз и крайнемь отношени, т. е. такимъ образом», чтобы 
болышй отръзокь данной прямой был среднею пропориональ- 
ною между данною прямою и ея меньшим: отръзкомд. 

‹ Въ данной прямой ДВ (фиг. 181) изъ ел оконечности В воз- 

< Фиг. 181. ставимъ перпендикуляръ и отложимь на 
немь ВС = '/зАВ. Потомъ соединимъ 
точки А и С, и изъ С радлусомъ ОВ 
опищемъ окружность, которая перес®- 
четь прямую АС въ точь кая 


—-689— 


нець изъ точки А радиусомъь А) опишемъ дугу; точкою Е пере- 
сЪченя тов дуги оъ’ праною`АВ раздбаатех эти прлийй ША ДВА от 


рёзка такимъ образомъ , что 
АВ __ АЕ 


АЕ ЕВ’ 
Въ самомъ фа, продолжимъ прамую АС до пересфченя Е съ 


окружностью; тогда по предъидущему (53) получимъ 

АЕ _ АВ, 

АВ АО, 
но такъ какъ А) =АЕ, АК = А0-- ПР =АЕ-{- 260 =АЕ- 
26в = = АЕ- АВ, то р 


р» АВ 
Е — Е ИЛИ (13) 


АЕ АВ —АВ АВ —АЕ 
АВ `[—=` АЕ В 


СлъдствтЕ. Для вычисленя отр%зковь АЕ и ЕВ прямой АВ, 
коей длина равна а, мы возьмемь выражеше АС* =АВ* вс, 
выведенное изъ ОЧНО треугольника АСВ, и подставимь @ 
выфсто АВ и->- выфесто ВС; получимъ 

Аба =, 
откуда АС = аа у 
отрава АЕ = А) =АС — т или 
АЕ— ау 5 2 «(у 1 5 аа 


3 аУ "$" и ‚лавы #2) 
2 
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_2*) Эта задача называется древники писателями «зес {о аигеа, Фуа», 


110) Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямаго угла 
прямоугольнаго треугольника на гипотенузу, раздЪляеть ее на от- 
р%зки, равные 7,2 дюйма и 16,2 дюйма. Сколько дюймовъ содержать 
этотъ перпёендикуляръ? 

111) Гапотенуза прямоугольнаго треугольника содержитъ 72,9 
саж. и одинъ изъ ея отр№зковъ, образовавшихся перпендикуляромъ, 
опущеннымъ на нее изъ вершины прямаго угла, равенъ 6,4 саж. 
Сколько сажень содержатъ катеты и перпендикуляръ? 

‚ 112) Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямаго угла на 
гипотенузу прямоугольнаго треугольника, равенъ 12,4 саж, и одинъ 
отр%зокъ гипотенузы равенъ 3,8 саж. Сколько сажень содержать 
гипотенуза и катеты? 

^ 118) Вычислить дагональ квадрата, котораго периметръ равенъ 
524 саж. 

114) Сторона АВ прямоугольника АВСО содержитъ 146 саж. и 
длагональ АС равна 169 сажень. Сколько сажень содержить 6то- 
рона ВС? 

115) Прямая АВ — 5,25 хут. (фиг. 170), Аа=3,7 фут. и В&=7,2 
фут. Сколько футъ содержить проевшя аб? 

116) Въ круг, котораго радлусь равенъ 4,8 дюйма, проведена 
хорла, длиною въ 3,5 дюйма. Насколько дюймовъ отстоитъ эта хорда 
отъ центра круга? . 

117) Периметръь прямоугольника АВСО содержитъ 256 саж, и 
стороны АВ и ВС пропорщюнальны числамъ 9 и 7. Сколько сажень 
содержитъ длагональ АС? 

118) Гипотенуза прямоугольнаго треугольника равна 8,6 дюйма 
и катетъ 4,3 дюйма. Сколько дюймовъ содержать другой катеть и 
церпендикуляръ, опущенный на гипотенузу изъ вершины ямаго 
угла? 

119) Дагональ АС ромба АВС равена 7,4 дюйма и д1агональ ВО 
равна 4,6 дюйма. Сколько дюймовъ содержитъ бокъ ромба? 

120) Хорда, отстоящая оть центра на 10,5 дюйма, пересЪкаеть 
даметрь подъ прямымъ угломъ. Сколько дюймовъ содержить эта 
хорда, если радусь круга равенъ 17,5 дюйма? 

13* 
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121) Чрезъ оконечность В (фиг. 171) даметра ВС, содержащаго 36 
футъ, проведена хорда ВА и изъ ел оконечности опущенъ на ВС пер- ‘ 
пендикуляръ АО, отстояниЙ отъ точки В на 16 футъ. Сколько футъ 
содержитъ хорда АВ? 

122) Въ треугольник АВС сторона АВ — 16 фут., ВС = 9 фут. и. 
АС = 12 фут. Сколько футь содержитъ перпендикуляръ АО, опущен- 
ный на ВС изъ вершины А? 

_123) Въ треугольник® АВС сторона АВ— 5,4 фут. ВС= 10,2 
фут. и АС— 7,6 фут. Сколько футъ содержитъ перпендикуляръ АТ, 
опущенный на ВС изъ вершины А? 

124) Чрезъ оконечность В маметра ВС (фиг. 171) проведена хорда 
ВА, длиною въ 8, 4 фут., и перпендикуляръ, опущенный изъ оконеч- 
ности А этой хорды на д1аметръ ВС, раздЪляетъ его на два отрЪзка, 
пропорцюнальные числамъ 2 и 5. Сколько футъ содержитъ радусъ? 

„125) Радмусы двухъ концентрическихь круговъ равны 36 фут. и 
20 фут., ивъ большемъ кругЪ проведена хорда, касающаяся къ мень- 
щему кругу, Сколько, футь содержить эта хорда? =: 

126) СБкущая АС=36 дюйм. (фиг. 178), АВ= дюйм; и Ар==12 
дюйм. Сколько дюймовъ содержитъ сЪкущая АЕ? 

127) Въ треугольник® АВС (фиг. 176) сторона АВ = 25 саж. АС = 
16 саж., ВС = 35 саж. и ВМ = МС. Сколько сажень содержить пря- 
мая АМ? 

125) Касательная АВ (фиг. 179) содержать 8,5 фута и съкущая 
АР равна 10 фут. Сколько футъ содержить отрЪзокъ АС? 

129) СБкущая АС = 18,3 фут. (фиг: 178), АЕ = 24,4 фут. и ВС = 
10;2 фута. Сколько футъ содержить хорда ОЕ? 

130) Касательная АВ (фиг. 179) содержитъ 19,5 фут. и оумию 
АС =4,5 фут. Сколько футъ содержитъ сЪкущая АО? 

131) ДвЪ окружности, коихъ радлусы равны 0,5 фут. и 1,5 фут. 
пересекаются такимъ образомъ; что касательныя;, проведенныя къ 
нимъ чрезъ одну изъ точекъ перес$ченя, составляютъ между собою пря- 
мой уголь. Найти разстоян!е между центрами этихъ ‘окружностей. 

132) Хорда въ. 29 футъ, проведенная перпендикулярно къ рад1убу. 
разя®ляеть его на два отрЪзка, изъ которых отр%зокъ, прилежаний къ 
окружности, равенъ 4,5 фута. Сколько футЪ содержить этотъ радлусь? 

133) ОтрЪзокъ АВ (фит. 178) равёнъ”/з сБкущей АС, сЪкущая АЕ 
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—8,4 фут. и отрВзокъ ОЕ = 3,6 фут. Сколько футь содержитъ сФку- 
щая АС? 

134) Въ треугольник® АВС (фиг. 176) сторона АВ равна ак, 
АС —= 7,5 дюйм,, АМ = 6,45 дюйм. и ВМ= МС. Сколько ми. со- 
держитъ сторона ВС?. 

135) СБкущая АС(фиг. 178) равна 42,8 фут., сЪкушая АЕ 27, 4 
фут. и отрЪзокь АШ больше отрЪзка АВ на 3,2 фут. Сколько футъ 
содержатъ внфшие отрфзки этихъ сЪкущихъь? 

136) Въ параллелограмв АВСО изъ вершины А опущенъ на сто- 
рону ОС перпендикуляръ АЕ, отстоящий отъ вершины Р на 32 саж., 
АР = 36 саж., АВ = 48 саж. и уголь АОС меныие 90°. Сколько. са- 
жень содержитъ дагональ АС? 

137) Сумма сБкущихъ АС и АЕ (фиг. 178) составляетъ 124 фут., / 
отр$зокъ АВ меньшей сБкущей АС равенъ 18 фут. и отрзокь АО 
большей сЪкущей АЕ — 24 фут. Сколько футъ содержитъ каждая изъ 
этихъ сБкущихъ? 

138) Гипотенуза ') прямоугольнаго треугольника равна 32,5 дюйм. 
и пернендикуляръ, опущенный на нее изъ вершины ираямаго угла, со- 
держитъ 15,6 дюйма. Сколько дюймовь содержатъ отрфзки гипо- 
тенузы? 

139) Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямаго угла на 
типотенузу прямоугольнаго треугольника, равенъ 1,4 дюйм., и одинъ 
отрЪзокъ гипотенузы больше другаго на 0,8 дюйма. Сколько дюймовъ 
содержатъ катеты и гипотенуза? 

140) Гипотенуза прямоугольнаго треугольника равна 36,5 фут. и 
сумма катетовъ равна 51,1 фут. Сколько футъ содержитъ каждый изъ 
этихъ катетовъ? 

141) ОтрЪзокъ СО (фиг. 179) вдвое меньше касательной АВ и 0т- 
р%8зокъ АС больше отр%зка СО на 2 фут. Сколько футъ содержалъ 
касательная АВ и сЪкущая АО? 


ТЕОРЕМЫ. 


| н 142) Изь вершинъ В и С треугольника АВС опущены перпенди- 
| 20а 1 © : ” м т 
Г 9779 ао 
1) ах вопрос и слвВдуюцие за нимъ вопросы рЪшаютея к 
уравнен! второй степени, 
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`вуляры ВЕ и СР на противоположныя стороны АС и ВС. Требуется 
доказать, что эти прот лы обратно пропорцюнальны ^ каф 
намъ АВи АС. гы (4% 

143) Въ треугольник% АВС чрезъ вершину В проведена прямая 
ВЕ до пересфченя Е съ противолежащимъ бокомъ такимъ образомь, 
что уголь АВЕ равенъ углу АСВ; слдовательно прямыя ВЕи ВС 
анти-параллельны относительно угла А. Требуется доказать, что сто- 
рона АВ есть средняя пропорщюнальная между стороною АСи ея `от- 
р№зкомъ АЕ. 

144) Если изъ вершинъ В и С треугольника АВС опущены’ пер- 
пендикуляры ВЕ и СО на противоположныя стороны АСи АВ, то ето- 
рона ВС и прямая ПЕ, соединяющая основануя этихь перпендикуля- 
ровъ, должны быть анти-параллельны относительно угла А. 

145) Чрезъ оконечность А д1аметра АВ проведена хорда АС и 
изъ ея оконечности С опущенъ перпендикуляръ С на АВ. Требуется 
доказать, чо квадрать даметра АВ относится къ квадрату хорды 
АС точно такъ, какъ мня. 5% отноватся къ Асер гы хорды 
АС на д1аметр® АВ. _ Зач вчьфеы в 

146) Во всякомъ прямоугольномъ и льнИк% катеть есть сред- 
няя пропорцюнальная между суммою и разностью гипотенузы и дру- 
гаго катета. 

147) Разность квадратовъ двухъ сторонъ АВ и АС треугольника 
АВС (фиг. 176) равна удвоенной третьей стороны ВС, помноженной 
на проекцию МО прямой АМ, раздфляющей сторону ВС ‘ва дв рав- 
ныя части. 

148) Квадраты двухъ хордъ АС и АР, проведенныхь чрезь око- 
нечность дзаметра АВ, пропорцюнальны проекщямъ АЕ и АЕ ЭТИХЪ 
хордъ, взятымъ на даметрЪ. 

149) Къ двумъ окружностямъ, касающимся изъ-виЪ, проведена 
касательная. Требуется доказать, что часть касательной, содержа- 
щаяся между точками касания, ‹ бредряя пропорщюнальная между 
дламетрами окружностей. ЕВ 

150) Чрезъ оконечности даметра АВ проведены БС. жа 
п ВМ къ окружности С, и къ ней-же между прямыми АМ и В 
ведена касательная РЕ, которая въ точкЪ Е касан!я раздЪляется на 
два отр$зка ОЕи ЕЕ. Требуется доказать, что радусь данной м 
ности есть средняя пропорцюнальная между этими отр®зками. _ 
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_ №5) Перпендикулярно къ даметру АВ чрезъ точку С, лежащую 
на его продолженш, проведена прямая ММ; потомъ оть А до ММ про- 
ведены прямыя АО и АЕ, пересВкаюния окружность въ точкажь Е и 
С. Требуется доказать, что а = о Е 0 ту 
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ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


152) Чрезъ точку А, данную вн круга, провести Вт та- 
кимъ образомъ, чтобы ея отр%®зки были равны. 

153) Чрезъ точку А, данную внЪ круга, провести сЗкущую та- 
кимъ образомъ, чтобы ея внутренний отрЪзокъ равнялся данной пря- 
МОЙ 27. 

154) Внз даннаго круга найти такую точку А, чтобы отъ нея 
можно было провести дв касательныя, которыхъ сумма должна рав- 
няться сЪкущей, проведенной отъ А чрезь центръ С данной окруж- 
ности. 

155) Между окружностью С и точкою А, находящеюся на продол- 
жеши даметра ОВ, найти такую точку Х, чтобы касательная, про- 
веденная изъ Х къ окружности, равнялась разстоянио ХА. 


156) Чрезъ точку касашя Ш двухъ окружностей О и.О’, касаю- 
щихся изъ-внутри, провести такую прямую ВО, чтобы ея отрфзокъ 
ВС, находящ!йся между данными окружностями, равнялся данной 

прямой 27. 

157) Описать окружность такимъ образомъ, чтобы можно было 
провести хорду, равную данной прямой 9%, и соотв тствующую цен- 
тральному углу въ 120°. ] 

158) На данной окружности требуется найти такую точку М, 

чтобы ея разстояшя МА и МВ отъ точекъ А и В, даиныхъ на окруж- 
ности, относились между собою; какъ числа т и я. 

159) Данная прямая а относится къ неизвфстной прямой 2 точно 

такъ, какъ другая неизвЪстная у относится къ данной прямой 4. 
`Зная, что сумма прямых хиу мы равняться и т, найти 
"примыя хи у. 

`160) Чрезъ двЪ точки С и Р описать окружность, врет = къ 

данной прямой АВ. 


161) На прямой АВ, данной ви% круга, найти такую точку, чтобы 
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изъ нея можно было провести къ евъьы окружности касательную, 
-равную прямой и. 

162) На данной окружности С найти такую точку, чтобы каса- 
тельныя, проведенныя отъ нея къ окружности С*, составляли прямой 
уголъ. 

163) Относительно данныхъ прямыхъ я и и найти такую прямую 
х, чтобы ‚разность т — 2 относилась къ разности х — и точно такъ, 
какъ относятся прямыя 2 и ®. (Прямая 2, удовлетворяющая усло- 
вямъ задачи, называется среднею зармоническою прямыхъ т и п). 


ими 


ШЕСТАЯ ГЛАВА, 


Вписанные въ кругЪ правильные многоугольники и описанные около него. 
многоугольники. 


86, Многоугольникъ, котораго стороны суть хорды окружности, 
называется вписаннммь въ круг; а окружность въ этомъ случа 
называется отисанною около многоугольника. Мнотоугольникъ, ко- 
тораго стороны касаются къ окружности, называется описаннымь 
около круга; а окружность въ этомъ случаЪ называется описанною 
въ многоугольник$. 

Теорема. Во, всяком» четыреуюльникь, вписанномь в 
круць, сумма противоположных» уьловь равна двумь прямымъ 
умаме. ' 

Виисанный уголь А (фиг. 182) измбряется половиною` дуги 

Фиг, 182. = ВОГ и уголь С измфряется половиною дуги в 

д слёдовательно ХА Д.С изифряется полу 
дугь ВСП и ВАР, или полуокружноетью. (62 
87. Теорема. Во всякомь четыреуольникь, 
в © вписанномь в5 крупь, произведение Оалюналей 
ти суммь произведений противолежащихь 
сторон. 
Построивъ уголь АШЕ, равный углу ВОС (фиг. 188) полу 
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‚ Фиг. 183.  чимъ подобные треугольники АЕ. и ВОС, потому- 
- 410 С АРЕ = Д ВОС (по построеню) и. РАЕ 
ОВС (измфраются половиною одной и той-же 
дуги 006). Изъ этихъ треугольниковъ составится 


° пропорщя 
АЕ _ АО АШХ ВС 
-вс — вр, откуда АЕ = р. 


Треугольники ЕОС и ПАВ подобны, потому-что / СВЕ = 
ДС АУВ (Д СПЕ = Д 608+ Д ВБЕ, д АБВ = / АБЕ 
+ 1 ВОЕя Д СВ = ДАТЕ), Д Е = ДАВО (изи$- 
раются половиною одной и тсй-же дуги АО). Изъ этихъ подобныхъ 
треугольниковъ составится пропорщя 
8 А ку» вс = а. 
_ Наконець составихъ сумму 
Кр, БО До, 
откуда. 
АСХ ВЬ =АБХ В6-- 26 ЖАВ. 
Это предложене называется //толомеевой теоремою. 
88. Теорема. Около всяко’ правильно мноюуюльника 
возможно описать окружность. 
Сначала опредвлимь центръ О окружности, ий чрезъ 
Фиг. 184. три точки А, В, С (фиг. 184) и потомъ 
Я проведемь радусы АО, ВО, 60, 90 и 
г. 

Треугольники АВО и ВСО равны, 
потому-что АВ = ВС (стороны правиль- 
наго многоугольника) и ВО = 40 = 60 
(радлусы); сл®довательно / ВАО = 
= (г ДАВО= 080 = ДВС0. По ра- 

в венству этихъ угловъ мы заключаемъ, 
что Д АВО= +». илАвб и Д ВбО0 = '/з /_ ВС); слфловательно 
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`ДВС0 = Д.1060. Также треугольники ВС0 и 0СО равны, потому 

‘что сторона СО’общая, ВС — СО. (стороны правильнаго многоуголь- 
ника) и Д ВС0 = /_ 90 (но хоказанному); слфдовательно ВО = 
ВОя / СВО = 2610. Тавь какъ ДСОЕ = ДАВС, / 080 
= Д (ОО и С 680 = ‘ВЕ АВС, то /.6В0 = 1/з ДВЕ = 
Д ЕБО. 

Изъ равныхъ треугольниковъ ь Сто и ЕОО. мы выводимъ 60 = 
ЕО и / 060 = ДЪЕО ит. д. 

По’равенству прямыхъ АО, В0, С0, РО ит. д. мы заключаенъ, 
что окружность должна пройти чрезъ: вершины А, В, С, О, Е ит. д. 

Обратное предложенте. Раздфливъ окружность на 2 раз- 
ныхъ частей въ точкахъ А, В, С, О ит. д. (фиг. 184) и проведя 
хорды АВ, ВС, СП ит. д., получимь правильный Уногоугольникъ 
съ я сторонами. Въ саможь дфлЬ, стороны АВ, ВС, СП) ит. д. 
равны, какъ хорды, соотвётствующия равныхь дугамь, и углы АВС, 
ВС, СЕ и т. д. равны, потому-что они внисаны въ равныхъ ‘еег- 
ментахъ. Отсюда мы заключаемъ, что в» ‘крумь возможно вписать 
какой уюдно правильный мноюуольнико. 

\Следетвие. Раздфаивъ каждую изъ дутъ АВ, ВС, ©О..; (фиг. 
184) въ точкахъ а, 6, с... на двф равныя части и проведя хорды 
Аа, аВ, ВЬ, 60, Сс, с)..., получимъ вписанный правильный мно- 
гоугольникъ съ 2% сторонами. Въ самомъ дл, Аа = аВ = В = 
50 = ..,. (хорды, соотвётствующи равнымъ дугамъ), С АаВ = 
ДаВь= Д Ве=.... (виисанные углы, между сторонами кото- 
рыхъ заключаются равныя дуги) и каждой сторон многоугольника 
АВСО... соотвфтетвують двф стороны многоугольника АаВЬС... 

89; Теорема. Во всякомг правильном» мноюуюльникъ в03- 
можно вписать окружность. 

Периендикуляры 60 и НО (фиг. 185), возставленные изъ сред- 
нихъ  точекъ и Н двухъь смежныхь сторонъ АВ и ВС, перес%- 
каются въ точк® 0, равно-отстоящей ‘оть сторонъ многоугольника. 
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а `В ваможъ `дФл®’, треугольники 
ВОб и ВОН равны, потому-что 
сторона ВО общая, В@ = ВН = 
1/зАВ и Д ОВ@ == Д ОВН С, 
151); слВдовательно 40 = НО. 
Возставивъ перпендикуляръ КО 

‚ изъ ередины К стороны С), полу- 
чимъ равные треугольники СОН и 

‚(981 СОК, потому-что сторона СО об- 

щая, сн= СКи / НСО = Д КСО СТ, 151); слВдовательно НО 
— КО. Точно такимжъ-же образомъ доказывается, что КО = 10, 

[0 = МО ит. д. По равенству разстояый (0, НО, КО ит. д. 

мы заключаемъ, что окружность, описанная изъ точки 0, касаетея 

къ ‘сторонамъ' многоугольника въ точкахъ @, Н; Кит. д. 

90. Обратное предложен{е. Раздфливь окружность на 

® равныхъ частей и проведя къ ней кагательныя чрезъ точки д е- 

‚мя @, Н, К, Бит. д. (фиг. 185), получимъ правильный много- 

`угольникъ съ и сторонами, описанный около окружности. Въ самомь 

дЬлв, проведя хорды №, @Н, НК’ит. д., получимь равные тре- 
угольники АСМ, ВНб, СКН ит. д., потому-что Мб =@Н = НК 
и т. д. (хорды, соотвфтетвуюня равным дутамъ), Х АМб’== 

-ДА@М = Д ВН = / ВН@ = Д СНК = Д.СКНит. д. (каж- 
дый изъ этихъ угловъ измфряется половиною дуги, заключающейся 
между двумя точками дфленя окружности); слвдовательно / МА@ 

== @ВН == Д НСКит. д. Такъ какъ въ этихъ равныхъ треуголь- 

никахъ равныхъ угламъ противолежатъ равныл стороны, то АМ = 
Аб — СВ = ВН = НС = СКит. д. ида-- В =ВН + НС 
Е СК + КР ит. д. или АВ = ВС = С) и. д. Отеюда сл- 
дуетъ: чтюбы описать около круа правильный мноюуюльник» 65 
п сторонами, должно раздълить окружность на п равныл® ча- 
стей и чрезь полученныя к дъленя. провести касательныя 
кз окружноети. _ 
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91. Слъдетвле. По вписанному въ круг правильному много- 
угольнику съ и сторонами возможно описать около того-же круга 
Фиг. 196. правильный многоугольникъ съ и 
сторонами. Для этого раздфлимъ 
каждую изъ дугъ, соотвЪтетвую- 
` щихъ сторовамъ вписаннаго много- 
угольника, въ точкахъ М, №, Ки 
т. д. на дв равныя части; полу- 
чимъ # равныхъ дугъ (фиг. 186). 
Проведя касательныя въ окружно- 
сти чрезъ точки М, М; Кит. д., 
получимъ правильный ‘многоуголь- 
ниКЪ съ сторонами, въ которомъ стороны АВ, ВС, СТ ит. д. с0- 
отвфтетвенно параллельны къ сторонамъ аб, фс, са и т. д. вписан- 
наго многоугольника, и каждая изъ вершинъ, какъ напримвръ В, 
находится на продолжеши радтуса, проходящаго чрезъ соотв тетвую- 
щую вершину 6. Въ самомь дЪлЬ, дв соотвфтетвующия стороны, 
какъ напримфръ ВС и 6с, паралаельны, потому-что они перцендику- 
ларны къ одной и той-же прямой ОМ, а двЪ касательных , вакъ на- 
прим5ръ МВи МВ, должны пересфкаться на прямой ОВ, сене 
щей уголь МОХ на двф равныя части. ть 
92. Слъдствле. Если около круга (фит. 186) ‹ описанъ ‚ пра- 
вильный многоугольникъ АВСО...., содержаний я сторонъ, его. вер- 
шины А, В, С, О... соединены съ центромъ О, и чрезъ. точки а, В, 
с, 4... пересфчетя прамыхъ ОА, ОВ, ОС... проведены касательныя 
между сторонами многоугольника, то образовавиийся правильный 
многоугольникъ ЕК@НПо... содержить 2” сторонъ. о 
Дьйствительно, проведя радлусы ОМ, ОМ, ОК... и хорды МЬ, 
ЬХ, №... получимь Д МОХ = Д МОК = ит. д. (потому-что 
дуги МХ, МК ит. д. равны) и равные треугольники МОВ, ХОБ, 
потому-что / ВМО = Д ВМО = 90°, сторона ВО общая и ОМ= 
ОМ; слдовательно Х МОВ = Д МОВ = */› Д МОХ, Точно так- 


же доказывается, что Д. №06 = Д. СОК = \/з Д ХОКит. д. 0т- 
сюда слфдуетъ, что ри МОВ = { МОВ = д. №6 = = = Сок и 
т. д. По равенству Этих угловъ мы заключаемъ, что треугольники 
МОЬ, №06, ХОс, КОс ит. д. равны; слфдовательно МВ = ЬХ = 
№ =сК = ит. д. По предъидущему известно, что ке 
ЕЕ@НИ..... содержитъ столько сторонъ, сколько сторонъ въ много- 
угольникё МЬМСК....; но многоугольникъ МЬМсК.... иметь 2п 
сторонъ , слвловательно и въ многоугольник® ЕСН... также 2п 
сторонъ. 

93. Сльдствте. По предъидущему (59) извЪетно, что центръ 
0’ (фиг. 186) равно-отстоить отъ среднихъ точекъ ть, # и т. д. сто- 
ронъ аб, 6е, с@ и т. д. многоугольника; стфдовательно если изъ 
точки О’ описать окружность радуусомь От, то эта окружность прой- 
детъ чрезъ точки т, дит. д. Отсюда мы заключаем, что центръ 
окружности, описанной ‘около правильнаго многоугольника , совиа- 
даетъ съ центромъ окружности, виисанной въ многоугольник®. 

Центромь правильнаго многоугольника называется общий центръ 
окружностей: вписанной и описанной. Эта точка, равно-отстоящая 
отъ вефхъ сторонъ и везхъ вершину ‚ есть точка пересфченя пря- 
мыхъ, раздфлающихь углы многоугольника на двф равныя части, и 
точка пересфченя перпендикуляровъ, возставленныхь изъ среднихь 
= сторонъ. | 

| Радлусомь 1 правильно хногоугольника называетея радтусъ опи-. 

за шой овружноети. Радтуеь. окружности, вписанной въ правильнохь 
иногоугольникЗ, называется его апооемою ; такъ нанримфръ въ (фиг. 
186) О. радлусъ многоугольника а0с4.... и От его апооема. 

Центральнымь уломь правильнаго р - называется 
утбль`а05; воставляемый двумя сиежныхи радлусами @0’ и’ 50. Этоть 
уголъ равенъ углу жОЛ, составляемому двумя смежными аповемами 
От и Ой; тол довательно ` центральнымь `угломъь а0б дополняется 
уголь ий ‘многоугольника до’двухъ ‘прямыхъ угловъ. Такъ какъ 
центральный уголь’ многоугольника, имфющаго % сторонъ, равенъ 


ая 
—и › ТО уголь фи многоугольника равенъ 180° ОА: 
что въ равностороннемь треугольникв каждый уголь равенъ 60° и 
уголь квадрата содержитъ 90°, мы заключаемь, что уголь всякаго 
правильнаго многоугольника долженъ быть тупой. 
94. Задача. В» крузь вписать квадрате. 
Проведя два взаимно- перпендикулярные д1аметра АС и ВУ, 
Чит. 187. соединимъ ихъ оконечности прямыми АВ, ВС, 
СЪ, А (фиг. 187). Полученный четыреуголь- 
никъ АВСО, въ которомъ всф стороны рав- 
ны, какъ хорды, соотвЪтствующуя равнымъ 
дугамъ, и углы прямые, есть квадратъ. 
Изъ прямоугольнаго треугольника АОВ мы 
имфемъ 7 
АВ* =А0*--В0*=2А0?, откуда —л0-=У2; 
слЪдовательно отношене бока квадрата къ рафусу описанной 
окружности есть число иррачиональное. 


95. Сльдствте. Разд®ливъ каждую изъ дугъ, соотвфтетвую- 
щихъ бокамъ вписаннаго квадрата АВСУ въ точкахъ а, 6, с.... на 
двф равныя части и проведя хорды аВ, В, 60...., получимъ впи- 
санный правильный восъмиугольникъ. Чтобы вписать въ круг пра- 
вильный многоугольникъ съ 16 сторонами, мы раздфлимъ на двв 
равныя части каждую изъ дугь Аа, аВ, ВБ, КС ит. д., соотвфт- 
ствующихъ сторонамъ внисаннато правильнато восьмиугольника, Про- 
должая дрлеше дугъ на двЪ равныя части, мы можемъ получить ть ; 
вильные иногоугОльники съ 32, 64 и т. д. сторонами. :. . 

96. Задача. Вписать в5 кручь правильный шестилоль- 
никз. 

Предиоложимъ, что задача рёшена и что въ круг» вписанъ пра- 
вильный шестиугольникъь А КВНС@: (фиг. 188). Проведя два смеж- 
ные радтуса АО и 60, получимъ. треугольникъ А06’, въ котороиъ 


[ Ав0 = Д @АОи Д Аб = 3°° 
— 60”; слдовалельню Д 460 = 
С. ЧАО = 60°и АОб равностороннй 
треугольникъ, въ которомъ Аб = АО, 
Т. 6. б0к5 правильно шестиуюольника 
равенх радусукруи. Отсюда слвдуетъ: 
чтобы вз крупь вписать правильный 
шестиуюльникь, должно отложить 
радгусь круа тордою шесть разг. 

97. Слъдствте. Соединивъ вершины А, В; С вписаннаго пра- 
вильнаго шестиугольника, получимь равностороннй треугольникъ 
АВС, вотонуччто каждой изъ сторонъ АВ, АС и ВС соотвфтетвуетъ 

дуга, равная третьей части окружности. 

Чтобы вычислить бокъ ВС впиеаннаго равносторонняго треуголь- 
ника АВС, проведемъ даметръь В@; тогда изъ прямоугольнахо тре- 
угольника ВС(+ (уголь ВС@ прямой, потому-что его стороны прохо- 
дятъ чрезъ оконечности маметра) получимъ 

ВС* = Вб* — 06 * = 4В0* — ВО* или ВС’ = 3В0*; 
откуда Во = Уз; 
слдовательно отношене бока вписаннао правильнало (равносто- 
ронняю) треуюльника къ рабусу кра есть число иррацио- 
нальное. 

-98; Чтобы въ круг® внисать правильный многоугольникъ съ 12 
сторднами, мы раздфлимь на двф равный части дуги, соотвфтетвую- 
ця сторонамъ вписаннаго правильнаго шестиугольника, и проведемъ 
хорды Вс, сК, Кб ит. д. Продолжая дфлить дуги на двф равныя 
части, мы можем получить правильные вк С съ 24, 48 
и т. д. сторонами. 

99. Задача» Внисать вз круиь правильный десятиуюль- 
никз. ь- 

Предположимь, что задача ршена и что найденъ бокъ АВ (фиг. 


— 2 — 


189) правильнаго лесятиугольника. Въ равнобедренномь треуголь- 
Фиг. 189. 


ник АВО уголь АОВ = 9" — 360 
ТД АВО = Д Во = 7 — 70; 
слъдовательно ДАОВ = Л во = 1/2 / ВАО. 

Раздъливъ уголъ ВАО прямою АС на двЪ равныя 
части, получимь / САО=1/› Д ВАО= Д АОВ; 
слфдовательно треугольникъ АСО равнобедренный и 
0С = АС. Уголь АСВ, виё шей относительно треугольника ДСО, 
равенъ Д. САО ДС А06 =2Д САО = Д ВАО = ДАВО.. По 
равенству угловь АСВ и АВО мы заключаем, что АВ —= АС. Такъ 
какъ 06 = АСи ДВ == АС, то также ОС = АВ. По предъидущему 
(43) извЪетно, что прямая АС раздфляетъ сторону ВО № г от- 


ее пропорщональные прилежащимь сторовамъ, т.е. оао но` 


— 0би АО == ВО, слВдовательно 
вс__0с во __ 06 
0с— во ИИ ос вс: 


Эта пропорцая показываетъ, что радлусъ ВО раздфленъ въ сред- 
немъ и крайнемъ отношени (85). 

Отсюда слфдуетъ: чобы вписать вз круть правильный деся- 
тиуюльникь, должно раздълить радгус» вх среднем и крайнем 
отношеши, и больший отръзокь (С0) отложить в5 крут хордою 
десять разз. 

`Чаюбы вычислить бокъ АВ внисаннаго правильнаго слой 
ника, зам нимь ОС в АВ въ Алем УРНЫ кре 

ВС” АВ в отвяленаеди дланавонця тонов и” 
ПОлУЧИИЪ дБ — до; откуда Нуар = ее 
АВ" — ож во = 40 (40 — АВ) п или 
АВ? =^0* — АО ЖАВ или АВ* + АОХАВ-=А0* =0. - 
`Рашешемъ этого’ квадратнаго уравнешя получится т г 77 


Ав= м + 20? = 0 А 


— > 


100. Следотвте. Соединивъ вершины внисаннаго правильнаго 
десятиугольника чрезъ одну вершину, получимъ вписанный правиль- 
ный пятиугольник. Если АВ сторона вписаннаго правильнаго пяти- 

Фиг. 190. угольника (фиг. 190) и ВС сторона внисан- 
наго правильнаго десятиугольника, то / СВО 
= 12° и ДАОВ = 3%” — 12°, По равен- 
ству этихь угловъ мы заключаемъ, что пря- 
мыя ОА и СВ параллельны. Чрезъ точку 0 
проведя прямую параллельно къ АВ до пере- 
сфчешя Г) съ продолженною стороною ВС, получимь параллелограмъ 
АВПО, въ которомъ сторона ВП равна радуеу ОА и сторона ОП 
= и Вх: проведя 5 РЕ изъ точки 0), получинъ 


(83) р = =; но также р == = (потому-что бокъ внисаннаго пра- 
вильнаго десятиугольника равенъ большему отрфзку радтуса, разд%- 
леннаго въ среднемъ и крайнемь отношении). Сравнешемъ этихъ 
двухъ пропоршй мы заключаемъ, что РЕ = ВС. Изъ прямоугольнаго 
треугольника 0ОЕ получимъ 
00* = 0Е*-{ ЕО, 

нб ОП) = АВ, и А, ЕР = В6 = 40 3-0 (м, 99) п 
В0*— 40? 5—0 в 


; слЪдовательно 
АВ* —= А0* ры Аба 5"), 
АВ= У Ю—ЗуБ, 
Поэтой формул вычисляется бокъ внисаннато правильнаго пяти= 
угольника. 
101. Задача. В круиь вписать правильный мноюуюль- 


никз съ 15 сторонами. 

Отложимъ дугу АВ, равную '/в окружности, и потомъ дугу ВС, 
равную '/ло окружности, такимъ образомъ, чтобы точка С упала 
между точками Аи В; тогда дуга АС равна 1/в безъ 'Ло, т. в, 1/15 

№. 


> Фе 


окружности; слЪдовательно хорда, соотвфтствующая дуг» АС, есть 
сторона правильнаго многоугольника съ 15 сторонами. о 
102. Задача. По извьстному радусу В. и данной сторонь 
6Н ==а (4. 185) вписаннаю мноюурлольника вычислить сто- 
рону описаннаю мноюуюльника, подобнаю данному. 
Треугольники Об» и 0@В подобны, потому-что Д О’ = 


(065 = 90°и Д. ВОб общий; ифиотллиино 
ва. _ 
бя д. 


К: сторону. описаннаго многоугольника чрез 2 и зная, 


=У6о 60*— 6" = ЗУ узи полу- 


ЧИМЪ 
28, 
УР а (1); 
ое я РТТ 


п ужи: (9. Ре 

Если радусъ В = 1 (т.е. какой-нибудь линейной мрв), то 

2 = я в (3). 

103. Задача. о данному радусу В и изаъстной сто- 
ронъ а = а (фи. 186] вписаннаю правильнало мнобуюльника, 
имъющаю п сторон, вычислить сторону МЬ = х правильно 
вписаннало мноюзулольника, содержащелю Эп сторонз. 

ИзвЪетно, что хорда БМ есть средняя пропорщональная между 
даметромъ ММ' и ея проекщею Мж = ОМ — Ож на этомъ л1аме- 


тръ; т. е. 
мм: 
мь — Фи ; чина. 


МЬ* = 28 (В — ж0) = ВОВ — 20); 
но изъ прамоугольнаго треугольника Об выводится 


0 =Ую: мы! =Ив:— "= Уча, 


— 
оне эту величину 0 въ выражене Ми*, получижь 


—=ВОВ— у 4В*— а”), откуда = Узая— Уи. - 
а В — 1 посльдняя формула обратится Въ ке 
п ==! У $ = И 4—«. 
Зная, что отъ умножешя суммы 2-- У {вв разность 
3—-У4 — а? ен ить квадраловь, 4 —4-+а* —=а*, 
мы имфемъ 


2 в 548 = я откуда ы 


(Уз Ум) (Уу Е а) ^ 
&=У2—И1—а=^ УЗУТ > уу 5). 
104. Сльдствте. По извфетному боку правильнаго ивогоуголь- 
ника, иивющато  сторонъ и впиеаннаго въ круг, котораго радлусъ 
равенъ 1, возможно вычислить повтореннымь приложешемъ формулъ 
(3, 102) и (5. 103) стороны и периметры вписанныхъ правильныхъ 
многоугольниковъ, содержащихь 2, 4п, Эт... сторонъ, и потомъ 
найти стороны и периметры описанныхь правильных многоугольни- 
ковъ, ииЪющихъ 2и, 4, Зи... сторонъ. Поередствомь этихъ вы- 
численй составится слЪдующая таблица: 
| 


Дая виисанныхь правильныхъ Лля описанныхъ правильныхъ 


| 
многоугольниковъ. | многоугольниковъ. 

Периметры, Нериметры. 

Шан .....-... 6 Нил —6......... 6,9282 
ИРА роль 6,2116 | рийее 18 или 6,4308 
упал бб уз ауяная 6,3192 
ВВ о ененеяе 6,2786 | _„я—=48 6,2920 
ЗЕМ ке вьь. 6,2820 „ПЕ аи кьь 0,2854 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


164) При радлусЪ, равномъ 8‘фут., вычислить сторову вписаннаго 
травильнаго треугольника. 
14* 


— 


165) Сколько футъ содержитъ сторона описаннаго правильнаго 
треугольника, если бокъ внисаннаго правильнаго треугольника ра- 
венъ 3 фут.? 

166) Рамусь окружности, вписанной въ правильномъ треутоль- 
ник, равенъ 6 фут.; сколько футъ содержить радусь окружности, 
описанной около этого треугольника? 

167) Какимъ радмусомъ должно описать окружность круга, чтобы 
сторона вписаннаго правильнаго треугольника содержала 8,66 фут.? 
|7 168) Сторона квадрата, вписаннаго въ кругф, равна 21,21 фут-; 
сколько футъ содержитъ радйусъ этого круга? 

} 169) Сторона квадрата, вписаннаго въ кругЪ, равна 4 фут. ; сколько 

_ футъь содержитъ бокъ описаннаго квадрата? 

170) Радлусь квадрата равенъ 4 фут.; сколько футъ содержитъ 
аповема этого квадрата? | 

ТИ) Сколько футъ содержитъ сторона правильнаго десатиуголь- 
ника, если его радтусъ равенъ 6 футамъ? 

\7 192) Сколько футъ содержитъ сторона правильнаго пятиугольника, 
`виисаннаго въ кругф, коего радусъ равенъ 12 фут.? | | 

173) Бокъ правильнаго пятиугольника, вписаннато въ круг, ра- 
венъ 5 фут.; сколько футъ содержить сторона описаннаго правиль- 
наго пятиугольника ? 

174) Сколько футь содержитъ аповема правильнаго пятиуголь- 
ника, котораго ражусъ равенъ 5 фут.? 

175) Какимъ радусомъ должно описать окружность круга, чтобы 
бокъ вписаннаго въ ней правильнаго десятиугольника равнялся 92,7 
фут.? 

176) Сколько футъ содержитъ сто] она правильнаго шестиуголь- 
ника, если его аповема равна 2,5 фута? 

177) Сторона вписаннаго правильнаго шестиугольника равна 6 
фут.; сколько футъ содержить сторона описаннаго правильнаго ше- 
стиугольника ? з 
‚ 198) Сторона правильнаго пееоьнный описаннаго около 
круга, равна 5,4 фут.; сколько футъ содержитъ сторона вписаннаго 
правильнаго шестнугольника? 

179) Около круга, коего радусь равенъ 12 дюйм.; описанъ пра- 
вильный восьмиугольникъ. Вычислить сторону этого восьмиугольнака. 

180) Около правильнаго шестиугольника описана окружность кру- 


| 
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га, коей рамусь равенъ 7 фут.; сколько футь. нь радлусь 
вписанной окружности ? 

181) Радусь окружности круга, вписанной въ хрома деся- 
тнугольникЪ, равенъ 8 дюймамъ. Вычислить сторону этого десяти- 
угольника. 

182) Радусъь окружности круга, вписанной въ квадрат, равенъ 
15,4 фут. ОпредЪлить бокъ этого квадрата. 

153) Вь круг, коего маметръ равенъ 4 фут. 2 дюйм. , вписанъ 
правильный двЪнадцатиугольникъ. Вычислить бокъ этого двЪнадцати- 
угольника. 

184) Въ круг, коего дламетръ равенъ 10 фут., вписанъ празиль- 
ный восьмнугольникъ. Вычнелить бокъ этого восьмиугольника. 

185) Сколько футъ содержитъ сторона правильнаго двЪнадцати- 
угольника, коего апоеема равна 4,5 фут.? 

186) Сколько футъ содержитъ сторона вписаннато въ кругВ пра- 
вильнаго пятиугольника, если сторона описаннаго правильнаго илти- 
угольника равна 13,6 фут.? 

187) ДЛаметръ окружности круга, описанной около правильнаго 
десятиугольника, равенъ 18 фут.; сколько футъ содержить радусь 
виисанной окружности? 

188) Сторона правильнаго многоугольника, содержалкаго 2% сто- 
ронъ и внисаннаго въ круг%, равна 3,2 фут., и радтуеь этого круга 
равенъ 4,8 фут. Вычислить бокъ вписаннаго правильнаго многоуголь- 
ника, имфющаго и сторонъ. 

189) Въ круг вписанъ правильный иятиугольникъ, котораго сто- 
рона равна 9,4 фута. Вычислить радусъ этого круга. 

190) Сколько футь содержить радлусъ окружности круга, описан- 
ной около правильнаго двнадцатиутольника, котораго сторона со- 
держитъ 12,94 фута? 

191) Сторона правильнаго многоугольника, содержащаго я сто- 
ронъ и виисаннаго въ кругЪ, равна 0,6 фута, и ражусь этого круга 
равенъ 1 фут. 2 дюйм. Сколько футъ содержитъ сторона оппсаннаго 
правильнаго многоугольника, имфющаго 2 сторонъ? 

‚ 192) Сколько футъ содержить сторона вписаннаго правильнаго 
двЪнадцатнугольника, если сторона онисаннаго правильнаго двЪнад- 
цатиугольника равна 24,8 фут. ? 
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193) Радлусь окружности круга, описанной около правильнаго 
двЪнадцатву гольника, равенъ 40 фут. ; сколько футъ содержать: ра- 
д!усъ вписанной окружности? г 121 


ТЕОРЕМЫ, 


194) Вовсякомъ четыреугольникЪ, описанномъ около круга, сумма 
двухъ противоположныхь сторонъ равна суммЪ двухь другихъ про- 
тивоположныхъ сторонъ. - 

195) Въ кругЪ вписанъ треугольникъ АВС, чрезъ вершину А про- 
ведена касательная А@ къ окружности и параллельно къ Аб прове- 
дена прямая ВО отъ ны В до пересфчешя ПО съ бокомь АС- 
Требуется доказать, что АВ'=АСХАР, 

196) Квадратъ стороны внисаннаго правильнаго треугольника ра- 
венъ утроенному квадрату стороны вписаннаго правильнаго шести- 
угольника. 

197) На окружности, аллинонивафиирииние: привит» 
АВС, дана точка М между вершинами В и С. Требуется доказать, 
что разстояше МА равно суммЪ разстояшй МВ и МС. 

198) Сторона 6 правильнаго треугольника, описаннаго около круга, 
вдвое больше стороны & вписаннаго правильнаго треугольника. 

199) Сторона правильнаго шестиугольника, описаннаго около 
круга, составляетъ /з стороны правильнаго треугольника, вписан- 
наго. въ томъ-же круг$. 

200) Въ кругЪ внисанъ правильный треугольнивъ, и средн! я точки 
и Е дугь АОВ и АЕС, соотв тетвующихъ бокамъ АВ и АС, сдеди- 
нены хордою РЕ. Требуется доказать, что эта хорда раздЪляется сто- 
ронами АВ и АС на три равныя части ЕЁ, Еа, 6), 

201) Сторона виисаннаго правильнаго пятиугольника относится 
къ сторонЪ виисаннаго правильнаго десятиугольника точно такъ, 
какъ длагональ этого пятиугольника относится ®ъ радтусу круга. 

203) Если въ круг\ виясаны слЪдуюние правильные многоуголь- 
ники: пятиугольник, имфюший сторону АВ, десятиугольникъ, имЪю- 
чай сторону ВЕ, и шестиугольникъ, то квадратъ стороны АВ равенъ 
сумм квадратовъ сторонъ ВЕ и АС (АС рамусь круга). 


— ® — 
203) Во всякомъ четыреугольник% АВСО, вписанномъ въ круг, 


отношеше между магоналями АС и ВО равно 
АС _ АВ.АО + ВС.Ср_ 
ВО — АВ.ВС + АШ,ОС * 


ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


204) Въ данномъ круг вписать треугольникъ, коего сторона АВ 
должна равняться дачной прямой т и периендикуляръ АУ, опущен- 
ный изъ вершины А на бокъ. ыы должень равняться по пря- 
мой п. 

205) Около круга описать четы реугольнивъ ‚АВС та такимъ обра- 
зомъ, чтобы стороны АВ и ВС соотвЪтственно равнялись даннымъ 
прямым 2% и м, и уголъ АВС равнялся данному углу р. 

206) На еже прямой АВ рн правильный восьмиутоль- 
НИБЪ. поет опа 

207) Вь круг вписать треугольникъ, коего углы соотв" бек 
должны равняться данным угламъ же, и, р. 

208) Около круга описать треугольникъ, въ которомъ два угла 
должны равняться даннымъ угламъ 2 и и. 

209) На данной прямой АВ постройть правильный двфнадцати- 

- 210) Въ данномъ кругВ вписать треугольникъ, коего сторона АВ 
должна равняться данной прямой т, а прямая АО, проведенная отъ 
вершины А и раздфляющая сторону ВС ва двЪ равныя части, должна 
равняться данной прямой #. 

211) Въ данномъ круг вписать четыреугольникъ, коего д1агонали 
должны равняться прямымъ 2% из, и пересекаться подъ угломъ, рав- 
нымъ данному углу р. 

212) Въ данномъ круг вписать четыреугольникъ такимъ обра- 
зомъ, чтобы одна изъ его’сторонъ и одна изъ дтатоналей  соотвЪт- 
ственно равнялись даннымъ прямымъ # и м, и чтобы уголь, состав- 
ляемый длагоналями, равнялся данному углу р. 

213) Изъ ланнаго квадрата АВСО образовать правильный восьми- 
угольникъ, отдфляя отъ квадрата равные треугольники АЕЕ, ВСН, 


СКЬ и ОМ. — 


я ат: кии ыиигих 


АР РА 


СЕДЬМАЯ ГЛАВА. 


Отношене между периметрамя подобныхъ правильныхь многоугольниковъ. Пе- 

риметръ вписаннаго правильнаго многоугольника тЪмъ больше, чёмъ больше 

число его сторонъ, а периметръ описаннаго правильнаго многоугольника тЪмъ 

меньше, чЪмъ больше число его сторонъ. Отношеше окружности къ д1аметру. 
Подобныя дуги. 


105. Теорема. Доа правильные мноюуюльника одинакао 
числа сторонз подобны, и ить периметры пропорщональны ра- 
усам и аповемамь. 

Даны (фиг. 191) правильные многоугольники АВЕ... и 
афае...., содержапие по ® сторонъ. 

Фиг, 191. Въ многоугольник 
АВВЕ...., также въ много- 
угольникв аб4е...., сумма 
угловъ равна 180°Х (и— 2); 
слФдовательно каждый уголъ 


й : многоугольника АВЬЮ....и 
каждый уголъ многоугольника аб4е.... равенъ ох. 0т- 


сюда мы заключаемъ, что углы данныхъ многоугольниковъ равны 
между собою. По равенству сторонъ АВ, ВО, ПЕ.... и сторонъ аб, 
Ьа, 4е.... получатся равныя отношеня 


рЕ 
[а Ре ИТ. 
° По равенству угловъ и пропорщювальности тир. даты. мно- 
гоугольники подобны. ь 
Проведя радтусы СА, СВ, са, с, получимъ равнобедренные тре- 


АС ВС 
угольники АВС и абс, въ которыхь Д. АСВ = Д.46 И „=; 


АС 


АВ 
слфдовательно эти треугольники подобны и”, — „‚. Назвавъ пери- 


метры данныхъ подобныхъ многоугольниковь АВС)... и аа... 


 —— 


чрезъь Ри Р’, получимь :а ыы Изъ двухъ выведенных пропор- 


ц, въ которыхъ вторыя отношеня равны, составится пропорция 
Р _ Аб 
РЕ ва "+++. (№. 


Проведя аповемы СМ и ст, получимъ подобные треугольники 
АСМ и аст, потому-что / АМС = Д атс = 90° и / АСМ = 
2 Д АСВ = 1/8 Даб = Д асту влфдовательно Си —=^С. Срав- 
нивЪ эту -пропорцио еъ пропорщею (1), мы получимъ 

т. ®). 
Я ст 

106. Теорема. Периметуз вписаннаю правильнаю мною- 
зюльника, имъющаю п сторон меньше периметра вписаннаю 
правилинаю мнооуюлиника, содержашиию 2п сторонг. 

Дана сторона @5 (фиг. 186) вписаннаго правильнаго многоуголь- 
ника, содержащаго я сторонъ. Раздфливъ дугу аМЬ на двЪ равныя 
части и проведя хорды аМ и ВМ, получимъ 

аМ - 6М >> аб или ЗаМ >> аб; 
откуда 2н.аМ >> п.аб. 

Назвавъ периметръ я.аф чрезъ р и периметръ 2”.аМ ред Ро 
получимъ 

р. > Р. 

Если мы раздфлимъ каждую изъ дугь аМ, МЬ, 6№.... на двЪ 
равныя и проведемь хорды, то получитея вписанный правильный 
многоугольникъ р имфюний вдвое больше сторонъ, нежели много- 
угольникъ р,; тогда по предъидущему легко доказать, что 

р, >Р.. 

Отсюда мы заключаемъ, что удвоенемьъ числа сторонъ, периме- 
тры вписанныхъ правильныхъ многоугольниковъ постепенно увеличи- 
ваются. 

_ 107. Теорема. Периметр» описаннало правильна мною- 
Злольника, имльющаело п сторонз, болыше периметра описаннаю 
правильнаяо мноюуюльника, содержещело 2 сторонз. 


ос Даны стороны АВ и ВС (фиг. 186) описаннаго правильнаго 
многоугольника, имбющаго я сторонъ. Чрезь средину 6 дуги ММ 
проведя касательную СН, получимъ 
ве вн > сн. 
’ Прибавимь 6М-- НМ къ объимь частямъ этого неравенства; 
у И | я я =, 
‚ ве ам вн -+нх > ме + ен нх или 
ВМ -- ВХ > Ра + ВН или 
АВ > З&Н. 

Назвавъ периметрь многоугольника АВСО.. А р и пери- 

метрь иногоугольника ЕРОН.... чрез р, по .: 
п.АВ > 2п.@Н илир > р, или р, < р. 

Точно такимъ-же образомъ доказывается, что периметръ р, опи- 
саннаго правильнаго многоугольника, содержащаго вдвое больше сто- 
ронъ, нежели иногоугольникь Рен. .› меньше периметра р. Отеюда 
слфдуеть, что удвоешемъ числа сторояъ, периметры онисанныхь пра- 
вильныхъ многоугольниковь постепенно уменьшаются. 

108. Теорема. Окружность крушв есть предълз, кз кото- 
рому стремятся периметры вписанныть и описанныхь правиль- 
ных мноюуюльниковь при безконечномь удвоени числа сторонг. 

Назовемъ чрезъ р периметръ вписаннаго правильнаго многоуголь- 
ника, имфющаго 9 сторонъ и сторону а, и чрезъ Р периметръ такого- 
же описаннаго многоугольника, те пт сторонъ и сторону 6; 
тогда (105) по предъидущему - > =? ‚ но (102, форм. 1) 

ь > 28 

а у —а › - = 
слЪдовательно 

ыы 28 

р у|-—@` 

Положимъ, что удвоетемъ числа сторонъ получились вписанные 
правильные многоугольники еъ периметрами ,, р., р...... И 6Ъ ст0- 
ронами а,, @,, а....... ; тогда по доказанному (106) мы имбемъ 


— 6 — 


ро рур ЗВ, Ир, ит. диаа, а Защ ка, ит. д. 
Продолжая удвоить число сторонъ вписанныхъ и описанныхь пра- 
вильныхъ иногоугольвиковъ, мы постепенно уненьшаемь стороны вии- 
‘анныхъ многоугольников и навонець дойдемь до такой стороны, 
ВЫ меньше всакой_ произыольно надой величины. И этомъ 


постепенно ты къ своему помазуЗВ" = у и т 


вательно дробь —„: Приближается къ —-_ = 1. Отеюда сл5- 


Бы 
Ив: — 38 
дуетъ: если сторона виисаннато правильнаго многоугольника сдф- 


НЕТ: 
лается меньше всякой произвольно малой величины, то отношене г 


между периметрами обратится въ единицу, или Р сдфлаетсл равнымъ 
р; слВдовательно периметры Ри р, которыхъ отношене прибли- 
жается къ единиц при безконечномъ удвоенти числа сторонъ, стре- 
мятся КЪ одному и тому-же предълу. 

.-.. Чри постепенномъ удвоеши числа сторонъ вписанныхъ и опи- 
санныхь правильныхь многоугольниковъ, число точекъ, общихь 
окружности круга и периметрамъ этихъ многоугольниковъ, носте- 
пенно увеличивается. Отсюда слдуетъ, что при постепенномъ удвое- 
ни числа сторонъ, эти периметры все болфе и болфе приближаются 
къ окружности круга; но такъ какъ между каждымъ вписаннымь 
иногоугольникомь и каждымь описаннымь должна находиться окруж- 
ность круга, то мы заключаемъ, что окружность круга есть предфлъ, 
въ которому приближаются периметры внисанныхъ и описанныхъ 
правильныхь многоугольниковъ при безконечномъ удвоеши числа 
сторонъ. 

- 109. Теорема. Окружности круювз пропоршональны ик» 
радиусамь.: 

—  Назовемъ данныя окружности чрезъ С и С’, и ихъ ралусы чрезъ 
В и®В.. Впишемь въ круг С правильный многоутольникъ, и по- 
добный ему иногоугольникъ въ кругф С’. Назвавъ чрезъ Ри Р' 


НУ Зе 


периметры этихъ многоугольниковъ, мы имфемъ пропорщю (105) 
Р Е 


РГ — №» 

которая справедлива при какомъ угодно числ сторонъ многоуголь- 
никовъ, даже если это число сдфлается произвольно большимъ; но 
въ такомъ случа периметры Ри Р' достигнуть своихъ предфловъ 


. 2 $ с 
Сиб’, и отношене „ замфнитея отношешемь ‹,; слФдовательно 


при достижен'‘и предфловъ предъидущая пропорщя обратится въ 
с к. 
рее 2 | 
110. Следствие, Въ выведенной пропорщи переставимъ сред- 
не члены и въ новой пропорц1и 


ава 
вю 
помножимъ посльдующие члены на 2; получимъ 
ЗАВ. 
—эв^ = эвг. 


Отсюда слёдуетъ, что для`вефхъ окружностей существуеть одно 
и то-же отношен!е окружности къ ея даметру, или другими словами: 
отношене окружности къ Фбаметру есть число постоянное. 


Это число, которое принято означать греческою буквою т, есть 
иррац!ональное, т. е. число, которое не можетъ быть выражено точ- 
нымъ образомъ; это число можеть быть вычиелено съ какою угодно 
точностью. 


111. Задача. Вычислишь отношевше окружности къ да- 
метру. 

Отношеше л выражаеть длину полуокружности, коей радусъ 
равенъ единиц®, потому-что равенство = т обращается въ т= 
1/26 при В = 1. По этой причинВ если вычиелить полупериметры 
правильныхъ многоугольниковъ съ 6, 12, 24, 48, 96.... сторонами 
(103, 5), вписанныхъ въ окружности С, коей рамусъ равенъ’ еди- 
вицЪ, то полученными числами выражается приближенное отношене 
т, изъ которыхъ каждое меньше числа т и ближе подходитъ къ т, 


— 


нежели число предшествующаго полупериметра. Потомъ если вычис- 
лить полуперижетры правильныхъ многоугольниковъ съ 6, 12; 24, 
48, 96..... сторонами, опиванныхъ около окружности С, то полу- 
ченными числами выражается приближенное отношене т, изъ кото- 
рыхъ каждое больше ‘числа т и тёмЪ ближе подходить къ этому 
числу, чфмъ больше сторонъ содержитъ соотвётетвуюний полупери- 
метръ. Этими вычлеленями получаются слЪдующия числа, соотвфт- 
ствующия правильным многоугольникамь съ 96 сторонами: 8,1410 
для полупериметра вписаннаго и 3,1427 для полупериметра описан- 
наго многоугольника. Отсюда слвдуетъ, что число п содержится между 
числами 3,1410 и 3,1427, и что 3,142 выражаетъ его величину 
съ точностью до 0,001. 

Выше-описаннымь способомъ отношене л вычислено Архиме- | 
домъ и найдено, что оно содержится между числами 

З- Э/: = 3,140.... из Э/о = 3/1 = 3,149.... 

Петрь Мещй (Мейиз), голландеюй математикъ, живиий около 
1550 года, нашель для т число 355/113. По новфйшимъ вычисле- 
мямъ найдено. 

п = 3,1415926535...; откуда /х = 0,3183098861..... 

112. Задача. Го извьстному радусу найти длинуокруж- 
ности, и обратно: по данной окружности отредълить ея ра- 
д#усв. в я 

Изъ равенетва ты выводятся слВдующтя формулы 

= 2=В.... (Пив=о..... (2); 


слЪдовательно 1) чтобы найти длину окружности; должно то- 
множить число т на удвоенный радиусь, и 2) чтобы опредъ- 
лить радёйусь, должно раздълить на т данную длину полуокруж- 


ности. 
ПримЪры. 
1) Вычислить 06005 колеса, котораю рабдусь равенз 10/2 
вершкам. 


Е 


_‹ Въ формулу (1) подетавимь 3,14 вифето т и 10,5 выбето В; 

получимъ . С тНеУНТЕО В АТР 
С = 3,14 Ж 21 =64,59 ре аршина съ точностью до 
0,01 аршина. _ 

2) Зная; что зрадусз эквазюра. содержит» 15 мини: 
скиль миль, найти радусь экватора. 

‚ Экваторъ содержить 15 Ж 360 == 5400 географичесвимь ми- 
лямъ. Чтобы найти радтусъ экватора, должно раздьлить 5*9°/з = 
2700 на т = 3,14159; получимъ В = 859,437 геогр. мил. съ 
точностью до 0,001 географической мили. 

113. Сльдотвте. Такъ какъ длина полуокружности, описанной 
ны В, равна 7В, то длина дуги, содержащей одинъ градусъ, 
равна 5 ; етвдовательно длина |, дуги, содержащей п оон и 
описанной ро В, выразится чрезъ 


Вл... (0... р 
Изъ этого выражешя выводятся двЪ елвдующия форели 
Ре; а Ва, (3), 
по которымъ возможно вычислить число педуноь и радиуеь оной 
нибудь дуги, зная ея плину.. | в} 5% 
_— Примфры. мы 


1) Раде» окружности содержить 41 дюйма; сколько 
дюймов» содержитз длина душ, равной 25045'? 
Въ формулу (1) подставивъ 253/4 = в виЪето п, 4,5 вмЪ- 


сто Ви 8,14 вместо т, получимь ^ ТАЗА 
=. % Е 2,021 дюна. ^ 


2) Сколько прадусовз, минутз и секунде содержитз душ, 
длина которой равна ся рабусу? 


По формул6 -(2) мы имфемъ 


п = №" = 180°Х 0,31830988 = 5701744, 8. 
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8) Вычислить радбусь души, содержащей 30 зрадусовз и 1 
фут длины. ти "сталь 

По формул (3) мы ижбемъ 

В=-щ = ВХ 0,3183 = 1,91 фута. ол 20 

114. Теорема. Подобныя дум пропорциональны ить ра- 
дусама. 

Двь дуги разныхъ круговъ, называются подобными, вели соот- 
втетвуюние имъ центральные углы равны. 

Назовемь чрезъь и 1 длины двухъ дугъ, чрезь В и В’ ихъ 


радуеы и чрезь й и и’ соотвфтетвуюние центральные углы; ря 
чииъ равенства (1,113) 


яв гожвАи гр. 9% 
а, 
 Раздьливъ первое ство по-членно на второе, пол 
учимь 
Ь к 
В 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


214) Вычислить окружность круга, котораго лламетръ равенъ: 
а) 51,5 дюйма, Ь) 3, 8 дюйма и с) "/з дюйма *). 

215) Носредствомъ м$рной тесьмы найдена окружность ствола де- 
рева въ 11,775 фута. ОпредЪлить дламетръ дерева. 

216) Экипажное колесо, имфющее въ даметрЪ 4 фута, слФлало 
при своемъ движени 864 оборота. Сколько веретъ пробЪгало это 
колесо? 

21%) Опрдфлить лламетръ колеса, которое на протяжени 2 ‚278 
версты сдЪлало 500 оборотовъ. 

218) Бокъ квадрата, вписаннаго въ круг, равенъ’ 1,8 люйма, 
Сколько дюймовъ содержитъ окружность этого круга? 

219) Периметръ правильнаго шестпугольника, вписаннаго въ 
круг, содержитъ 45 дюймовъ. Сколько дюймовъ содержитъ окруж- 
ность этого круга? 

220) ребенок приготовить экинажныя колеса такимъ образомъ, 


') Взять 4,13 дая т к. 


=» Зы 


чтобы заднее колесо сдфлало 30 оборотовъ въ то время, когда перед- 
нее дЪлаетъ 40 оборотовъ. Сколько футъ долженъ содержаль маметръ 
передняго колеса, если окружность задняго равна 11,775 фута? 

221) Сколько дюймовъ содержить радусь окружности, дуга кото- 
рой равна 70,4 дюйма и соотвЪтствуюцщий центральный уголъ равенъ 
64°? 

222) Сколько дюймовъ содержитъ окружность круга, въ которомъ 
хорда, равная 18 дюймамъ, отстоитъ отъ центра на 16 дюймовъ? 

_ 928) Опредфлить длину дуги, описанной радтусомъ въ 7 дюймовъ 
и соотвЪтствующей центральному углу въ 97°13'15“. 

224) Сколько градусовъ, минутъ и секундъ содержитъ централь- 
ный уголъ, которому соотвЪтствуетъ луга въ 3,75 дюйма, описанная 
раллусомъ въ 10,25 дюйма? 

235) Дуга, соотвЪтствующая центральному углу въ 112°, 4 дюй- 
мами больше ражтуса. Сколько дюймовъ содержитъ эта дуга? 

226) Окружность круга больше ея дламетра 8 дюймами. Сколько 
дюймовъ содержитъ этотъ мамегръ? 

227) Окружность круга и ея маметръ содержать вмфетЪ 104,04 
дюйма. Сколько дюймовъ содержить окружность? р 

228) Въ кругф вписанъ правильный восьмиугольникъ, сторонЪ 
котораго соотвЪтствуетъь дуга въ 13,5 дюйма. Сколько дюймовъ со- 
держитъ ражусъ этого круга? 

229) Сколько градусовъ содержать центральные углы, ие 
соотвЪтствуютъ дуги, равныя ат, Узя, 37, Изя, */з7? 

230) Оконечность минутной стрЗаки часовъ, содержащей 5 дюй- 
мовъ длины, описала дугу въ 7 дюймовъ. Сколько градусовъ, минуть 
и секундъ содержитъ центральный уголъ, соотвЪтетвующий этому 
пройденному пути минутной стрфлки? 

231) Сколько гралусовъ, минутъ и секундъ содержитъ централь- 
ный уголъ, которому о еж дуга, равная ттроониеи: ра- 
дубу? 

232) Въ окружности, ета рак въ 3, т5 а прове- 
дены двЪ касательныя подъ угломъ въ 45°. Сколько дюймовъ содер- 
жить дуга, заключенная между этими касательными ? 

233) Сколько футовь пробЪгаетъ въ секунду точка окружности 
машиннаго колеса, котораго даметръ равенъ 12 футамъ, если въ ми- 
нуту это колесо дфлаеть 40 оборотовъ? | 
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234) Описаны двЪ дуги Г и Г" равной длины: дуга Ь радусомъ 
въ 0,25 фута к дуга Г" радусомъ въ 0,18 фута. Сколько градусовъ и 
минутъ въ дуг [/, если дуга Г. содержитъ 16°30'? 

235) Два города А и Влежатъ на параллельномъ кругЪ, котораго радё- 
усъравенъ 572 географическимъ милямъ; долгота города А равна 54920" 
и долгота города В равна 75°. Сколько географическихъ миль содер 
жить разстояше между городами А и В на параллельномъ кругЬ ')? 

236) Длина дуги, соотв тствующей центральному углу въ 1129, 
4 дюймами больше радлуса. Сколько дюймовъ содержитъь длина 
дуги? с 

237) На сколько периметръ правильнаго десятиугольника, им$ю- 
щаго сторону въ 12 футъ, больше вписанной въ немъ окружности? 

238) На сколько периметръ правильнаго двЪнадцатиугольника 


меньше описанной около него окружности, коей радусъ равенъ 9 фу- 
тамъ? Е: 


ОТДЪЛЪ ИП. 
иИлопкАДИи. 


ПЕРВАЯ ГЛАВА. ‘ 


Площади: прямоугольника, параляелограма, треугольника, трапещи и много- 
угольника, Задачи построешя. 


115. Величина протяжешя какой-либо плоской фигуры назы- 
вается площадью. Е 

Извфетно, что дв совуБщаюнияея фигуры называются равными. 
Если площади двухъ несовмфщающихея фигуръ равны, то эти фи- 
гуры называются равномърными. 

Если какая-либо сторона треугольника принимается за его осно- 


1) Въ этой и са5дующихъ задачах взять п = 3,1416. 
15 
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ване, то перпендикуляръ, опущенный на’ нее изъ противоположной 
вершины, есть высота треугольника. 


Принявъ одну изъ сторонъ паралделограма за его основаще, мы 
вазываемь его всысотою разетояше между основашемь и противоле- 
жащимъ бокомъ. 


Если одна изъ сторонъ прямоугольника принимается за его осно- 
ваше, то перпендикулярная къ ней сторона будеть оысотою прямо- 
угольника. . 

Разстояше между основашями трапещи называется ея высотою. 

116. Теорема. Дза прямоуюльника, имьющие ту-же са- 
мую высоту, пропориональны ить основанямз. 


Дано (фиг. 192): ВС — 6с. Требуется доказать, что 
Фиг. 192. АВСЬ _ АВ 
_ абеа ^ аб’ 


" .. 7 1) Предположимъ, что основаня АВ 
Бы р и ар соизмфримы, и что ихъ общая мёра 

] | К содержится т разъ въ АВ им разъ 
7 а 


въ аб. Отложивъ общую мЪру Ё на пря- 
мыхъ АВ и 46, и чрезъ полученныя точки дфлешя проведя прямыя 
параллельно къ прамымь АО и а4, мы раздфлимъ прямоугольникъ 
АВС на т равныхъ прямоугольниковъ Р, и абс4 на п такихъ-же 


прамоугольниковъ Р; тогда получимъ . 
АВОСЬ. жи т.Р. > 
аа `` пР т 
АВСр т 
=... (1); 


АВ 
но также ==> .... (2); сяБдовательно. получится 


В АВ 
ар. 8. 

2) Докажемъ теперь, что выведенная пропорщя (3) также спра- 
ведлива для несоизмфримыхъ основанй АВ и а6. Для этого отло- 
жииъ на основани АВ часть АЕ = а (фиг. 193) и проведемъ пря- 
мую ЕЁ перчендикулярно къ АВ; получимъ прямоугольникъ АЕЕО, 


— Е — 


Фиг. 193. _ равный прямоугольнику абс, потому-что АЕ = 


в =" и АР =а4. Раздфляя прямую АВ на про- 
извольное число равныхъ частей, мы зам ча- 
емъ, что ни одна точка дфленйя не совпадетъ 

въ точкою Е, потому-что въ противномъ слу- 

чаЪ прямыл АВ и АЕ (или ар) были бы соизмфримы. Чрезъ точки 

НиГ дьлешя, ближайпия къ точк® Е, ироведемь прямыя Нб и 

ПК параллельно къ ЕЁ; получимъ два прямоугольника 

АРСЯН >> АБЕЕ и АШКГ < АШЕЕ. 

Отсюда слФдуетъ, что 

АВС АВС 

-АРЕЕ > `АБбН 

АВСЬ. _ АВОР 

`АБРЕ < АБКЕ * 
По соизмФримоети прямыхъ АВ и АН, и прямыхъ АВи АГ мы 

имземъ 


ь! 
д Ев 


АВСР _ АВ | АВС _ АВ 
АОСН — АН И АБКЕ — АГ. 
Въ выведенныхь неравенствахъь замфнивь отношеня равными 
имъ отношенями, получимъ ЗАРЕНОв {9 : 
АВСр — АВ — АВС АВ 
АРЕЕ > АН И АРРЕ < АБ И 
АВ АВОСЬ АВ 
хи < ловЕ < др. --*- (4). 
Такъ какъ АЕ > АПи АЕ < АН, 10 
АВ АВ _ АВ _ АВ 
АЕ АН И АЕ < АЕ ШИ 
АВ _ АВ _ АВ 
&н < ав Г: .-> (5). 


И а 5) . _АВСБ. _АВ. 
зъ неравенствъ и) видно, что отношеня АБЕЕ и АЕ 


АВ _ АВ . 

заключаются между дробями дни ду, которыя могутъ быть сбли- 

жены, какъ угодно. Въ самомъ дфлЪ, раздфлешемъ стороны АВ на 

весьма большое число равных” частей увеличится прямая АГ и умень- 

шитея прямая АН, т. е. точки Н и Г приближаются къ точкВ Е; 
15* 


— 108 — 


: АВ АВ 
велфдетве чего дробь т, уменьшится и дробь д; увеличится. Если 


же раздВлить прямую АВ на безконечное число равныхъ частей, то 


4 быть 66 об 
дро И АГ И АН могут ЫТЬ СОЛИЖены такимЪ разомъ, Чт0 ИХЪ 


разность сдзлается меньше всякой произвольно малой величины. Но 


АВ _ АВ 
какъ мала ни была разность дробей т и дн всегда должны нахо- 


. АВС АВ 
диться между ними отношен!\я дррЕ Илк; а10 предъидущему (17) 


известно: если между двумя величинами, которыхъ разность можетъ 
быть сдВлана меньше всякой произвольно малой величины , завлю- 


чаются двЪ другя величины, то послёдюя должны быть равны между 
собою; слВдовательно 


АВОСЬ _ АВ 
АРЕЕ — АЕ И 
АВСО. __ АВ 
654 = ‘в 


117. Следствие. Въ прамоугольникахь АВС и абса мы мо- 
жемъ принять прямыя АТ и а4 за основаня; тогда прямыя АВи 
аб будутъ высотами этихъ прямоугольниковъ и слдовательно дока- 
занная пропорщя (3) означаетъ, что два прямоуюльника, имтю- 
ие равныя основанмя, пропорциональны ить высотамг. 

118. Теорема. Два прямоуюльника относятся между собою, 


хакь произведеня изз основан на соотвътствующия высоты. 
АВСЬ _АВХ АО 
Требуется доказать, что од аб хаа (Фиг. 194). 


а. 3. На прямой АГ отложимь АЕ = а4 
в и проведемъ прамую ЕЁ параллельно къ 
Е АВ. Такъ какъ прямоугольники АВСО 
у ВИА ион -АВ, то 

АВС о. 

 АЗЕЕ — 
Пе 1 АВЕЕ и а0с4 имфютъ > высоты АЕ и 
аа; слЪдовательно 


АВЕЕ 


_ АВ 
абс ^ аб" 


— 108 —. 
`Изъ этихъ двухъ еда по предъидущему- (95) пора 


АВСО АО __ у ХА 
ый —- 5х за вых аа * 


119. Теорема. Площадь прямоуюльника измъряется про- 
чзведенемь числа линейныхь единиць, содержащихся в ©10 осно- 
ваши, на число ттьть-же линейныхь единиць, содержащихся в 
ею высотъ. 

Вычислить площадь прамоугольника значитъ: найти ея отноше- 
ве къ площади, принятой за единицу площадей. Единица или мфра 
площадей есть квадратъ, бокъ котораго равенъ какой-нибудь иёрё 
длины; такъ напримфръ квадрать, бокъ котораго равенъ аршину, 
есть квадратная мЪра (мЗра площадей), называемая квадратным 
аршиномь. | 

Даны (фиг. 195)` прямоугольникъ АВСЛ и квадратъ абс@, бокъ 


Фиг. 195. . котораго равенъ какой-нибудь линейной 
» _е МВрЬ. Основываясь ва теорежь (39), 
мы имфежь 
9 е АВС, _ АВ. АО 
Г] Така аб Хай» 
Ре =: 


т. е. квадратъ абс@, принятый за ‘еди= 
ницу площадей, содержится въ прямоугольник АВС столько. разъ, 
сколько получится отъ умножешя числа ланейныхь единицъ, содер- 
жащихся въ основании АВ, на число тьхъ-же единицъ, содержащихся 
въ высот АР. Отсюда слфдуетъ; чтобы узнать, сколько квадрат- 
ныхъ мЬръ абс@ содержитъ прямоугольникъ АВС), должно изм%- 


рить основаше АВ и высоту АП линейною мзрою аб и полученныя 


АВС АВ АО 
числа перемножить; слЪдовательно назвавъ числа - ва ? а’ в 


соотивтееваию. чрезъ <), Ви Н, получимъ формулу 

Ф=ЕВХН, 
которая выражаетея вотъ какъ: площадь прямоуюльника равна 
произведению основанля на высоту. 
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ПримЪры. Найти площадь пола, косо длина равна 53/1 
аршина и ширина содержить 45/з аршина. 

По выведенной формул мы имфемь 

@ = 53/4 Х 42/8 = 9619/з» квадр. ар. 

или 26 квадр. ар. 152 квадр. верш. 

Сколько сажень длины содержит» прямоуюльное поле, рав- 
ное 1 десятинь, если ею ширина разна 52 саженямз? 

Изъ выведенной формулы мы получимъ 


В 2% 
= ичх н. р 
Замфнихь @ числомъ 2400, потому-что десятина равна 2400 
квадр. саж., и Н числонъ 32; получимъ 


В = *40°/3› = 75 саженямъ. 

120. Сльдствте. Означивъ чрезъ В отношеше бока какого-- 
нибудь квадрата къ линейной мфрЪ, мы узнаехъ по  формуль фе. 
119), что площадь квадрата равна 

=ВХВВ 
или #лощадь квадрата равна второй степени однозо из ею боковъ. 

Вторая степень какого-нибудь числа можеть быть принята за 
площадь квадрата, котораго бокъ равенъ этому числу. Этимъ объ- 
ясняетея однозначноеть сяовъ „квадратъ“и „вторая стень“, употре- 
бляемыхъ въ Алгебрь. 

121. Теорема. Коадратз, построенный на суммъ двуть 
прямыхь, равенз суммъ квадратовъ, построенныть на этитз пря- 
мыть, вмюстть сз удвоеннымь прямоуюлиникомз, коею высота к. 
основаше соотвитственно равны даннымз прямымо. 

Фиг. 196. Дано (фиг. 196) АС == АВ- ВС. Требуется 

Е к о доказать, что А0* —=АВ* + В? + 2АВ.ВС. 

На прямой АС построимъ квадрать АСОЕ. Чрез 
точку В проведемь ВК параллельно къ АЕ. отло- 
жимъ АН = АВ и чрезъ Н проведемь НК парал- 

} лельно къ АС; тогда квадрать АСЕ разложится 
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на два квадрата АВ@Н, РЕСК и два прямоугольника ВСЕ и 
ЕНСК. По предъидущему (119, 120) извфетно, что АСБЕ = АС, 
АВОН = АВ*, РЕК = ВС*, ВОЕб = В@.ВС=АЗВ.ВС, ЕНОК 
= Н@.ОЕ = АВ.ВС; ел довательно 
АСОЕ= Аб? =АВ* + ВС*- 2АВ.ВС. 
Означивъ длину АВ чрезъ а и длину ВС чрезъ 6, мы имфемъ 
АС* = (а 5) = а" 6? - 206. 

Отсюда мы заключаемъ, что выведенная формула соотвфтствуетъ 

формул, выражающей вторую степень суммы двухъ количествъ. 
‚ 122. Теорема. Квадрать, построенный на разности двуль 


прямыхь, равень суммь квадратовь, построенныхь на этить 
прямыть, безь удвоенназо прямоуюльника. коею высота и осно- 
ване соотвътственно равны данным прямымз. 


Дано (фиг. 196) АВ = АС — ВС. Требуется доказать, что 
АВ’ = АС* + ВС* — ЗАВХ ВС. 
°_^ Прямоугольники ОЕНЕ и ВСОК равны и прямоугольникъ ВСЕ@ 
— ВСОК — РЕФК. Квадрать АВ@Н равень АСРЕ — БЕНЕ— 
ВСЕС или 
`  АВЕН = АСОЕ — БЕНЕ — ВОК + БЕбК; 
но АВ@Н = АВ?, АСРЕ = АС*, РЕНЕ = ОЕХ ОЕ = 
АСХ ВС, ВСК = 0 Х ВС =АСХ ВС, БЕСК = КО" = 
ВС*; слфдовательно 
АВ: = АС* —АСХ ВС — АСХ ВС-+ ВС* или 
АВ? =АС*-- ВС* — 2АСХ ВС. 
Означивъ длину АС чрезъ а и длину ВС чрезъ 6, получимъ выра- 
зав 
(а—Ь)? = а? Ъ? — 205, 
совершенно однозначущее съ алгебраическимь выражешемь второй 
степени разности двухъ количествъ, 
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123. Теорема. Илощадь параллелорама измюряется тро- 
изоеденемз ею основашщя на высоту, 
Изъ вершины А и В параллелограма АВСО (фиг. 197) опу- 
Фиг. 191. стивъ перпендикуляры АЕ и ВЕ на противо- 
4, * положный бокъ ОС, получимъ прамоугольникъ 
| / АВЕЕ, равномфрный данному параллелограму. 
И. Въ самомъ дЪлЪ, параллелограмь АВС) = 
а х. е Г трамещи АВСЕ- треуг. АФЕ и прямоуголь- 
никъ АВЕЕ — трапещи АВСЕ -- иг ВСЕ; но проииих 


параллелограма), АЕ = ВРи /. АЕБ Д ВЕС = 90°. Извфетно, 
что площадь прямоугольника, коего основаше АВ равно В и высота 
АЕ равна Н, выражается чрезъ () =ВХ Н; слфдовательно вло- 
щадь параллелограма АВСО, равном рнаго тс четы АВЕЕ, 
выразится также чрезъ | 

9=вхи. 

Отсюда слЪдуетъ: чтобы найти площадь параллелограма, должно 
изизрить его основане и высоту и потомь перемножить найденныя 
чисяд. 

Слъьдоетвте. Два параллелограма съ равными основанями и ай 
выми высотами равномфрны. 

Два параллелограма относятся между собою, какъ произведения 
ихъ основан на высоты. 

Два параллелограма съ равными высотами пропорц1ональны ихъ 
оснозанямъ. 

Два параллелограма въ равными основашями пропорцюнальны 
иХЪ ВЫСОТамъ. 

124. Теорема. //лощадь треуюльника равна половиньтро- 
изведеня ео основашя на высоту. 

Чрезь вершины А и С (фиг. 198) даннаго треугольника АВС 
проведя прямыя АТ и СЛ соотвЪтетвенно параллельно къ еторонамь 
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Фиг. 198. ВСи АВ, получимъ параллелограмь АВС. 
Треугольникъ АВС составляеть половину па- 
ИХ ча Зь | раллелограма АВСТ, потому-что веякИЙ парал- 
| | ‚ ! лелограмъ разд$ляется длатональю на два рав- 
, ные треугольники (Т, 84). Такъ какъ пло- 
щадь параллелограма АВСР равна произведе- 
нию его основашя ВС на высоту АЕ (123), то площадь треугольника 
АВС должна равняться половинв произведеня его основания ВС на 
высоту АЕ; слфдовательно означивъ чрезъ В число линейныхъ м$уръ, 
содержащихся въ основани ВС, и чрезъ Н число тьхъ-же м$ръ, 
содержащихся въ высот АЕ, получимъ формулу 
о оба Вы. 
Слъдствте. Два треугольника съ равными основашями и рав- 
ными высотами равномфрны. 
Два треугольника относятся между собою, какъ произведешя ихъ 
оснований на высоты. 
Лва треугольника съ равными высотами пропорщюнальны ихъ 
основантямъ. 
Два треугольника съ равными основашями пропорщюнальны ихъ 
высотамъ. 
Треугольники АВС, АПС, АЕС (фиг. 199) равномфрны. Въ 
Фиг. 199. самомъ дВлъ, у нихъ общее основание АС, и 
` ихъ высоты ВЕ, 06, ЕН равны, потому-что 
вершины В, 0), Е находятся на прямой ВЕ, 
параллельной къ основаню АС. 
125. Задача. По данным сторонамь 
треуюльника опредълить @10 площадь. 
19) Даль равностороннй треугольникь АВС, котораго бокъ ра- 
венъ а. Изъ вершины А опустивъ перпендикуляръ 2 на противоле- 
жащи бокъ, получимь прямоугольный треугольникъ съ катетами 2 


<= ЧЕ 


и-о, и гипотенузою а; себе (72) 2 = У" —“= 


ы УЗ. По извфстному основанию а и вычисленной высот® х опре- 
дЪлитея площадь } 
АВО бд, 5 Уз = 4 > 


2) Ланъ равнобедренный треугольникъ АВС, коего основаше ВС 
равно аи бокъ АВ равенъ с. Изъ вершины А опустивъ перпенди- 
куляръ 2 на основаше ВС, получимъ прямоугольный треугольникъ, 

| ии ЗВ АСЕ 
въ которомъ (70) катетъ х= Ис а ааа: а Площадь 
даннаго вая равна 
Бы че а ЕВ 

3) Ланъ разностороный треугольникъ АВС (фиг. 174), въ ко- 
торомь АВ = с, Аб =Ьи ВС = а. Означивъ высоту АТ) этого тре- 
угольника чрезъ 2 и отрфзокъ ВО чрезъ у, получимъ 06—а— у, 
рый м (1) изъ прямоугольнаго треугольника АВО и 
22 = $-- (а—9).... (2) изъ прямоугольнаго треугольника АСУ. 

Изъ уравнений (1) и (2) составится уравнеше 

с — у? = 52 — (а —) или 
с? =5? —а*-- Зау; откуда 
5 ‚а Н{ с в — Г 


Подетавивъ найденную величину у въ уравнеше (1), получимъ 
И СЕ И 


==" м) («— биз 8—2 Ре 


== + а 5 сз — >) ше гг”) 


по (а + 2} >) (= — а — с) 


а (а с —5) ас Б-+е—а). 
) (а-+ ре (с ; откуда, 


— и 
р У@чь+о а ЕЕ: С-В 6-ю. 


ых 8 треугольника АВС (94) равна . 
— Ум-+ь+ Эно @+е 90+ с— а). 


Чтобы дать этому выражению Зе РАЯ видъ, назовемъ полу- 


периметрь “ сея С чрезь 4); торда 


с а — с = 2р— 3е=8(р— 6), 
ае—6=2р— 25 =2(р—5), 
о урщеае 

— Из. жр— а). р). 2—9) ва 


$ = Урр— а) 5 (р— с). 
Прим?ры. 7) Найти площадь равносторонняю треуюль- 
ника, коезо бокъ равень одной сажени. 


|2 формуль “ гу. подставивъ а = 1, получимъ 


8= уз 222 — 0,433 ввадр. сажени. 


2) Найти оны ‘равнобедреннао треуюльника, коею бок 
содержизть 12 футь и основаще равно 15 футама. 
„Въ выведенной формул подставивъ а = 15 ис== 123, поду- 
ЧИМЪ. | 
$ _вУ ва Е аи 72,229 квадр. фут. 


8) Нити площадь треуюльника, коею стороны суть а= 
8,13 фут., 6 = 5,67 фут. ис = 6,3 фут. 
›  Полупериметръ этого треугольника равенъ р = 10,05; сл дова- 
тельно р — а = 1,92 фут., р — = 4,38 фут., р—с= 3,15 
фу 
В=У10,05 Х 1,92 Х 4,38 Х 3,75 = 17,8 квадр. фут. ы 
126. Площадь трапеши равна полусуммь ся оснований, по- 
множенной на высоту. 
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Продолживъ стороны АВ и ГС (фиг. 200) данной трапеши 
Фиг. 200. АВСЬ, отложимъ ВЕ = ЭбибЕ = АВ, 

ви проведем прямую ЕР. Такъ какъ ОС 
= ВЕ и СЕ= АВ, то непремнно 
06- СЕ =АВ -+{- ВЕ или ОЕ = АЕ. 

По равенству и параллельноети пря- 
мыхъ РЕ и АК мы заключаемъ, что четыреугольникъ АДЕЕ парал- 
лелограмъ; слфдовательно стороны АР и ЕЁ равны и параллельны. 
'Трапеши АВОСЬ и ВСЕЕ равны, потому-что сторона ВС общая, АВ 
= СЕ, С = ВЕ, АР = ЕЕ, АВС = ДД. ВСЕ, Д. ВР = / СВЕ, 
ДАОб= Д АЕЕ, ДВА = Д БЕЕ; откухь 

АТЕЕ = АВСО-{ ВСЕЕ = АВС и 

АВСУ = 1/2 АТЕК; но (123) 

АРЕЕ =АЕХ ОН = вв х ИЕР. 
слЪдовательно 


АВС = АВ ос) ХрН. 

Слъдствте. Зная (Т, 107), что хорда ММ трапеши А ВСР равна 
1/(АВ- ОС), мы подетавимъь ММ въ выведенной формулв; полу- 
ЧииЪ . 

АВС = ММ Хх БН, 
Т. @. ллощадь трапеши равна произведению ся хорды на овббну. 
`/ 127. Задача. Вычислить площадь какою-нибудь мноюуюль- 
ника. 

1) Проведя длагонали СВ, @С, РС, ЕР (фиг. 201), опустимъ 

на нихъ перпендикуляры ВК, ЕГ, СМ, 
ЕМ и периендивулярь @Н на АВ. ть 
томъ измёримь основашя АВ, @С, 
и высоты ОН, ВК, ЕЁ, СМ, ЕХ, и вы- 
чиелижь площади треугольниковь АВ@, 
СВ, сое, СОЕ, РЕЕ. Наконець сло- 
живъ эти площади, получимъ площадь 
даннато многоугольника, 


Фиг, 201. 


— > 


2) Соединимъ точку О (фиг. 202), взятую внутри даннаго мно- 
Фиг. 202. — тоугольника, съ его вершинами. Потомъ измёримъ 
стороны даннатго многоугольника и перцендикуляры 
е ОР, 04, ОН, ОК, 01, опущенные на нихъ изъ 
н точки 0. Вычиеливъ площади треугольниковь АВО, 
ВС0, С10 ит. д. и взявъ ихъ сумму, получимъ 
площадь даннато многоугольника. 
3) Проведя длатоваль между отдаленнЪйшими вершинами А и 
Г даннаго многоугольника (фиг. 203), опустимъ на нее перпендику- 
Фиг. 203. ляры ВГ, СО, ЕР ит. д. изъ вебхь 
вершинъ; этими периендикуларами мно- 
гоугольникъ раздьлится на трапеши и 
прямоугольные треугольники. Изивривъ 
прямыя АК, АГ, КМ, ГО, МУ, ХР, 
ОО, РП и проведенные периендикуляры, 
вычислимь площади образовавшихея трапеций и.прямоугольныхъ тре- 
угольниковъ. Наконецъ сложимъ эти площади, чтобы получить пло- 
щадь даннаго многоугольника. | 
128. Задача. Построить треуюльникз, равномтуный дан- 
ному параллелораму АВС), такимз образом, чтобы основане 
треуюльника равнялось основанию параллелярама. 


Продолживъ высоту ЕО (фиг. 204), отложимъ ОЕ = Е и про- 

Фиг. 206. ведемь прямыя ЕА и ЕВ; получимь требуе- 
мый треугольникъ АВЕ. Въ самомъ дл, 
площадь АВС) =АВХ ПЕ и площадь АВЕ 


_ АВЖЕЕ __ АВ-Х ОЕ _ 
= =-з- = АВЕ 


м. 


129. Задача. Обратить данный тре- 
узольникз в равномирный ему равнобедрен- 
ный треуюльникз. 


Изъ средины Ш (фиг. 205) основашя ВС даннаго треугольника 
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АВС возставимь перпендикулярь ОЕ до пересфчешя Е съ прямою 

Фиг. 205. АЕ, проведенною чрезъ вершину А параллель- 

2:5 но къ ВС. Соединивъ точку Е съ вершинами 

Ви С, получимъ требуемый треугольникъ ЕВС. 

ГА Въ самомъ дЪлЬ, треугольники АВС и ЕВС 

Г т ; равномврны (124) и треугольникъ ЕВС рав- 
нобедренный, потому-что (Т, 49) ВЕ = СЕ. 

129. ада На данной прямой т построить параллело- 

зрамь, равномпрный данному параллелораму АВСУ (фиг. 206). 


Фиг. 206. На продолжеши стороны ВА отло- 

я г р Жи АЕ =, и чрезь Е и Г прове- 

И демъ прямую до пересвченя Е съ про- 

\ \ „  \  долженнымь бокомъ ВС. Чрезъ Е про- 
ё —— 6 

ее ведемь ЕН параллельно къ ЕВ, и чрезъ 

ЕС в Е прамую ЕН параллельно къ ВЕ. На- 


конецъ продолживъ бокъ АП до перес$- 
ченя К съ прямою ЕН, и бокъ СО до пересфченя (съ прямою 
ЕН, получимъ требуемый параллелограмь Ранк. Въ самомъ дЪлВ 
(1, 92), треуг. АШЕ = треуг. @ШЕ, треуг. СОЕ == треуг. КОЕК; 
слЪдовательно треуг. АБЕ-Е треуг. СОЕ = треуг. @ОЕ-треуг. 
КОЕ. Также треуг. ЕЕВ = треуг. ЕЕН, слдовательно 
треуг. ЕКВ — (треуг. АРЕ-Е треуг. СОК) = 
треуг. ЕЕН — (треуг. @ОЕ -{ треуг. КОЕ) 
или параллелограмь АВСП равномфренъ параллелограму О@НК, 
коего бкъ а = АЕ =. 


130. Задача. На данной прямой т построить прямоуюль- 
никз, равномърный квадрату, коею бок» равенё прямой а. 
Означивъ высоту искомаго прямоугольника чрезъ х, получимъ 


т.т = а*, откуда == =. 
Чтобы найти высоту 2 прямоугольника, должно провести каса- 
тельную ЕЁ — а къ какой-нибудь окружности С (фиг. 207), и изъ 
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Фиг. 207. течки К описать дугу радлусомъ ие до перес- 
(+ съ окружностью. Проведя прямую ЕС, по-- 


г 
ы лучимъ (88) - тн Сравнешемъ этой про- 


и порщи съ пропорщею = “мы заключа- 
чаемъ, что 2 = ЕН. 


131. Задача. Обратить данный мноюуюльникь АВСОЕЕ 


65 рориемые ему чении 
Фиг. 208. 


Проведемъ длагональ АЕ (фиг. 208) 
и 5Ъ ней параллельно прямую КС чрезъ 
вершину Е до пересвченя (+ съ продол- 
к ъ бокомь ВА. Соединивъ точки 
Ен 0, получим пятиугольник ВСПЕС, 
равном рный данному  многоугольнику 
ь АВСОЕЕ. Въ самомъ дЪлЪ, 


площ. АВСОЕЕ == площ. АВСОЕ-{ площ, АЕЕ, 

площ. ВСРЕС == площ. АВСОЕ-+- площ. АЕ и.о 
треугольники АЕР и АЕС равномбрны, потому-что у нихъ общее 
основаше АЕ и ихъ вершины находятся на прямой Е@, параллель- 
ной къ АЕ (124). 

Въ пятиугольникв ВСОЕС проведемь дагональ ЕС и къ ней 
параллельно чрезъ вершину О прямую ОН до пересвченя Н съ про- 
долженнымь бокомь ВО. Соединивъ точки Е и Н, получимъ четыре- 
угольникъ ВНЕС, равномфрный пятиугольнику ВСОЕС, потому-что 

площ. ВСРЕС = площ. ВСЕ - площ. СЕО, 

площ. ВНЕ = площ. ВСЕС-- площ. СЕН 
и треугольники СЕЛ и СЕН, имЪюще общее основаше СЕ и равныя 
высоты (по параллельноети прямыхъ ОН и СЕ), равном рны. 

Такъ какъ площ. ВСРЕС = площ. АВСОЕЕ и площ. ВСОЕ@ 
= площ. ВНЕС, то площ. ВНЕС = площ. АВСОЕЕ. 
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Въ четыреугольникь ВНЕб проведемъ. длагональ ВЕ и къ ней 
параллельно чрезъ вершину Н прямую НК до пересфчешя К съ про- 
долженнымь бокомъ @В. Соединивъ точки Е и К, получимъ тре- 
угольникъ ЕСК, равномВрный четыреугольнику ВНЕС, потому-что 

площ. ВНЕб —= площ. ВЕб -- плош. ВЕН, 

площ. ЕСК = площ. ВЕ@ -+ площ. ВЕК 
и треугольники ВЕН и ВЕК, имфюще общее основане ВЕ и рав- 
ныя высоты (по параллельности прямыхъ КН и ВС), равномфрны. 

Такъ какъ площ. ВНЕ@ = площ. АВСОЕЕ и площ. ВНЕб = 
площ. ЕСК, то площ. ЕФК — площ. АВСОЕЕ. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


239) Прямоугольный садъ, имЪющи 35 сажень длины, содержить 
857/ квадр. саж. Сколько сажень содержитъ его ширина? 

840) Высота ромба, содержащато 473,68 квад. футъ, равна 12,4 
фута. Сколько футъ водержить бокъ этого ромба? 

241) Периметръ прямоугольника содержить 24,54 фута и осно- 
ване вдвое больше высоты. Сколько квадратныхъ футъ содержитъ 
площадь этого прямоугольника ? 

242) Вычислить площадь треугольника, коего основаше равно. 
56,8 фут. и высота равна 80,7 фута. 

243) Вычислить площадь прямоугольнаго треугольника, котораго 
катеты равны 248,2 саж. и 160,5 саж. 

244) Площадь треугольника содержитъ 125,36 квад. саж. и его 
высота равна 18,4 саж. Сколько сажень содержитъ его основаше? 

245) Вычислить площаль ромба, длатонали котораго равны 8,52 
фут. и 6,38 фут. | 

246) Периметръ трапеци содержить 122 саж., ея бока равны 36 
саж. и 32 саж., и высота равна 30,4 саж. ны площадь этой 
трапеции. 

247) Площадь трапещи содержитъ 151,9 квад. саж., а осно- 
ване равио 18,6 саж. и высота равна 12,4 саж. Сколько сажень со- 
держитъ меньшее основан!е? 

248) Высота треугольника, содержащаго 44,02 квад. саж., больше 
основаня 8 саженями. Сколько сажень содержитъ основаше ? 
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249) Основаше прямоугольника, содержащаго 46 ‚44 квад. саж., 
3,2 саженями больше высоты. Вычислить основаше и ег: этого 
прямоугольника. 

250) Периметръ прямоугольника, содержащаго 20,88 квал. саж., 
13 саженями больше одной изъ сторонъ. Вычислить сторови этого 
прямоугольника. " 

251) Сумма двухъ квадратовъ содержить 900’ квад. саж.. а ихъ 
разность равна 252 квад. саж, Вычислить стороны этихъ квадра- 
товъ, . 

252) Сколько сажень должна содержать сторона квадрата, чтобы 
его площадь равнялась площади прямоугольника, имфющаго основа 
не въ 624,1 саж. и высоту въ 250 саж.? 

253) Вычислить бокъ квадрата, котораго площадь должна рав- 
няться сумм площадей трехь квадратовь, иибющихь стороны въ 
8,4 фута, 17,3 фута и 25,86 фута. 

254) Разность сторонъ двухъ квадратовъ равна 12 саж. , а раз- 
ность ихъ площадей равна 240 квад. саж. Вычислить бокъ и площаль 
каждаго квадрата. 

255) Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, кото- 
раго бокъ равенъ 5,25 фута и основаше равно 8,4 фута. 

256) Периметрь равнобедреннаго треугольника солержить 24 
фута, и бокъ равенъ 7,5 фута. Вычислить площадь этого треуголь- 
ника. 

257) Цлощадь равнобедреннаго треугольника содержитъ 20,28 
квад. саж. и его бокъ равенъ 6,5 саж. Вычислить основан этого 
треугольника. 

258) Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, котораго 
бокъ содержить 40,5 саж. и высота 16,2 саженями меньше осно- 
ван. 

259) Вычислить площадь равнобедреннаго прямоугольнаго у 
угольника, котораго гипотенуза равна 8,4 фута. 

260) Вычислить площадь равносторонняго треугольника, кото- 
раго бокъ содержитъ 13,6 саж. 

261) ОпредЪлить въ десятинахъ изощадь треугольника, котораго 
стороны равны 585 саж., 488 саж, и 137 саж. 

262) ОпредВлить въ квалратныхъ верстахъ площадь треуголь- 


ника, котораго стороны равны 1068 саж., 193 саж. и 905 саж. 
16 
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263) Вычислить площадь прямоугольника, ‘котораго основане 
равно 306 саж. и лагональ равна. 382 '/2 саж. 

264) Вычислить площадь квадрата, если его бокъ вмфстЪ съ да 
гональю составляеть 100 футъ. 

265) Вычислить площадь квадрата, если его периметръ ть 
больше д1аговали. 

266) Вычислить стороны прямоугольника; котораго . площадь‘ со- 
держитъ 2883 квал. саж. и магональ равна 7712 саж. 

267) Вычислить площадь ромба, котораго сторона равна 3, ‚44 фут. 
и прилежаний къ ней уголь равенъ 60°. 

268) Вычислить площадь ромба, котораго оторирении а; 9анфут, 
и прилежаний къ ней уголъ равенъ 45°. ооо. 


ТЕОРЕМЫ. 


269) Площаль ромба, равна полупроизведенйю его датоналей.. 

210) Площадь какого-нибудь четыреугольника равно произведе- 
ню его длатгонали на полусумму перпендикуляровъ, ‘опущенныхь на 
эту магональ изъ двухъ противолежащихь ей вершивъ чётыреуголь- 
ника. 

211) Если изъ вершинъ Си О четыреугольника АВСО опустить 
перпендикуляры СЕ и ПЕ на длиннфйшую сторону АВ, то площаль 
этого четыреутольника равна полупроизведению отрЪзка АЕ на пер- 
пендикуляръ ОЕ, сложенном съ полупроизведенемъ отрЪзка ВР на 
перпендикуларъ СЕ. 

212) Въ ромбЪ сумма квадратовъ его длагоналей равна ых 
его полупериметра. 

273) Если въ параллелограмв АВСО чрезъ точку Е его магонали 
АС провести прямую ЕС параллельно къ АВ и прямую КН а 
лельно къ АУ, то образуются рии Е 
БЕ 

974) Изо-всЪхъ треугольниковъ , построенныхъ на данной прямой 
АВи имфющихъ равные углы, противолежание общему основанию АВ, 
равнобедренный треугольниль имфетъ наибольшую площадь. ^^ 


215) Если въ параллелограм АВСО опущены перпевдивудяры: 


РЕ на АВи ВЕ на АО, то должно быть ый 
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216) Разность квадратовъ, построенныхъ на двухъ данныхъ пря 
мыхъ, равна площади прямоугольника, коего основаше ‘равно сумм% 
этихъ прямыхъ, а высота. равна ихъ разности. (ба 

217) Площадь треугольника равна произведению его соманиы раз- 
дЪленному на учетверенный ражусъ описаннаго круга. 9 


ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


218) Обратить данный параллелограмь АВСО въ такой равном р- 
ный ему параллелограмъ, въ которомъ одинъ изъ угловъ равналея 
бы данному углу т. 

219) Обратить данный треугольникъ АВС въ такой равном рный 
ему треугольникъ, въ которомъ: «) одна изъ сторонъ равнялась бы 
данной прямой жи 65) нь иЗЪ мы равнялся си данному 
углу я. 

280) ан + ротГОЛЬНаЕ АВС в въ такой параллелограмъ, въ 
которомъ одна изъ сторонъ равнялась бы данной прямой 9. 

281) РаздЪлить данный треугольникъ АВС на двЪ равныя части: 
прямою, проходящею чрезъ точку О, данную на сторонЪ АС, 

282) Обратить трапецио АВС въ равномфрный ей треугольник 
такимъ образомъ, чтобы въ немъ одинъ изъ угловъ равнялся углу 
ВАТ и его высота равнялась высотЪ трапеции. 

283) Обратить данный треугольникъ въ равномфрный ему тре- 
угольникъ, котораго высота равнялась бы данной прямой т. 

284) Обратить транпешю АВСО въ равномфрный ей параллело-‹ 
‚грамъ такимъ образомъ, чтобы его высота, сторона и прилежащие къ 
ней углы соотвфтетвенно’ равнялись высотЪ, сторон АР и угламъ 
ВАР и АОС тралещи. 

285) Обратить данный пятнугольникъ въ равном рный ему пря- 
моугольникъ. 

286) Обратить данный треугольникъ АВС въ равномфрный ему 
треугольникъ, котораго сторона пришлась бы на данной прямой ММ 
а вершина совпала бы съ вершиною А. 

287) Обратить данный пятиугольникъ въ равномфрный ему тре- 
угольникъ, сторона котораго должна лежать на данной прямой ММ. 

288) Обратить данный треугольникъ АВС въ равномЪрный ему 

16* 
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треугольникъ, котораго бокъ долженъ равваться сторонЪ ВС и уголъ, 
противолежанщий этому боку, долженъ равняться данному. углу 7%. 

289) Обратить данный треугольникъ АВС въ равномЪрный ему 
треугольникъ, котораго бокъ долженъ равняться сторон% ВС и уголъ, 
прилежаций къ этому боку, долженъ равняться данному углу 7”. 

290) Обратить данный прямоугольникъ въ равномфрный ему ква- 
дратъ. Ч 

291) Построить параллелограмъ, коего периметръ и площадь дол- 
жны равняться периметру и площади даннаго треугольника АВС. 

292) Обратить данный параллелограмь АВСО въ равномфрный 
ему параллелограмъ, котораго стороны должны равняться даннымъ 
прямымъ тия. 

293) РаздЪлить данный параллелограмь АВСО на двф равныя 
части прямою, проходящею чрезъ данную точку М. 

294) Обратить данный параллелограмъ въ равномфрный ему па- 
раллелограмъ, котораго сторона должна равняться зааной терь т 
и уголь долженъ равняться данному углу и. 

295) РаздЪлить данный четыреугольникъ АВСО на в равныя 
части прямою, проходящею чрезъ вершину А. 

296) Внутри даннаго треугольника АВС найти такую точку, чтобы 
прямыя, соединяюция ее съ вершинами А, Ви С, раздфлили данный 
треугольникъ на три равныя части. 

297) РаздЪлить данный треугольникъ АВС на три равныя части 
прямыми, выходящими изъ точки Р, данной внутри треугольника. 

298) Разд лить’ данный параллелограмъ АВСО на четыре равныя. 
части прямыми, выходящими изъ вершины А. 

299) РаздЪлить трапецю АВСО на четыре равныя части пря- 
мыми, проходящими чрезъ вершину А. | 

300) РаздЪлить четыреугольникъ АВС на дв равиыи чаи иря- 
мою, выходящею изъ точки Е, данной на сторон ВС. 


нии. 
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‚ ВТОРАЯ ГЛАВА. 


9 
Пиеагорова теорема. Пзощадь правильнаго многоугольника. Площади: круга, 
сектора; сегмента. Задачи построения. 


132. Теорема. Квадратх, построенный на зипотенузь 
прямоуюлинаю треуольника, равень суммъ квадратов», по- 
строенныть на катетате. 

На сторонахъь прямоугольнаго треугольника АВС (фиг. 2098) 

Фиг. 2098. построены квадраты АСОЕ, ВСЕ@, 
АВНК. Такъ какъ углы АВС, АВН, 
< СВ@ прямые, то сторона В@ находится 
на продолжени калета АВ и сторона ВН 
на продолжеши катета СВ. Изъ вер- 
шины В опустимъ перпендикулярь ВТ 
на гипотенузу АС и продолжимъ его до 
_ переефчетя М съ бокомъ ЕВ. Потомь 
‘проведемь прямыя ВЕ, СК и лагонали 
ГЕ и ВК. Треугольники ВАЕ и ГАЕ 
равномфрны, потому-что у нихъ общее основаше АЕ и равныя вы- 
соты (по параллельности прямыхъ ВМ и АЕ); но треугольникъ ВАЕ 
составляетъ половину прямоугольника АТМЕ, слфдовательно 
треуг. ВАЕ = /з праноуг. АРМЕ. 
р Треугольники САК и ВАК равномфрны, потому-что у нихъ 06- 
щее основзне АК и равныя высоты (по параллельноети прямыхъ АК 
иВН); но треугольникъ ВАК составляеть половину квадрата АВНК, 
слфдовательно 

о помисоитреуг; САК = 1/2 ‘ввад. АВНК. 1 

"Треугольники ВАЕ и САК фавны, потому-что ВА = АК (610- 
роны квадрата АВНК), АЕ — АС` (стороны квадрата АСОЕ) и 
/ЗВАЕ= ДАК (потому = что. / ВАЕ= Д САЕ- / ВАб== 
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90°-{- Д ВАСи Д САК = Д ВАК-+ Д ВАС = 90°-+- / ВАС). 
По равенству треугольниковь ВАЕ и САК мы заключаемьъ, что 
прямоуг. АЗМЕ = квад. АВНК.... (1). 
Проведя ‘пряхыя АК, ВО и магонали ВЕ и О. (фиг. 209Ъ), 
докажемь по предъилущему, что 
треуг. ВС. = (/2прамоуг. БСМ, 
треуг. АСЕ == '/эквад. ВСР@ и 
треуг. ВСП = треуг.. АСЕ; .. 
„; ЯФдовательно 
примоуг. СОМ = : ввод, ВЕО.. (2). 
Сложивъ равенства (1) и (2) ио- 
членно, получимъ 
прямоуг, АРМЕ -- прямоуг. 6СОМ = 
Е м 5 за арох88ах, АВНК -{ квад. сы ИЛИ 
ввад. АСОЕ —= квад.. АВНК- квал. ВСЕ@.... (3). 
Примъчене. Догазанная теорема есть слдетые теоремы (72), 
потому-что вторыя степени чиселъ, выражающихъ длину сторонъ АВ, 
ВСи АС треугольника АВС, равны площадямь квадратовъ, по- 
строенныхъ на этихъ сторонах. . 
Слъдствте. Выведенное равенство (3) можеть быть ‘предетав- 
лено въ слфдующемь вид 


Фиг. 209. 


АС" АВ” ВС*; откуда ыы 

АВ" = АС* — 80, 
е. квадрать, построенный на. хатеть, `прямоуюльино. тре- 
чполиника, равен кподрати, построенному ма ро, а 


квадрата, построеннаю на друуюмь катетъ. 


= 
ЧЕ 


ит 
133. Теорема. Площадь правильно лмноюулольника равна 
произведению ею периметра на. половину аповемы, иезаТ 
` Соединив центрь О (фиг. 210): лравильнато многоугольника 
АВСБЕ съ верминами А; Ъ; С...; люлучимь треугольники ОАВ, 


— А — 


наи Фиг. 9 и! ОВС, 06О..... которых ‘основания суть ето- 
5 роны АВ, ин ОР... я выеоты суть ‘апобемы 


Аз он, ок, оБ:. ‹ изо ны, 
Площади этихь треугольников равны: 
хм ОЛВ — Аве 


_ Взявъ сумму этихъ площадей, получижь | 
‚ ОАВ--0ВС-- 06... == СЫ ОО од ы 
оиаие8 == фону 81 4>/ „ВЕН О ЧЕ 
ми 3 означаеть площадь. многоугольника , р его ‘периметрь их его 
апобему. 
134. Ояъдствте. Соединивъ центръ О (фиг. 211) съ верши- 
Фиг. 211. 


| 


пог - ЗЕЕ № 


Куре Цао 
| 


о АВ, с. Влаа "многоугольника, описаннаго около круга, по- 
лучимъ равные треугольники ОАВ, ОВС, 0СЬ....... Млощадь 
+ фдьй АВ СЕ... = ОАВ-ОВО--ОСО+.. в 


влкидроТилеви $1 зе АВ Е ВС % п чб нь 
и т о 
Я авэщи «ты от. А ви 
Аве те НРА - . 
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гд% Р означаетъ периметръ многоугольника АВСОЕ.... и В радусъ 
вписанной окружности. Отсюда ‘елфдуетъ, что площадь правилиназо 
мноюуюльника, описанналю около круа, равна периметру, по- 
множенному на половину радбуса. 

135. Теорема. Площадь круз измиряется произведещемь 
ею окружности на половину радуса. 

Площадь 5» онисаннаго правильнаго многоугольника съ # сто- 
ронами больше площади Э»„ съ. 2н сторонами, потому-что З»н 
ставляеть часть площади З»; но каждая изъ площадей З», Эану Вал 
ит. д. больше площади К вписаннаго круга, потому-что эта пло- 
щадь составляеть часть площади всакаго описаннаго правильнаго 
многоугольника. Съ увеличешемъ числа’сторонъ описаннаго правиль- 
наго многоугольника уменьшаются части его, лежатщля внЪ круга; но 
такъ какъ возможно увеличить число сторонъ до безконечности, то 
засти, иногоугольника, лежашия внЪ круга, могуть быть сдфланы 
меньше всякой произвольно малой величины. Отсюда мы заключаемъ, 
что съ удвоешемъ числа сторонъ, площади описанныхь правильныхъ 
многоугольниковь приближаются къ площади круга, или площадь 
круга есть предЪлъ площадей описанныхь правильныхь многоуголь- 
виковъ. 

Площадь З» вписаннаго правильнаго многоугольника съ же сто- 
ронами меньше площади Эз» такого-же многоугольника съ п сторо- 
нами, потому-что З» составляеть часть площади 5», а площадь 
круга больше каждой изъ площадей Зи, Эл», бан ит. д., потому- 
что каждая изъ нихъ есть часть площади круга. Съ увеличешемъ 
числа сторонъ вписаннаго правильнаго многоугольника уменьшаются 
части его, лежащуя между ето еторовами и’ окружибетью круга. На- 
конець если число сторонъ. сдфлается больше всякой произвольно 
большой величины, то части круга, лежацйя внЪ многоугольника, 
сдфлаютея меньше всякой произвольно малой, величины. 

Означивъь площадь круга чрезъь К, его радлусъ чрезъ В, пери- 
метръ описаннаго правильнаго многоугольника съ я сторонами чрезъ 


— 123 — 
Р», его площадь чрезъ 3», периметръ виисаннаго: правильнаго мно- 
гоугольника чрез ри, его сторону чрезъ @ и его площадь чрезъ Зи, 
получииъ 
8н > К к. бп, 
но лю предъидущему извфстно (134, 138, 102), что 
8» = т 8$п — Рн. ы их = Ув — С ‚ 

слфдовательно | | 

"+ а? 

Ук {т 4 ‚и о 
2 


ра ыы 

Если число и сдЪлается больше всякой произвольно большой ве- 
личины , то сторона а сдфлается меньше всякой произвольно малой 
величины, величина Ув—" обратится въ у/ В? == В и площадь 


рт В 


З» обратится въ —^,^. Въ такомь случа разность между величи- 


рый 


В 
„ иК, или между величинами К и". ^, едвлаетел меньше 


всякой произвольно о Вл _& НИ площадь К можеть 


ня ; но при безконечномъ 


числ % периметр Р» или р» можетъ т замфненъ окружностью 
С круга (109); слфдовательно получимъ 


р жа (1). 


Наконець подставивъ 9=В эт С, получимъ 


Е} КВ или К =*В?.;., (2). 


Изъ этого выраженя ВЫВОДИТСЯ 
И ь 
В = Ир и8). 
‚ Отеюда, слфдуеть: 1) чтобы по извъстному радгусу вычис- 
лить площадь круш, должно помножить число т: на ьвадрать 


радбуса, и 2) чтобы по извъстной. площади круш вычислить ао 
‘радусь, дслжно раздьлить данную площадь на число т. 


ва 
"7 Подетавивь В == ен {ем. 112; форм. 2) въ выражеше (1), ио- 


лучимь формулу. 
в" она... 


поередствомъ которой возможно вычислить площадь кругаио ‘извЪет- 
ной его окружности °). 

ПримЪры. 1) Найти площадь круш, коею радёусь равень 
2,5 дюйма. | 

По формулв (2) мы имфемь 1 

К= 3,14 Х (25) = 19,625 квад. дюйма. 

2} Вычислить радуя кра, годержащть 20 коадратныть 

Цо формуль (8) мы имежь 

сн № У зав М 20-0,3183 1 =2,53 фут. 

8) Бычислити площадь крупа, коею окружность содержить 
10 дюймов». 

По формул (4) мы имфемъ 

а | и ата) 

Е и, 

136. Секторомз называется, часть. круга, заключенная между 
дугою и рад/усами, проходящими чрезъ оконечности этой дуги. 


Теорема. //лощадь сектора равна произведению ею души 
автадо иияНЫ 


на половину раббуеа. |. | | | 
Въ данномъ секторв ОАРВ (фиг..212) риивана часть АБЕВ 


з И: 
1) Съ древнъйштихъ временъ старались найти хвадратуру круг, т. е. по- 
строить такой квадратъ, нлощадь котораго равнялась бы паощади круга. Такъ 
катъ кругъ равном®ренъ прямоугольнику, коего основан!е равно окружности и 
высота равна радкусу‘круга, и всяк! прямоугольникъ можеть быть обращенъ 
въ равномзрныйему квадрахъ, то вся задача. состоитъ въ отыскаши прамой 
лини равной даины съ овружноетью круга; но ве старанйя, употребленныя 
Хая бпредълешя такой примой, ‘обтелиь чщётвыми, в потому квадратура в зуРа 
считается задачею неразрьшимою. ИН киа АУ 


— В — 


правильнаго многоугольника, площадь которой 


равна 


ЕЕ. :06} вот 
Бинт 


а ЕВ). = 


о--оЕ-+ ЕВ) ЖИ ил 
тдЪ В означаеть радусь АО (см. 102). вс. 

Удвонвъ число сторонъ. внисаннаго многоугольника. до`безконеч- 
ности, мы замфчаемъ, что вписанная ломанная линзя Ар ОЕ-+ЕВ 
все болфе и боле приближается къ дуг АРЕВ и наконець разность 
между этими лишями сдфдается меньше всяной произвольно | малой 
величины; тогда сторона АТ сдфлается меньше всякой са 
малой величины, величина / В? — 1) ЧАР? обратится въ УВ* = 
И площа дь АРЕВОА обратится въ площадь сектора; ве 
эта. «едва ыы чрез 


Ага ор вошла, прил 


‚ опор я 


тдф 1 означаеть длину дуги АБЕВ. = 5 а я 
137. Слъдетвае. Сравнешежь, этой форизаы, съ , формулою = 


в 

2тВ. ›„ составитея реек 

"А-З: ь ) иы , у \} \\ #005 
Е» 2 

МАИ Уи Г ® — Я 4 ( ), 


ото рва показываетъ, что ий сектора относится въ площади 
круз точно зак», каз, ду сектора отнэсится кь ильлюй окруж- 
ности. 

Если дуга сектора содержить у градуеовъ, то выведенная про- 
_ порщя можеть быть представлена ®ъ слфлующехь видЪ 


т .ЯА9 виниакоту р наи иена 
важ арюнИя формула Ох ато 


И $ вв 
дем... 
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981.24) 
ЗА ЩЕ. 
В я .8}. 1. (5). 
ПримЪры. 1) Найти площадь сектора, коею душ, оти- 
санная радиусом» в 10 дюймов», содержит» 60 1радусовз. 


По формул (3) мы имфемъ 


3' == п.100.55 -- =? = 2,36 квад. дюйм. 


2) Зная, что. Мы сектора равна площади квадрата, 
тостроеннаю рее, 
в; дуть соктори. 

По условию вопрова должно быть 

=В?. в=Е», откуда 
ба и — 114°35'29,6". 


ОНА ;000ТаЗУ РИ Фа Гота о 
8) Площадь сектора, котораю дуза вии 45 ий: 
с0вё, равна 0,125 квадратнио дюйма. Найти радиусв душ 
этото сектору. 
По формуль (5) мы имфемъ 


360.055 _ 
=! `3.14245 — за =0,5 564 дюйма. ты 


138. Теорема. Площадь сезмента равна произведеню по- 
ловины радгуса на разность между душою сегмента и половиною 
хорды; соотвътствующей удвоенной дуть сегмента. 

Площадь сегмента АМВ (фиг. 213) равна площади сектор& 

Фит. 213.  (ОАМВ 6безъ площади треугольника ОАВ. По’ прёд- 
| идущему (136, Г) площаль евктора 
ОАМВ = дуг. АВ. '/20А. 

Чтобы найти площадь треугольника ОАВ, про- 
ведемъ хорду ВС перпендикуларно къ радусу ОА. 
Такъ какъ эта хорда дфлитея радлусомь ОА въ 
точкВ Е на двЪ равный части, то соотвЪтетвующая 


— М — 


дуга ВАС вдвое больше ‘дуги АМВ. Илощадь треугольника 
ОАВ = ВЕ. 1/20А = '/2ВС.1/з0А. 
Наконецъ площадь сегмента 
АМВ = дуг: АВХ '/з0А — '/>ВСХ '/20А пли 
АМВ = '/20А (дуг. АВ — '/ ВС). 

Примпчане. Возможно вычислить площадь сегмента только ВЪ 
такомъ случаЪ, когда хорда ВС есть бокъ такого правильнаго много- 
угольника, который по предъидущему (94, 95, 96, 97, 9$, 99, 
101) можетъ быть виисанъ въ кругЪ. Во вевхь другихъ случаяхъ 
должно прибЪгнуть къ вычисленямь, не относлщимея къ начальной 
Геометр!и. 

ПримЪръ. Надти площадь сегмента , коею душ, описан 
ная радусоме въ ® дюйма, содержит 60 арадусовз. 

Дуга АВ, составляющая въ этомъ случа шестую часть окруж- 
ности, равна 

2х.2 2 


жа: 
Хорда ВС, составляющая бокъ вписаннаго правидьнаго треуголь- 
ника, равна 53. И сегмента равна 
АМВ= ** —УЗ= 0,362344 квад. дюйм. 


139. Задача. НИ квадрате, равный 1) суммъь 96/55 
данныхь квадратовь, и 2) разности двухз данныхь квадратов». 

1) Построимъ прямоугольный треугольникъ, котораго катеты со- 
отвтетвенно равны бокамъ данныхъ квадратовъ. Потомъ построимъ 
квадратъ на гипотенуз» полученнаго прямоугольнаго треугольника. 

2) Построимъ прямоугольный треугольникъ, котораго гинотенуза 
равна боку большаго квадрата и катетъ равенъ боку меньшаго ква- 
драта. Потомъ построимъ квадратъ на другомъ катет® этого прямо- 
угольнаго треугольника. 

140. Задача. Построить квадрате, равный какой-нибудь 
доль данналю квадрата. 

Чтобы площадь искомаго квадрата х° составляла, напримфръ 


3/з даннаго квадрата а”; должно ‘на праной АО == а (фиг. 214) 

Фиг. 214. /'). опивать полуокружность и отъ А до С отечи- 

тать °/з частей прямой АР. Наконець изъ 

т < › Мочки С. должно возставить пернендикуляръ 

СВ кь АБ и провести хорду АВ; тогда АВ? 

БА рис алла оррдия сл дФаВ, т с (см. 
75), откуда ыа 
АВ’ = АД. Аб == АР, 38 АЛ = АО: 

_ 141. Задача. Построить квадратз, которало. площадь 2?* 
должна относиться к5 площади а? даннало квадрата точно 
такз, какь прямыя т и п относятся. между собою. най 

На какой-нибудь прямой (фиг. 215) отложимь АВ=ти ВС 
фик 5 — ®. На прямой АС опяшемьъ полу- 
> окружность и изъ точки В къ АС в03- 
ставимь перпендикулярь ВП. Проведя 
хорды АП и СУ, отложимь О"{Е=аи 
чрезь Е проведемь прямую ЕЁ парал- 
‚, лельно къ АС. Наконець на прямой ОЕ 
поетроимъ квадратъ, который удовле- 
"  творлеть вопросу. Въ бамощь лав, по. 
предъидущему (75) 
ОА” = АС.АВ и 0С° = АС.ВС; 


Аа ый". 
откуда тс? О п * 


и ы " о 5] 244 45 
_ По параллельности прямыхь РЕ и АС получи оо 
| РЕПА. _ 
БЕС} ОТКуда 
ОЕ? БА? т ОЕ’ т 


АНУ о ао 
кнсаве . : Е ханы моет 


—. ЕЕ 
5994.07 ь 1585 вии 
ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. Ат 4 
* 

301) Найти площадь промаленаь треугольника, котла’ ры 
описанной окружности равенъ 18 футамъ. 

302) Найти площадь квадрата, вписаннаго въ кругЪ, коего ра» /, 
диусь равенъ 0,7 фута. 

303) Площадь правильнаго треугольника, ниисаннато въ кругЪ, 
равна 169 квалр. фут. Сколько футъ содеряиить. радуеь этого ‘круга? 

304) Площадь квадрата, виисаннаго въ круг’В; равна 2804 квадр. 
фут. Сколько футь содержить раллусъ этого круга? 

305) Рамусь круга, випсаннаго въ правильномъ треугольнив\, 
равенъ 3 футамъ. Вычислить площадь этого треугольника.’ (1 


306) Ражусъ круга, вписаннаго въ. ее аи 12 фута. 


Вычислить площадь этого квадрата. 

307) Площадь квадрата; описаннаго около круга, равна 11664 
квадр. фут. Сколько футъ содержить радусь этого круга? 

308). Найти радусъ круга, равномврнаго проиниииу треуголь- 
нику, коего бокъ равень 2,4 фут. 

309) Квадрать, содержащий 70,56 квахр. фут. миры дан- 
ному кругу. На сколько бовъ квадрата больше ‘или меньше аметра 
круга? 

310) Найти площадь сектора, коего дуга, описанная радусомъ въ 
5,4 фута, содержитъ 16,8 фута. 


ЗИ) Найти ты ы сдкда коего окружность солержитъ 128,0199 


фута. 
312) Найти площадь круга, коего окружность больше в: на, 
8 дюймовъ. { у {955 


813) Найти площадь правильнаго восьмиугольника, вцисаннаго. 
въ кругЪ, коего радусь равенъ 3,8 фута. ВН {5 

314) Около правильнаго восьмиугольника, коего плошщаль равна 
98.01. квадр.. фута, описана окружвать ыы футъ содержитъ 
радусъ этой окружности? 

815) Найти площадь правильнаго десятиугольника, описаннаго 
ококо круга, коего ражусъ равенъ 6 футамъ. 

316) Илошадь правильнаго восьмиугольника, описаннаго’ около 


+ 


, 


с 


круга, равна 2621,44 квадр. р Сколько футъ содержить ралусъ 
этого круга? 

317) Найти площадь круга, коего окружность и лламетръ содер- 
жатъ вм стЪ 104,04 фута. 

318) Найти площадь правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ 
кругЪ, коего площадь содержитъ 706,5 квад. фута. 

319) Найти площадь сектора, коего дуга, описанная: радёусомъ въ 
7,2 фута, содержить 68°36°. 

320) Перзметрь правильнаго восьмиугольника, вписаннаго’ въ 
кругБ, содержить 80 футъ. Вычислить площадь сегмента, заключаю- 
щагося между стороною этого они и воотвфтетвующею 
дугою. 

321) Окружности двухъ концентрическихь круговъ содержать 
21,98 и 13,84 фута. Вычислить площадь круговаго кольца, содержа- 
щагося между этими окружностями. 

322) ОпредЪлить бокъ квадрата, вписаннаго въ ел коего пло- 
щадь равна 7,065: квад. дюйма. о. 

323) На сколько площадь правильнаго прелутезьливя описан- 
наго около круга, коего радлусъ равенъ 8 дюймамъ, больше площади 
такого-же многоугольника, вписаннаго въ томъ-же круг? 

324) Площадь правильнаго двфнадцатиугольника, описаннаго 
около круга, равна 484 квад. фут. Сколько квадратныхъ футъ дол- 
жна содержать площадь правильнаго НТИутОлБИНИЕ, вписаннаго въ 
томъ-же круг? 

325) Найти площадь правильнаго двЪнадцатиугольника, виисан- 
наго въ круг, когда извфстно, что рамусь круга больше стороны 
этого многоугольника на 2 фута. 

326) Сторона правильнаго пятиугольника, описаннаго около круга, 
равна 20 фут. Найти площадь этого круга. 

327) Найти площадь сектора, котораго дуга содераничой ча. и 
который составляетъ часть круга, содержащаго 432 квад. фута. 

328) Дуга сектора, содержащая 72°, больше ея радлуса на 12 
футъ. Вычислить площадь этого сектора. 

329) Радусь сектора, содержащаго 64,4 квадр. фута, равенъ 18,4 
фута. Сколько футъ содержить дуга этого сектора, и сколько граду- 
совъ и минутъ имфетъ соотвфтетвующий центральный уголь? 


— >. 


330) Въ кругБ, коего окружность равна 781» футъ, проведены 
двЪ параллельныя хорды такимъ образомъ, что центръ находится 
между ними; этимъь хорламъ соотвфтствують централъные углы въ 
120° и 72°. Сколько квадратныхъ футъ содержитъ часть круга, на- 
ходящаяся между проведенными хордами. 


ТЕОРЕМЫ. 


‚ 331) Площадь круговато кольца, содержащаяся между двумя кон- 
центрическими кругами, равна числу с, помноженному на произве- 
деше суммы и разности радусовъ данныхъ круговъ. 

332) Площадь правильнаго шестнугольника, вписаннаго въ круга, 
равна полупроизведен!ю утроеннаго квадрата радлуса на корень ква- 
дратный изъ числа 3. 

333) Площадь правильнаго восьмиугольника, коего сторона равна 
т, изиЪряется произведешемь 2 »? (1+2). 

334) Площадь правальнаго десятиугольника, коего сторона равна 
т; измфряется произведешемъ / т? У 5+2 5. 

335) Площадь квадрата, описаннаго около круга, вдвое больше 
площади квадрата, вписаннаго въ томъ-же кругЪ. 

336) Плошадь правильнаго восьмиугольника, внисаннаго въ кру- 
гф, равна площади такого прямоугольника, коего основане равно 
боку квадрата, описаннаго около ‘того-же круга, а высота равна боку 
квадрата, виисаннаго въ томъ-же круг. 

337) Площадь правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ кругЪ, 
есть средняя пропорщюнальная между площадями правильныхъ тре- 
угольниковъ: вписаннаго въ томъ-же круг и около него описаннаго. 

338) Если изъ точекъ Ви С, равно-отстоящихь оть оконечныхъ 
точекъ А и О дуги АВМСО четверти окружности опустить першен- 
дикуляры Ва и СН на ралусъ ОО, то образуется фигура ВМСНС, 
равномЪрная сектору ВМСО. 

339) Если изъ какой-нибудь точки О радтуса ВО круга возставить 
перпендикулярь ОА до пересЪчен!я съ окружностью, и отложить 
дугу АС, равную прямой АО, то секторъ ОВС равномфренъ сегмен- 
ту АСВ. 

340) Площадь правильнаго двфнадцатиугольника, виисаннаго въ 


кругВ, равна утроенному квадрату радутса этого круга. 
17 
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ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 
Пропорцщюнальность площадей подобныхъ Фхигуръ. ы 
142. Теорема. Площади подобныхь треуюльниковь отно- 


сятся между собою, какь квадраты сходственныхь сторонз. 


Площади подобныхъ треугольниковь АВС и ас (фиг. 216) 


Фиг. 216. ВС.АО 5.а4 
р равны (= 5 и4 =; 0т> 


р а 

куда 3. = п = > ж = .. { . (1). 
ыс: Изъ подобныхъ прямоугольныхъ тре- 

всь © 


т угольниковь АВР и аф4 получитея-^ 
АВ ВС _ АВ 
= ар иизъ данныхь треугольниковъ составится „, = р, слдова- 


тельно —- == — Замфнивъ въ пропорщии (1) дробь = дробью 
>, получимъ | 
ах =. 

143. Теорема. Площади двухё треуюльниковь, импющихль 
по равному углу, относятся между собою, какз произведеня сто- 
ронз, составляющих» эти уллы. 

Даны треугольники АВС и АПЕ (фиг. 217), имбюнщие общий 


Фиг. 217. АВ.АС 
АР.АЕ” 
гдЪ Фи 0’ суть площади треугольниковъ АВС 
ни АБЕ. | ай 
Изь вершин В и Ш) опустивъ перпендику- 
ляры Ва и ПН на сторону АС, получимъ 
АС.В6 ‚ _ АЕОН 
= и = АЕ, отд 
9 _ АСв@ __ АС __в6 
®' — АЕБн — Ен’ 
но изъ подобныхъ прямоугольныхь треугольниковъ АВб и АБН мы 


уголъ А. Требуется доказать, что а = 
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имфемъ На слВдовательно замфнивъ дробь = дробью т 
получимъ 


в АС.АВ 


9 Е ХАБ-=АЕАР- 
144. Теорема. Площади подобныть мноюуюльниковз отно 
сятся между собою, какз квадраты сходственныхь сторонз. 


РаздЪлимъ данные иногоугольники (фиг. 218) д1агоналями АС, 
Фиг. 218. 


АУ, ас, а4 на треугольники и означинъ 
площади этихъ треугольниковъ чрезъ (), 
9', 9"... 4,99"... 

идущему (142) 
9 вс АЕ’. &':.. рс* ее 
4 а 3 07 

но по подобю данныхъ многоугольниковъ получится 

— __ 06 _ АВ 
— ‘4 = ‘а5? ОТКУДа 
"РВ униные 
== в = Е ; слЪдовательно 


..; Тогда по предъ- 


лу; 


` 


Изъ этихъ пропорщй получимъ 


АЕ 
9 5—8 9 


Го ; 
откуда 9+ 09'-09“-+... мож 5% 


Ре слЪдова- 


9-9 вы АЕ" 


паче" +... ви 


АВСОЕ _ АЕ’ 


— 


— абеае аб ° 


1 


— дан. 


145. Теорема. Площади двух5 подобныхь правильных» 
мнооуюлниковь пропорийоналны квадратам» ихз радёусовь и 
аповем. 


По предъидущему (105) извфетно, что (фиг. 219) у =\ь > 
#9 
Фиг. 219. = ==, т = = чи. ; откуда 
а т АВ _АС _ СМ 
а с ст 
д АВ ВИ. 
а5* ас * ст? ’ 
/ но по доказанному (144) мы 
‚о имфемь  — 
АВПЕ.... _ АВ" 
афще.... т. , 
слфдовательно 
АВОЕ.... _ АС? _ СМ* 
сы — шт ст’ 


146. Теорема. //лощади двухь крушвз. пропоршональны 
квадратамз ить радиусовх или квадратамь ить баметров. 
Зная, что площади двухъ круговъ, инющихъ радусы Ви В’, 
соотвЪтетвенно равны 
© = хВ? и 0’ = мВ 
9 _ св 9 __ в 
получим (, = в» Или, = ка 
Если 0 = 2В и 0' = 2В,, гдф Фи’ суть даметры круговъ, 
то выведенная пропорщя замфнитея пропорщею 
о 
= 
147. Секторы, ограниченные д дни». ин 
подобными. 
Теорема. Площади двухь подобныть секторовг пропорийо- 
нальны квадратамг ихь радусовз. 


Назовемъ площади двухъ подобныхъ секторовъ чрезъ (@ и (', ихъ 
дуги чрезъ (и Г, и ихъ радгусы чрезъ Ви В’; тогда (136) получимъ 
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0 =. .- и се т. и 
РИ а 
‚ откуда 9" "рАг=” Е х . ыы 
но по предъидущему (114) извЪетно ‚ что 
№ 
её - — в Й 
слЪдовательно - 
ов № 
9' ве е— К’ 

148. Теорема. Если на стороналз прямоуюльнаю тре- 
Уюльника построены подобные мноюуюльники, то площадь, по- 
строенная на липотенузь, равна суммъ площадей , построен- 
ныть на катетать. 

г. 2 
По предъидущему (144) мы имфемь (фиг. 220) = 5 


Фиг. 220. [6] АВ" вс? ь 
9“— лс: ; Откуда С С ©“ 


Сложивъ эти два равенетва по-членно, получимъ 
Г _ ВС + АВ’ и. 


ВС * + АВ” = АС”, сльдовательно 


х.. ыы 6 ыы: 00: 
АС АС , 
$+%=9". 


Описавъ окружности на сторонахъ прямоугольнаго треугольника 
„АВС и назвавъ площади образовавшихся круговъ чрезъ 5, 5', 5", 
зы точно такимъ-же нь что 

= +8. 

149. Теорема. р на катеталь прямоуюльнаю туе- 
уюльника описать полуокружности внаружу, а на зипотенузь 
начертить полуокружность во-внутрь, то площадь этою тре- 
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Упольника равна суммю площадей, содержащихся между дулами, 
построенными на катетахь. 


Назвавъ (фиг. 221) площади полукруговъ АСЕ, ВС@, АВЕСЬ 
Фит. 231. соотвфтственно чрезъ 5, 5', 5", получимь по. 
предъидущему 
5" =5-8'; откуда 
5" — (АСО -{ ВСЕ) = 
ыы = (3-5) — (АСО + ВСЕ) или 
плош. треуг. АВС = $ — АСО - 5' — - ВСЕ или. 
площ. треуг. АВС = АСЕ - ВЕС. 
Эта теорема, изобртенная Ипократомъ изъ Х1юса (450 л. до 
Р. Х.), извЪетна подъ назвамемь „Ипократовыхъ луночекъ“ (пиа- 
1ае Нтрроега\1з). 


341) Вычислить плошадь круга, которая должна быть втрое боль- 
ше плошади круга, имфющаго радлусъ въ 315 дюйма. 

342) Во сколько разъ площадь круга, имБющаго радусь въ 63/з 
дюйма, больше плошади. круга, коего радусь равенъ 11/3 дюйма? 

343) Илощаль треугольника АВС, сторона АВ котораго содержитъ 
112,4 сажени, равна 3259,6 квад. саж. Сколько квадратныхъ сажень 
содержить треугольникъ абс, подобный треугольнику АВС, если сто- 
рона а, соотвЪтетвующая боку АВ, равна 28,1 сажени? 

344) Стороны треугольника АВС, содержащаго 1296,54 квад. 
сажени, соотвЪтственно равны 44,1 саж., 58,8 саж., 73,5 саж. Вычи- 
слить стороны треугольника абс, подобнаго троттольнажх. АЕ и с0- 
держащаго 105,84 квад. сажени. 

345) Стороны треугольника АВС равны бан саж. и 
291,9 саж., а площадь треугольника абс, подобнаго треугольнику 
АВС, равна 2098,14 квад. саж. Вычислить стороны треугольника абс. 

346) Площади двухъ подобныхъ треугольниковъ АВС и абс рав- 
ны 182,7 квад. фут. и 24,36 квал. фут., и сторона аб меньше сход- 

ственной стороны АВ на 8.5 фут. Вычислить стороны АВ и а. _ 

847) Площади двухъ подобныхъ четыреугольниковь АВОВ и абе@ 
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пропорцюнальны числамъ 9 и 4, и сторона АВ = 65/4 саж. Сколько 
сажень содержить сходственная сторона аб? 

348) Площади треугольниковь АВС и АБЕ (фиг. 217), имВющихъ 
общий уголъ А, равны 21,66 квад. саж. и 43,74 квад. саж., стороны 
АВи АС содержитъ 5,7 саж. и 7,6 саж., и сторона АО больше сторо- 
ны ЛЕ на 2,7 саж. Вычислить стороны АШ и АЕ. 

349) Периметры двухъ подобныхъ пятиугольниковъ соотв тствен- 
но равны 109,44 саж, и 76 саж., и площадь большаго пятиугольника 
равна 615,2 квад. саж. Вычислить площадь меньшаго пятиугольника. 

350) Площадь многоугольника АВС... въ 8 разъ больше площади 
многоугольника а6с..., и сторона АВ больше сходетвевной стороны 
аф на 3 саж. ты стороны АВ и 46. 

351) Вычислить часть круговаго кольца, дугамъ котораго, опи- 
саннымъ радлусами въ 6 и 8 дюймовъ, соотвЪтствуеть центральный 
уголь въ 42°. 

352) ИзвЪетно, что съ увеличенемъ радлуса на 0,01 фута площадь 
круга увеличится на 1 квадратн. футъ. Вычислить радлусъ этого круга. 

353) Отъ треугольника АВС, стороны котораго суть: АВ — 645 
саж., ВС = 1075 саж. и АС= 860 саж., требуется отдЪлить часть въ 
73960 квад. саж. прямою ПЕ, параллельною къ боку ВС. Въ какомъ 
разстояви отъ вершины А прямая ОЕ должна пересЪкать стороны 
АВ и АС? + 

351) Сколько дюймовъ долженъ содержать рамусъ круга, равна- 
го разности двухъ круговъ, если площаль перваго круга равна 19,625 
квад. дюйма, а радусь втораго равенъ 0,7 дюйма? 

355) Стороны АВ и АС треугольника АВС равны 240 и 270 саж. 
Требуется раздЪлить этотъ треугольникъ на двЪ равныя части пря- 
мою ОЕ, нараллельною къ боку ВС, Сколько должно содержать каж- 
дое изъ разстоян!й АО и АЕ? 

356) Требуется раздЪлить на дв равныя части трапешю АВС, 
коей основаше АВ—= 160 саж., основаше ОС — 120 саж. и выеота 
РЕ=!40 саж. прямою ММ, параллельною къ основашмямъ. Въ какомъ 
‘разетояни отъ вершины О прямая МХ перес$каетъ высоту ОЕ? 

357) Внутри: даннаго квадрата, коего бокъ равенъ 8 дюйм., опи- 
саны два круга, изъ которыхъ первый 6 квадратными дюймами боль- 
ше втораго, а часть площади квадрата, лежащая внЪ круговъ, равна, 

‚20 квадратнымь дюйм. Вычислить радусы этихъ круговъ. 


= = 


358) Основане АВ трапеши АВСЬ равно 168 саж., основаше 
ОС = 130 саж. и высота ОЕ равна 120 саж. Прямою ММ, параллель- 
ною къ основашямъ, требуется раздфлить эту трапец!ю на дв части, 
пропоршональныя числам 3 и 7. Въ какомъ разстояни отъ вершины 
Р прямая ММ пересфкаетъ высоту ОЕ? 

359) Площади двухъ подобныхъ многоугольниковь абс.. и АВС. . 
равны 46,37 квад. фут. и 185,48 квад. фут., и сторона ак меньше 
сходетвенной стороны АВ на 15 футъ. Вычислить стороны аб и АВ. 

360) Стороны треугольника АВС суть: АВ= 645 саж., ВС=1075 
саж. и АС— 860 саж. Требуется раздЪлить этотъ треугольникъ пря- 
мыми ОЕ и СИ, параллельными къ ВС, на три части такимъ обра- 
зомъ, чтобы часть АШБЕ составляла *5 треугольника АВС н часть 
ПЕСН была 550 квад. саженями больше части @НСВ. Опредзлить 
разстояня АО, Аа, АРи АН. 


ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


361) Построить равностороннй треугольникъ, который долженъ 
быть въ 9 разъ больше даннаго равносторонняго треугольника. 

362) Построить многоугольникъ, подобный данному многоуголь- 
нику и составляющий '/з сего послФднято. 

363) Описать кругь, площадь котораго равнялась бы суммЪ пло- 
щадей трехъ данныхъ круговъ. 

364) Требуется раздЪлить данный треугольникъ АВС на дв рав- 
ныя части прямою, параллельною къ боку ВС. 

365) Описать кругь, равный разности двухъ данныхь круговъ. 

366) Данный треугольникъ АВС раздЪлить на три равныя части 
прямыми, параллельными къ данной прямой МХ. 

367) Требуется раздВлить данный кругъ концентрическимъ кру 
гомъ на двЪ равныя части. 4. 

368) Построить треугольникъ, который долженъ быть мообенть 
данному треугольнику и вдвое больше сего постВднято. 

369) Построить многоугольникъ, который долженъ быть подобен 
данному многоугольнику и относиться къ сему послВднему точно тавъ, 
какъ относятся между собою данныя прямыя # и 2. 

310) Обратить квадрать АВС въ равномфрный ему равносторон- 
ий треугольникъ. 
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{4 
Теоремы и задачи построен1я, относяцияся ко везмъ 
отд%ламъ Планиметр!и. 


371) Между сторонами угла ВАС проведены прямыя РЕ, ЕЕ, Рб, 
СН, НК, равныя каждая отр%зку АО. Требуется доказать, / ЕОЕ — 
2 ДА, [ТЕб=ЗДА, ДбЕН=4 ДА ит. д. 

319) Если сумма угловъ А и а, находящихся при вершинахъ 
двухъ равнобедренныхъ треугольниковь АВС и абс; равна 180°, то 
сумма угловъ В и 5, лежащихь при основаняхъ ВС и фе, равна 90°. 

313) Если средину Е бока ВС трапещи АВСР соединить съ око- 
нечностями А и О противоположной стороны, то образуется тре- 
угольникъ АРЕ, составляюций половину трапеши АВСО. 

314) Если на гинотенузв ВС прямоугольнаго треугольника АВС 
отложить части ВО = АВи СЕ = АС, и провести прямыя АБ и АЕ, то 
образуется уголь РАЕ, равный половин прямаго угла. 

815) Если изъ точекь О) и Е хорды АВ, равно-отстоящихъ отъ 
оконечныхь точекь А и В, возставить перпендикулары до пересфченя 
съ окружностью, то эти периендикуляры равны между собою. 

376) Если чрезъ точку пересечения двухъ окружностей провести 
прямую АС парраллельно къ центральной лини ОО’, то прямая АС 
вдвое больше прямой ОО". 

377) Изъ вершины А треугольника АВС опущенъ пернендикуляръ 
АП на противолежаний бокъ ВС, и прямою АЕ раздЪленъ уголъ ВАС 
на дв равныя части. Требуется доказать, что образовавиийся утолъ 
РАЕ равенъ полуразности угловъ ВИ С. 


378) Периметръ равнобедреннаго треугольника меньше периметра 
какого угодно рявномфрнаго треугольника, имЪющаго общее оено- 
ваше съ равнобедреннымъ треугольникомъ. 

379) Равнобедренный треугольникъ больше вефхъ треугольниковъ, 
имфющихь съ нимъ общее основане и одинъ и тотъ-же периметръ. 

_ 380) Если точку О, взятую внутри параллелограма АВСО, со- 
единить ©ъ его вершинами, то сумма треугольниковь АВО и 0СО 
равномфрна половин5 параллелограма. 

381) Если въ четыреугольникв АВСО длагонали АС и ВО пересЪ- 
каются подъ прямыми углами, то сумма квадратовъ противолежащихь 


— #0 — 


сторонъ АВ и СО равна сумм квадратовь противолежащихъ сто- 
ронъ АП и ВС. 

382) Чрезъ вершину А треугольника АВС, вписаннаго въ круг%, 
проведена касательная АО до пересЪченйя съ противол6жащимъ бо- 

2 

комъ СВ. Требуется доказать, что = с. 
383) Ламетрь АВ полуокружности раздЪленъ на двЪ каюя-ни- 
Фиг. 222. буль части АС и СВ, и на нихъ описаны 
полукружности (фиг. 222); потомъ изъ 
точки С къ прямой АВ возставленъ пер- 
пендикулярь СР и на немъ описана 
окружность. Требуется доказать, что ило- 
щадь, заключенная между большою по- 
луокружностью и двумя малыми полу- 
кружностями, равна площади круга СО. 

384) Стороны параллелограма, описаннаго около круга, должны 
быть равны. 

385) Сторона квалрата, вписаннаго въ „фу выфетф съ стороною 
правильнаго треугольника, вписаннаго въ томъ-же круг, превышаеть 
полуокружность числомъ, которое меньше 5 тысячныхъ частей ра- 
длуса. 

386) Изо веБхъ треугольниковъ, въ которыхъ по дв стороны со- 
отв®тственно равны, прямоугольный треугольникъ имфетъ наиболь- 
шую площадь. 

387) Въ прямоугольномъ треугольникв АВС произведеше гипо- 
тенузы ВС на перпендикуляръ. АО, опущенный изъ вершины А на 
гипотенузу, равно произведеню катетовъ. 

388) Между двумя параллельными касательными проведена къ т0- 
му-же кругу еще касательная АВ, и точки А и В соеданены съ _цен- 
тромь О. Требуется доказать, что уголъ АОВ прямой. — 

389) Въ прямоугольномъ треугольник АВС вписанъ квадратъ 
ПЕСЕ такимъ образомъ, что его бокъ ОЕ совм щается съ гинотену- 
вою ВС. Требуется доказать, что этотъ бокъ есть средняя и 
нальная между отрЪзками ВО и СЕ гипотенузы. 

390) На сторонЪ ВС внЪ треугольника АВС построенъ квадрать 
ВОПЕ и проведены прямыя АЕ и АБ, пересЪкаюния сторону ВС въ 
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точкахъ Ри(). Требуется доказать, что РО есть сторона квадрата, впи- 
саннаго въ треугольник АВС. 

391) Въ разностороннемъ треугольник АВС прямая СО, разд%- 
ляющая больший уголъ АСВ на двЪ равныя части, меньше прямой 
ВЕ, раздЪляющей меньшй уголь АВС по-поламъ. 

392) Если въ треугольникЪ прямыя, которыми разлВляютея два 
угла соотвЪтетвенно на дв равныя части, равны, то онъ долженъ 
быть равнобедренный. 

393) Если изъ вершинъ треугольника АВС на противолежания 
имъ стороны опущены перпендикуляры АО, ВС, ЕЁ, пересфкаюниеся 
ВЪ точкВ О, то должно быть АО. Ор = ВО. ОЕ= СО. ОЕ. 

394) Если чрезъ основаня О,Е,Е перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ вершинъ треугольника АВС на протнвоположныя стороны и ие- 
ресфкающихся въ точкЪ О, описать окружность, то она раздЪлитъ 
каждую изъ сторонъ треугольника и каждую изъ прямыхъ ОА, ОВ, 
ОС на двЪ равныя части. 

395) Отношене двухъ неравныхъ дугъ, описанныхъ однимъ и 
тЪмъ-же радусомъ, больше отношеня соотвЪтетвующихъ имъ хордъ- 

396) Та изъ двухъ дугь АВ и РЕ, стягиваемыхъ равными хорда- 
ми АВи ПЕ, наибольшая, которой радусъ наименьший. 


397) Если въ треугольник АВС чрезъ вершину А проведены пря- 

мыя АРи АЕ до пересъченя съ основаншемъ ВС такимъ образомъ 
2 
что СВАБ = ДЕАС, то должно быть = —= ет. 

398) Во всякомъ четыреугольник® сумма квадратовъ его сторонъ 
равна сумм квадратовь дагоналей, увеличенной учетвереннымъ 
квадратомъ прямой, соединяющей среднйя точки д1агоналей. (Теоре- 
ма Эйлера). 

399) Во всякой тралеши сумма квадратовъ всфхъ сторонъ равна 
сумм$ квадратовъ д1агоналей, уменьшенной удвоеннымъ произве- 
дешемъ основашй трапеции. 

_ 400) Если изъ какой-нибудь точки О хорды ОЕ опущенъ пер- 
пендикуляръь ОР на даметрь АВ, то должно быть АР. РВ = 
р0. ОЕ ОР°. 

401) Въ четыреугольникв АВСО средина Е стороны АВ соедине- 
на съ оконечными точками Си О противоположной стороны, и сре- 
дина Г стороны СО соединена съ оконечными точками стороны АВ. 
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Требуется доказать, что сумма площадей АВЕ и СПЕ равна площади 
АВСО. | 

402) По данной сторонф а правильнаго многоугольника съ 2 
сторонами и извЪстному рад1усу В описанной окружности, найти вы- 
ражеше для стороны а’ вписаннаго правильнаго многоугольника съ 
п сторонами, относительно величинъ аи В. 


403) Геометрическое мВсто точекъ, для которыхъ сумма квадра- 
товъ разетоянй отъ двухъ постоянныхъ точекъ одна и та-же, есть 
окружность круга. 

404) По данной сторон а описаннаго правильнаго многоуголь- 
ника съ и сторонами и извфстному радусу В найти выражеше для 
стороны а’ виисаннаго иравильнаго многоугольника съ п сторонами. 


+05) Если въ круг двф хорды пересекаются подъ прямыми угла- 
ми, то сумма квадратовъ отрЪзковъ этихъ хордъ равна квадрату 
д1аметра. 

406) Высота АН какого-нибудь треугольника АВС, впасаннаго 
въ круг, относится къ боку АВ точно такъ, какъ сторона АС `отно- 
ситея къ даметру АБ. 


407) Прямая пересЪкаетъь двЪ пересЪкающ!яся окружности въ 
точкахъ А, В, С, Ри ихъ общую хорду въ точкЪ Е. Требуется дока- 
БА ЕО, 
зать, что ув 1 
408) Если около правильнаго треугольника описать окружностьи со 
единить хордою ПЕ средня точки дугъ, соотв тетвующихъ бокамъ АВ 
и АС, то эта хорда раздфлится прямыми АВиАС натри равныя части. 
409) На сторонахъ треугольника АВС построены параллелограмы 
Фиг. 223. АВОЕ, АСЕС и ВСНК (фиг. 223) такимъ обра- 
зомъ, что вершины Н и К параллелограма 
ВСНК помфщаются на сторонахъ ОЕ и ЕС. Тре- 
буется доказать, что площадьВСНК равна сумм 
площадей АВОЕ и АСКА. (Теорема Паппуса). 
410) Если какую-нибудь точку Г дламетра 
АВ соединить съ оконечностями ПО и Е хорды, 
параллельной къ этому дмаметру, то сумма ква- 
дратовъ прямыхь ОК и ЕЕ равна суммЪ ква- 
дратовъ отрЪзковъ дмаметра. 


—=//^.-.Ь-[.Ь 
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ви) Между точкою С и данною прямою, АВ провести урямую та- 
кимъ образомъ, чтобы она данною прямою ОЕ разд лилась на двЪ 
равныя части. 2-55 

412) Построить квадратъ, когда извЪстно, что разность ‘между его 
длагональю и бокомъ равна данной прямой а. 

413) Построить квадрать, котораго бокъ и дагональ выфсть 
должны равняться данной прямой а. 

414) На дтагонали @ даннаго прямоугольника построить равно- 
м$рный ему прямоугольникъ, 

415) Построить треугольникъ АВС, вь которомъ сумма сторонъ 
АВи АС должна равняться данной прямой эт, уголь АВС долженъ 
равняться данному углу ® и высота СШ должна равняться данной 
прямой р. 

416) Построить прямоугольникъ по данной д1агонали а и сумм 6 
двухъ смежныхъ сторонъ. 

_ 417) Построить прямоугольникъ АВСО по данной прямой $, рав- 
ной его основано АВ, и данной прямой 4, равной разности между 
длагональю АС и высотою ВС. 

418) По данному периметру р построить равнобедренный прямо- 
угольный треугольникъ. 

419) ивр дугу, касающуюся къ двумъ даннымъ окружностямъ 
СиС.. 

420) р треугольникъ, равномфрный данной трапеци 
АВСО. 

421) Радусомъ, равнымъ прямой зи, описать окружность такимъ 
образомъ, чтобы она касалась къ данной прямой АВ, а на данной 
прямой СО отрЪзала хорду, равную данной прямой я. 

422) На основании, равномъ прямой Г/М, построить треугольникъ, 
равномЪфрный данному треугольнику АВС. 

423) РаздЪлить данный треугольникь АВС на дв$ равныя части 
прямыми, выходящими изъ точки Е, данной внутри треугольника. 

424) Дана окружность О, касающаяся къ двумъ пересфкающимся 
прямымъ АВи АС. Требуется описать окружность, касающуюся къ 
данной окружности и къ даннымъ прамымъ. 

425) Чрезъ точки Аи В, данныя на окружности, провести двЪ 


параллельныя хорды, которыхъ сумма должна равнятсья данной пря- 
мой т. 
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426) Требуется найти такую точку Х, чтобы прямыя, соединяю- 
ия ее съ данными точками А,В,С, составляли равные углы. 

427) Чрезъ точку С требуется провести такую прямую, чтобы 
сумма перпендикуляровъ, опущенныхъ на нее изъ точекъ А и В, рав- 
нялась данной прамой 9%. 

428) По тремъ даннымъ точкамъ А, Ви С опред$лить четвертую 
точку Х такимъ образомъ, чтобы ири ней образовались углы АХС и 
ВХС, соотв тственно равные даннымъ угламъ 7% и #. 

429) Въ данномъь круг вписать прямоугольникъ, равномфрный 
данному прямоугольнику АВСО. 

430) Отъ точка А провести прямую, которая должна перескать 
двЪ ланныя окружности С и С’ такимъ образомъ, чтобы отр®зки АУ 
и АХ были пропорщюнальны даннымъ прямымъ 2% и #9. 

431) Построить треуголнакъ по двумъ извЪстнымъ угламъ Ви С, 
и данной суммЪ сторонъ, противулежащихъ этимъ угламъ. 

432) Радгусомъ, равнымъь прямой а, описать окружность такимъ 
образомъ, чтобы она отрфзала на прямой АВ хорду, равную данной 
прямой т, а на прямой СР хорду, равную данной прямой я. 

433) Въ данномъ кналрать АВСО’ вписать квадратъ, коего вер- 
шины должны находиться на сторонахъ АВ, ВС, С, АС. 

434) Прямою АБ, провеленною чрезь вершину А, треугольникъ 
АВС раздЪленъ на двЪ разныя части. Требуется провести чрезъ вер- 
шину В прямую, которая должна пересЪкать прямую АО въ точк® 
Х и сторонуАС въ точкЪ У такимъ образомъ , чтобы треугольникъ АВХ 
сдфлался равном$рнымъ четыргугольнику ОХУС; 

435) Построить треугольникъ по данной сторон% а, противолежа- 
щей углу зи, и сумм р стороиъ, составляющихъ этотъ уголъ. 

436) РаздЪлить транецю АВСО на двЪ равныя части прямою, 
проходящею чрезъ вершину А. — 

437) Построить равнобедрсиный треугольникъ такимъ образомъ, 
чтобы его вершина ваходилась въ данной точк$ С, оконечности 
его основанйя пришлись па ланныхъ параллельныхь прямыхъ АВ и 
СО, и основаше составляло съ прямыми АВи СО углы, равные данно- 
му углу 7. 

438) По данной сторон а правильнаго многоугольника, имфюща- 
го я сторовъ.и периметръ р’, построить сторону х гравильнаго мно- 
гоугольника, имбющаго 2» сторовъ и перимегръ р. 
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439) По данному периметру р и извЪстному Иа ми доать 
прямоугольный треугольникъ. 

440) Описать окружность, касающуюся къ данной окружности С, 
а къ данной окружности С’ въ точкЪ А. 

441) Внутри прямоугольника АВСО дана точка Е. На сторонахъ 
АО, ОС и СВ этого прямоугольника найти точки Е, (+, Н такимъ обра- 
зомъ, чтобы ДЕЕА = 0 бЕО, ДОбЕ = ДОбН и ДСН@ = 
Д ВНЕ. 

442) Изъ трехъ данныхъ точекъ А, В, С описать три касающйяся 
между собою окружности. 

443) Построить треугольпикъ по быта сторон а и давнымъ 
прямымъ эй и п, соединяющимъ оконечности этой стороны съ средни- 
ми точками двухъ остальныхъ сторонъ. 

444) РаздЪлить параллелограмь АВСЬ на четыре равныя части 
прямыми, проходящими чрезъ вершину А. т 

445) Отъ точекъ А и В, находящихся вн данной прямой ММ, 
провести двЪ прямыя такимъ образомъ, чтобы они, пересЪкаясь на 
МХ въ точкЪ Х, образовали углы АХМ и ВХМ, которыхъ разность 
дожна равняться данному углу т. 

446) Описать окружность, касающуюся къ те прямой АВи къ 
двумъ равнымъ кругамъ изъ-вн$. 

447) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой АВи 
къ двумъ равнымъ кругамъ изъ-внутри. 

448) Чрезь точку Н, данную внутри угла АВС, провести окруж- 
ность, касающуюся къ прямымь ВА и ВС. 

449) Построить треугольникъ АВС, котораго высоты АЕ, ВС, Ср 
соотвЪтственно должны равняться прямымъ 17, ®, р. 

450) Описать окружность, проходящую чрезъ точки А и В, и ка- 
сающуюся къ данной окружности изъ-внЪ. 

451) Описать окружность, проходящую чрезъ данныя точки А и В, 
и касающуюся къ данной окружности изъ-внутри. 

452) Описать окружность такимъ образомъ, чтобы она касалась 
къ данной окружности и прошла чрезъь точки А и В, находящяся 
внутри этой окружности. 

453) Построить равносторонн!й треугольникъ АВС такимъ обра- 
зомъ, чтобы его вершины пришлись соотвЪтственно на данныхъ па- 
раллельныхъ прямыхъ ЕО, МК, М. 
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- 454) Въ данномъ кругЪ вписать треугольникъ ХУЙ такимъ обра- 
зомъ, чтобы стороны ХУ и ХИ соотвВтетвенно прошли чрезъ дан- 
ныя точки А и В, а сторона УЙ была параллельна къ данной пря- 
мой ММ. 

455) На окружности круга даны точки А и В, и проведена сЪку- 
щая СО, на которой дана точка Е. Требуется найти на этой овруж- 
ности такую точку Х, чтобы прямыя АХ и ВУ отрЪзали на сзкущей 
СО двЪ части ЕМ и ЕХ, пропорщюнальныя числамъ # и и. 

456) Данный уголь АВС раздЪленъ прямою ВП на двЪ равныя 
части, и на его сторон ВС даны точки Е и К. Требустея найти ва 
сторон АВ такую точку Х, чтобы части ХМ и ХХ прямыхь ХЕ и 
ХЕ, лежашця между прямыми ВА и ВО, были равны. = 

457) ВнЪ круга О даны точка А и прямая ВС. Требуется описать 
окружность, проходящую чрезь А и касающуюся къ данной окруж- 
ности и къ прямой ВС. р 

458) Требуется описать окружность, касающуюся къ сторонамъ 
угла ВАС и къ окружности О, лежащей внутри этого угла. —— 

459) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой АВи 
къ двумъ окружностямъ С и С’, имфющимъ рад1усы В Е 

460) Описать окружность, касающуюся къ тремъ окружностямъ 
С, С, С”, имфющимъ радусы В, В’, В”. Сколько рашенйй допускаетъ 
эта задача? 


Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства 
_ _ теоремъ и рышевйя задачъ построевйя. 


ежики 


1) АВ=24т и СО = Тя. 
2) Нытъ; онъ долженъ быть мень- 
4,325 | 
ше-——— 16 дюйма. 
3) Дети саж. 
4) 255 саж. 


5) 6,38 дюйма. 
6) За дюйма. 
т) Ау. ты © 
8) Почти на 5,21 ов 
9) т 5,4 дюйма. 
р 

10) 25 = 39/зо из = 29/49. 
11) АВ= 81 саж., ВС = 36 важ. 

12) 3/4 дюйма. 
13). 4,5 дюйма. 
14) 43 ис == 
15) 3,2 дюйма. 
16) *??/зво окружности. 
17) 13°30'; 
18) 49 вии. БУ. 
19) 0ФРзк-гил 
20) 3902 8%. ° 
21) 56°. 


21/55. 


57 $; тичеронке 


22) 19°54". 
23) 22%°50'. 


24) Въ сегментЪ АСВ углы равны 


73920’ и въ сегментв АЕВ 
углы равны 106°40'. 
25) 450321/»'. 
26) 31°46?/з'. 
27). 62530‘; 100°. 
28) 148946"; 31914". 


Г 39). 42%. 


30) 176°52?/э". 

31) Проведя хорду ВЕ || къ С), 
получимь Д. АВЕ, который из- 
мЪряется четвертью окружности; 
но { АВЕ= / АЕШ)и / АЕ 
изиряетея полусуммою дугъь АБ 
и ВС; слБдовательно сумма дугъ 
АТи ВС равна полуовружности. 


`32) / Аа = (АО ИВО), 


Д Е@С = ЕС — Ау во 
АЕ= ЕС и ВР= АУ, влдо- 
вательно / АК@ = с вас= = 
ДАР. 


33) ДАМЕ = '/2(0В А, 


5. РЕМ + (РАНЕ); но 
18 
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ОВ = ПА, слБловательно 
ДЕМЕ= Д ЕЕМиЕЕ=ЕМ. 
.34) ДАВС = '2АЕСи /_ АСВ 
— '/АВ, откуда Д АВС — 
Д АСВ = 1/2(АЕС — АВ). 
Сдвлавь СР = АВ, проведемъ 


хорды ОЕ, АЕ, ЕЁ; тогда тре- | 
угольники АШЕ и ЕЕ равны, | 
потому-что сторона ЕП общая, | 


ДЗАЕ= /. БЕЕ и д БЕА 
—= / ОЕЕ, ибо / БЕА = 
(АВ + ВО) Д БЕЕ = 
1/>(РС + СО) иАв-+ ВО= 
ЕСС; слЪдов. хор. АЕ = 
хор. ЕР идуг. АЕ == дуг. ЕЁ; 
откуда дуг. АЕС — дуг. АВ = 
дуг. АЕ, 1/э(луг. АЕС — дуг. 


АВ) = '/здуг. АЕ = дуг. АЕ, 


Д АБЕ = /здуго АЕ или | 


ДАБЕ= ДАВС / АСВ. 
35) Такъ какь / ВСР = 90° и 


СД ВАР = 90°, то окружность, | 
описавная на ВР, пройдетъ чрезъ | 


точки А‘’и С’ (112 части Т). 
Точно также окружность, опи- 
санная на СР, пройдетъ чрезъ 
А‘'иВ’, инаконець окружность, 
описанная на АР, пройдетъ чрезъ 
В' и С’. Изъ треугольника СВС* 
получимъ 

С свс'- Д ВСС" = 90° или 


ССЗВР-- ДРВС- Д ВСС" 


=290°. 


Изъ треугольника СВВ’ полу-_ 


ЧИМЪ к 
С ВОВ’ ДСВВ’ = 90° или 


С ВСР Д РСВ'+{СВВ' = 
90°. 


Откуда 
Д СВР ДРВС- д. ВСС! 
—= Д ВОР- ДРОВ’ СВВ' 
или / С'ВР = ДРСВ:; во 
[СВР = [САР = дуг. 
Ри ДРСВ' = Д РАВ! 
'/здуг. РВ"; 
садов. С С'АР= Д РАВ’. 
Подобнымь образомъ доказы- 
вается, что Д А'В'Р= ДРВ'С' 
и ДА6Р= ГРОЗ... 

36) Прямая ПЕ не параллельна 
къ ВС. 

37) АЕ = 14т, ЕС = 1]жт. 

38) 24 '1/э4 саж. 

39) 54°/14 саж. 

40) 42 саж. 

41) 94 саж. 

42) Разлляетъ. 

43) 35*'/65 саж. 

44) 23/11 саж, 

45) 237/лв важ. 

46) 31,2 саж. 

47) 30,31 саж. 

48) 0,7 дюйма. Е 

49) Проведя д’агональ ВУ, полу 
чимъ треугольники АВО и СВО, 
иЗЪ Бе = К: р 
порщи АЕ- АНИ сЕ- ба: От- 
куда слЪдуеть, что НЕ || къ 
ВО, Ка |] кь ВО и НЕ | къ 
Ка. Точно такиь-же образомъ 
узнаемъ, что ЕЁ || въН@. Откуда 
заключаемь (63 части Т), что 
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ЕН= Еб и ЕЕ = НО; слвло- 


вательно четыреугольнивъ 
ЕР@Н параллелограмъ. 


50) Проведя ллагональ ВР, полу- | 


чимъ треугольники А ВО и ВСЬ, 
къ которымъ примфнимъ теор. 
(36, П). 

51) Велфдетие а (43, П) мы 


АВ АВ АЕ. 
иифемь дс ро И ВС = СЕ} 


АЕ’ 
— се: * СТВ ДО- 
_АВ. 


АВ_ 1 
И дс —вб, 


вр __ 
но по заданю с = 


АВ АЕ 
вательно АС- бе 


откуда А6= ВС; 
52Такъкакъ АО = 1/3 АВ АЕ= 


| 59) че =. 2. фе = т 


АС С АР 
Же лв ва; ; стбдовалелью РБ: 
аи 


56) 10.6 саж. 

57) 4,9 саж. 

55) 3,5 дюйма. 

г. ”* 
т” 

60) 10,5 ме +4 

61) 15 3 дюйм. 


62) АС = 5,3 фут., Вб = 6,6 


15 АС, то составится пропорщя | 


АВ АС 
Ар= ле ИЗЪ которой слфдуетъ 


(37, П), что РЕП къ ВС. 
53) Пропорщи 1 и 2 (43 и 44, 


ПП) представятся въ ещихь 
видахъ: 
ВО 76 ас о 
ВВ.“ в Ро: 87 
98. с Оба 
рва 6’ 0 5 


фут. и ас = 1 ь фута. 

63) а = 0,76 дюйма, ас = 0,54 
дюйма, с = 0,56 дюйма. 

64) ти = У/э5зо М№. 

65) 371 фут. 

66) 12 фут. 

67) 25 саж. 

68) 11/4 важ. 


`69)"828/вз фут. 


70) АВ = 176 саж., АС = 68 
саж., ВС = 84 саж. 


| 7Т) ар = 1,44 дюйм., с=2,016 


дюйм., ас = 1,344 дюйма. 


12) 3.4 дюйм., 4 дюйм..2,2 дюйм., 


Изъ этихъ пропорщй леткоопре- | 


дфлить ВО, ОС, Ви П.С. 


перпендикуляры СО и С’ на 
АЕ, получимъ де= И, 


АП, 
такъ какъ Ай А и АП’ 
= УлАЕ, ® дед} Ао- 
АЕ _ АС 
вательно ав=е АС 
55) Проведя А" | въ ВС, получинъ | 
АЕ __ 06 АР 06 Так. 
ЕВ’ — СВ’ ЕВ’ ВА» 


3 дюйм., 4,4 дюйм. 


75) АВ =36,75 фута, 42 = 5,25 
54) Изъ центровъ С и С" опустивъ | 
| 74) ав = 0,74 дюйма, ае=0,784 


фута. 


дюйма, с = 0,712 дюйма. 
15) 6 саж.; 32 важ. | 
ь ав = 35/3 саж., ас = 43/4 
‚ 6=5'!/з саж. 


А АВ 40*/ ах. ВС=707/ 


саж. „, = 223,4 саж. 
78) Треугольники АОВ и СОТ по- 
добны. потому-что Х АОВ-= 


18* 
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г{ С0), Д АВО= ДБО, | 
ЧУ ВАО = 7 Со: ‚ Абдова- | 
тельно 5 = 0. 
79) Изъ точек» МиР опустимъ | 
перпендикуляры МЕ иРС на. 
сторону АС и перпендикуляры 
МЕиРЛ на сторону АО; тогда 


ЕМ _ т и ЕМ АИ 
ВНЕ Ср — РВБ АЬ, 
_ ЕМ гм ВМ СР 
ОТЕУДа Ср=Ерр ИМ ти рр 


80) ВелЪдетые теоремы (64,1) мы | 
‚ имфемъ 
ЗАВ _ АО АЕ __ АО 

1700706’ В о 0б- 
Изъ посл$дней пропорщи сл$- 
дуетъ, что прямыя ЕЁ и АС не- | 
ресБкаются въ точкЪ 0; 

81) Изъ треугольниковь АСР и 
ВОС мы ихВемъ 
АЕ ЕР ВН 61, 
до=ср ивь=сь; #6 АЕ = 
ВН, АС = ВП и СО = С), 
сяфдовательно ЕР = СН. 

$2) Прюведежь прямую 00' и на- 
зовемъ чрезъ С точку ея пере- 
сБченя съ продолженною Аа и 
чрезь С’ точку ел пересфченя 
съ продолженною ВБ; тогда изъ 
треугольниковъ ДОС и ВОС" по- 
лучимъ 
0С.- А ГО@ = >08 
05 - 04" 0т 2 
какъ ОА —ОВи 04=0%, то ] 
06=00' и.0'б=0“С'; савдо- | 
телино точки Си С’ совпадаютъ, | 

83) Треугольники АДЕ и ОСЕ. 
подобны, нотому-что ДАЕБ= 1 
С СЕ я Д. ВАО = ДАВС | 


арг 


= Д ПСЕ; садовательно 9 
__ ОЕ во БЕ 
ОЕ В АВГ Й 
84) Треугольники ВОР и 600 
равны, треугольники ВО.иАОЕ 
подобны, треугольники СО и 
АОЕ подобны, треугольники 
АЪВ, АОГ подобны, треуголь- 
ники АОС и АОЕ подобны. 
"Треугольники ВОЕ я СО рав- 
ны, треугольники АВЕ и АСЕ 
равны , треугол ВОГ и 
АВЕ подобны, треугольники’ 
СОЕиАСЕ подобны. Треуголь- 
ники АОВ и АОС. равяы. 
85) Изъ центровъ С и С’ опустимъ 
перпендикуляры С@ и С'Н ва 
ЕЕ; „получимь подоб- 


ные треугольники АС и АС’Н, 
АН 

изъ которыхь выводитея с = 

ен инь 11 ВИЗЫ т. 

АС, ТК дс — Аб и ВАИ 

АЕ. $ АС 

АР. АС: 


86) Треугольники АВС и АПЕ 
подобны, потому-что ДА 9б- 


щи Д АСВ = ДАОЕ; сл5- 
АВ“! АС’ < В 
довательно АЕ-АВ НС 


=аг. 


Такъ | $7) ни ЕО |к5 о ложь 


`реебчешя ©ъ "АВ получимь ^ ия 


ЦВ. ^ АВ, 0 
ре ИИ дк = кс. И8Ъ 10- 


добныхъ треуго =. зон с0Ъи 
„ВО получится 2 о ы 4 
выведенных пропорцй мы 
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еиЪ ОЙ, откуда 00 

—= 2/30@;. же. Ф@ =, '/2 АТ; 

порвать 0 — '/3Аи 
= */3 АВ: 


5 а треугольника. АВС нолу- 
АВ ВС 
‚ ЧИМЪ АВЕС и изъ треуголь- 


АВ__ ВО 
пива АВО имЪемъ дв == 


- Но} | 
Вр. ВЕ __ ВР 
ОТК тон; НОн = НБ 


слБдовательно Ра = ЕН. 

39) Изъ вершины А какого-ни-, 
будь равносторонняго треуголь- 
ника АВС опустимъ _| АЛ ва | 
ВС, и на немъ отложимъ АЕ = 
т; чрезъ Е проведемъ ЕС || къ 
ВС между сторонами АВ и АС. 


94) Проведя РП || къ СВ, разд$- | 
лимъ ВО на т равныхъ частей 
и отъ 0 до Е отложимь я та-. 
кихъ-же частей. Наконецъчрезъ | 
ЕиР проведемъ ЕР. 

95) Чрезъ А проведемъ какую-ни- 
будь прямую АТлина ней отъА до 
Т отложимъ 2 равныхъ частей, 
и я такихъ-же частей отъ 0 до 
Е. Чрезъ Е проведемъ ЕС || къ 
УВ до пересфченя съ продол- 
женною АВ. 

96) РазлЪлимъ сторону ВС на ча- 

°_ ети ВБи БС, пропорцюнальныя 

__ числам и и, и чрезъ Аи |. 
проведемъ прямую. Опустивъ на | 
нее перпендикуляры ВЛ и СЕ, 
получимъ подобные треугольники р 
ВОБи СЕ, изь которыхь вы- | 
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вЬ Вр. 

С: БЕ: 

ВО __ т 

слов. СЕ 

97) На периендикулярв О®, воз- 
ставленномъ къ АВ изъ какой- 
нибудь точки 0, отложимь т 
равныхъ частей, и проведемъ 
ЕН || къ ВА. На прямой Е@, 
проведенной — перпендикулярно 
къ ВС, отложимъ частей пря- 
мой ПЕ и проведемъ СК || къ 
СВ. Точку К пересвчешя иря- 
мыхь ЕНи СК соединивъ съ 
вершиною В, получимь гёоме- 
‘трическое м№ето ВК точекъ, 
удовлетворяющихъ вонросу. 

98) Поетроимъ прямоугольный тре- 
угольникъ 6е4, котораго катетъ 
с содержитъ игравныхъ частей 
и каТегь с4 равенъ и такимъ- 
же частлуъ. Потомъ на гипоте- 
нузЪ а поотроимъ треугольникъ 
ВСП; подобный треугольнику 
ей. 

99) Построимъ прямоугольный тре- 
угольникъ 64, котораго катетъ 
с содержить т равныхь ча- 
стей и катеть с содержитъ п 
такихЪ-же частей. Потомъ опу- 
стимь периендикуларъ се на 
гипотенузу 64, и на прямой а 
построимъ треугольники СЕБи 
СЕВ, подобные треугольникамъ 
сей и себ. 

| 100) На какой-нибудь прямой от- 
ложимъ 7 равныхЪъ частей отъ 
Ь дос, и п такихъ-же частей 


вт 


водится, с»; 


отъ с до 4. Къ 64 изъ точки с | 


возставимъ _| се, и изъ среди- 


ны прямой 64 радусомъ, рав-_ 


нымъ '/26@, опишемъ полу- 
окружность; точку с ея перес- 
ченя съ | се соединимъ съ 6 


и 4. Потомь на прямой а по- | 


строимь треугольники ВСЕ и 
-РСЕ, подобные треугольникамъ 
се и асе. 

101) СлЪлаемь АДА и на ва 
прамой опишемь  полуокруж- 
ность. Потомъ отложимъ- хорду 
БЕ= 1/2й', и проведемь АЕ до 
пересВченя В съ .|_, возетав- 
леннымъ изъ Окьъ АГ. На про- 
должеши этого _|_ отложимъ 
ОС = ВО и соединимь С и А. 


Для доказательства опустимъ 
Вр РЕ 


Ц СК на АВ; тогда во = су’ 
но В) = '/>ВС, слЪдовательно 
РЕ= '/2 = 0. | 

102) Построимъ треугольникъ абс, 
въ которомъ ас = т раввымъ 
частямъ, 6с —= и тавимъ-же ча- 
етямъ и С. 5са = Ср. Изъа 
опустимъ _| а4 на 6е, отло- 
жимъ (А = (а  аА =йи 
проведемъ СА || къ са и ВА || 
въ ра. 

103) На АВ —= а построимъ пря- 
моугольный треугольникъ АВС 
съ катетами ВС и АС =1. На 
ВС отложимъь ВОт и изъ 0 
радлусомь ПК == опишемъ дугу; 


получится точка Ё на АВ. На-_ 


‚ конець проведемь АС || къ 
ЕО. 

104) Сдлаемь НЕ = т и по- 
‘строимъ Х НВ@а = Др. Изъ 
Н радусомь Н@ = п опишемъ 
дугу; получитея точка С на ВС. 
Проведемь НС, отложимъь ВА 
— а на НВ и проведемъ АС || 
къ НО. 

| 105) Построимь треугольник 

АВС, въ которомь АВ 26, 

Аб—ан ВС = -В. На продол- 

женной АС отложимь С0=АС 

и проведемъ ВО; получимъ тре- 

буемый треугольникъ ВС). Въ 


самомъ дфль, проведя СЕ || къ 
АВ, получииь са до = =?/1, 


откуда СЕ — 1/2 АВ = с. По. 
ВЕ АС 
томъ кр==ер, отёуда ВЕ = 
ЕО. 
196) Построимъ центральный 
Д ОЕ = / ВАС и цен- 
| тральный сое ЗДАВС 
ит. д: 
107) НаАВ опишемъдугу въ 120° 
и на АС дугу въ 1209; пере- 
сфчешемъ этихъ дугъ опред®- 
литея точка Р. 
10$) На НК отложимь т рав- 
ныхь частей оть А. до С; ип 
‚ Такихъ-же частей отъ В до ПР 
на М. Чрезъ Р проведемъ ЕК 
|| къ СО. 
109) Между сторонами ДС ВАС 
проведемъ ЕП чрезъ Р перпен- 
дикулярно къ АВ. Соединимъ 


— №58 — 


А иР, ипродолжимь АР. Изъ 
Е опишемъ дугу радлусомъ, рав- 
нымъ ЕП, ло пересфченя Е съ 
АР. Чрезъ Р проведемъ РХ | 
къ КЕ и изъ Х опуетимъ | 
ХО на АВ; тогда ХО = ХР. 
Въ самомъ дЪлЪ, треугольники 
ЕЕР и ХРОС подобны, нотому- 
‚ что ДРаХ = ДЕРЕи Д@РХ 
‚ = Д.РЕЕ. Треугольники 6)Р 
и РОГ подобны, потому-что 
Д 96Р= 1 ЬРЕи Д 6Р9 
—= / РЕБ; слЪдовательно так- 
же треугольники ХР) и РЕГ 
‚ подобны и ре = 9%. Такъкакъ 
ВЕ= ЕЁ, то 9Х = ХР. 

110) 10,8 дюйма. 

111) Катеты равны 21,6 и 69,62 
аж.) периендикуляръ — 20,63 
112) Катеты = 42.31-п 12,96 

саж. ; гипотенуза — 44,26 саж. 
113) 185,2 саж. 
114) Почти $85 саж. 
115) 3;91 фута. 
116) На 4,58 дюйма. | 
117) 92 ежи 
118) Катетъ 7,441. дюйм.; 
перпендикуляръ = 8,723 дюйм. 
119) 4,356 дайма. 
120) 2$ дюйма. 
-121)-24 фута. 
122) 115/68 фута. 
123) 5,9 фута: 
124) 7,5357 фута. 
125) 59,86 фута. 


126) 24 дюйма. 

127) Почти 11,6 саж. 

128) 7,225 фута. 

129) 13,325 фута. 

130) 24,5 фута. 

131) 1,581 фута. 

132) 25 И/з фута. 

133) 10,998 фута. 

134) Почти 10,4 дюйма. 

135) АВ = 5,7, АО = $,9 фут. 

136) Почти 23 саж. 

137) Аб =53 1/1, АЕ = 05 
фут. 


138) 20,3 дюйм., 11,7 дюйм. 


139) Катеты = 1,767 дюйм. и 


2,325 дюйм.; типотенуза 
2,912 люйм. 

140) 21,9 фут., 29,2 фут. 

141) АВ = 7,1231 фут., АО= 
9,1231 фут. 

142) Треугольники АВЕ и АСО 
подобны, потому-что / АЕВ= 
ДАШС = 90° и /_ ВАС об- 
ШИ; слфдовательно Х АВЕ= 


АВ ВЕ 
Даби дает. 


148) Треугольники АВЕ и АВС 
подобны, потому-что ДА. 0б- 
нийи Д АВЕ— Д АСВ; в25- 


довательно / АЕВ = Г. АВС 
АС. АВ 
У: 


АЕ. 


144) Треугольники АВЕ и АСО 


подобны, потому-что / А 06- 


ий, / АЕВ= / А0б=90°; 

слЪдовательно / АВЕ = 
в АЕ 

2. АСТ и =. 
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145) Изъ пропорий | ПДбАР=909, садов. /_ АСВ 
АВ __ АС. АВ! АВРОЙ Аб РАВЬ | 
АС — АБ Й Аб — АС = 2 ВАЮ и дв вь- 
получится 150) На прямой ОЕ опишемь полу- 


АбХ АС 0 С ВАЙ С. Проведя хорды ОС и ЕС, 
СЕ 


| 

АС. &й | окружность, проходящую чрезъ 
АВ* АВ - | 
т 
| 


АС — АО получимъ бЕ- РЕ: 

146) Изъ прямоугольнаго # | 151) Проведемь хорды Е, ВЕ, 
Е -й имвемь АВ" фа не трет. АВЕ уголь ВАЕ 
Ве — (ве АС /`АВ 90°; о Х АВЕ 
(В6— р * ‹ РАЙ АС ) = ДАбЕ, садов. ВАЕ 

и > о мах бек АСЕ — 90°. В» треуг. 
8—5: | Аб) уг. А+ АБС = 
: ' 909. Откуда ДВАЕ-+ ДАбЕ 

147) Изъ треугольника АВС, въ и 

которомъ АВ < АС, прямая АО = 2; ПАР > Очи 


перпендикулярна къ Вбя АМ ^ Е 7 Е аа 
проведена през средину М ст0- ро, Ее Г АВВ = 
ры ВС, получииь ай В. 


АС*=АМ*-+ Мб 2МСОМ ДАЕв = 90°. ты ДСАЕ 


и АВ* = + Д АЕС = 90°. Отвуда 
АМ” + ВМ" — ЭВМ.ОМ, 2 ВАб -- [АЕ — [ САЕ 
откуда | о д АЕС или к АС@ = - 
АС* — АВ* = ВМ. я АЕС. у 
= тсюда мы заключаем, чтотре- 
148) АС" чеАВ АВ угольники АЕб и АПЕ подоб- 
А)’ = АВ.АЕ, откуда Ар 
2" ДЕ а ‚ НЫ и елфдовательно == 
АБ’ Г АЕ‘ 152) Отъ точки А проведемь ка- 
149) Чрезъ точки А и В касаня сательную АВ къ о и 
проведехь даметры АС и ВО, — на продолженной АВ отложимь 
ц соединимъ точки А и Т, так- ВЕ = АВ. На АВ опишемъ 
же точки Ви С; получимъ по- полуокружноеть и изъ В возета- 
‚добные треугольники АВС и вимъ | ВЕ до пересфченя Е 
АВО, потому-что / ВАС = съ полуокружностью. Проведя 


ДАВО = 90° и Д АСВ - хорду АЕ, опишемъ изъ А дугу 
Д САБ = 90° и Д ВАР — рамуомь АЕу получимь точку 
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Т на данной окружноети. На- | 


` конецъ соединииь Аи 0. Какъ 
доказать ‚виех ‚отрёзковъ 
АСи С0? 


153) Отложимъ хорду ВЕ=ти о 


на нее изъ центра С опустямъ 
| СЕ. Потомъ изъ С радусомъ 
СЕ опишемъ окружность, и къ 


ней отъ точки А проведемъ ка- | 
сательную, которая пересбчетъ 


данную окружность въ точкахъ 
@иН; часть @Н = ОЕ =». 
154) Раздфлимь д’аметрь ОВ на 
3 равныя части, и на его про- 
должени  отложимь ВА = 
УзВР. Наконець изъ А про- 


ведем касательныя АЕ и АР. _ 


АР 
получимъ др = = 85 или АЕ? 
—= 14 АО* или АВ = АТ. 


155) Предположимьъ, что задача | 
рЪшена и найдены касательныя | 


ХЕи ХК; тогда = - 
ХЕ’ =ПХ.ХВ; но ХЕ = ХА, 
ВХ =АВ—=хХАОХ-ЕВХ- 
ВО =АВ —АХВЮ=Ар. 
—АХ; слёдовательно ХА* = 
(АР — АХ) (АВ — АХ) = 
АТ.АВ--АХ.АВ -—— АО.АХ 
НАХ *; откуда (АВ-ЕАТ).АХ 


к АВ-АР ‘АВ 
— АО.АВи- ды = ду 


7 дв. # | 


тд АХ ость четвертая пропор-_ 
цюнальная между АВ и А), 


АВи А). 


156) Положимъ, что’ задача р- 


157) На. АВ = т 


шена и найдень отрфзокъ ВС —= 
т. Проведемь даметръ АТ), пе- 
реефкаюний ма окружность 
въ точке Е, и хорды АВи ЕС; 
получим подобные третодьники 
АВУ и ЕС, потому-что ДП 
общий, ДАО = = ДО = 


Ар _ Вр 
о; 
90°; слёдовательно вр = ср; 


но такъ какъ (0 — ВО — ВС 


АВ о ВО 
—= ВО — 1, 10 Бр = вре; 


откула АО.ВО — Ат = 
ЕО.ВЬ или АО.ВО — ЕО.ВО 
— АБ. или (АО — Е).ВО 
— АБ. изи АЕ.ВО =АР.т 
АЕ _ т 

ИЛИ др=вр» Т. @. хорда ВО 
есть четвертая пропорщональная 
тремъ извЪетнымъ прямымъ. 
ностроихъ 
ДАВР=120°. Изь В. къ ВО 
возставимъ | перпендикуларь и 
къ прямой эй изъ ея средины 
возетавимь  периенликуляръ. 
'Точкою С пересЪченя этихъ 
перпендикуляровъ опредЪлитея 
искомый цевтръ. 


158) Раздфлимъ хорду АВ на от- 


рёзки АРи ЕВ такимь обра- 
зомъ, ‘чтобы = ". Потомъ 
раздфлимъ дугу АВ вЪ точкЪ 
Е на двЪ равныя части, и чрезъ 
Е и К проведемь хорду ЕМ. 
Проведя хорды АМ и ВУ, по- 


дуть ДАМЕ = Д ВМЕя 


АЕ т 
зн ЕВ И” 


-- 466 — 
159) СдБлаемь АВ = жи изъ А | 


и В возставимъ перпендикуляры 


АС =аи ВО = 4. Изъ среди- | 


ны прямой СТ опишемь полу- 


овружность, которая пересфчеть 163) Изь пропорщи ” 


АВ вь Ми М; получимъ 2 = 
АМну= ВМ. Въ самомъ лфлЪ, 
изъ подобныхъ треугольниковъ 
АСМ и ВОМ получится ; = 


|: В 
4 ИИ 


160) Соединижь точки Риб, и 


продолжимъ 1)С до перееченя _ 


К сь АБВ. Потомъ построимъ 
среднюю геометрическую между 
прямыми ЕО и ЕС, и отложимъ 
х на АВ отъ Кдо Е; получится 
точка В касашя искомой крух- 
ноети и т. д. 

161) Изь оконечности Ш произ- 
вольво проведеннато ралуса СП 
возставияь | ПЕ=\», и изъ 
С радуеожь "СЕ опишемъ дугу. 
которая переевчеть АВ въ точ- 
кахъ Ри Е’, которыя удовле- 
творлютъ задач. Сколько полу- 
чится рышенй въ этомъ случа? 
Въ какомъ случа воиросъ даетъ 
только одно фене и когда онъ 
не возможенъ? 

162) Изь оконечности 0 произ- 
вольно проведеннаго радлуса С° 
возетавимь | ПЕ—ОТ, и по- 
тожъ изь С’ радтусомъ С’Е опи- 
. шемъ дугу, которая пересВчетъ 
окружность С въ ‘точкахъ А и 


( > доват. 


просу. Въ какомъ случа во- 
‚рогу удовлетворяетъь только 
одно рфшеше и когда онъ не 
возможенъ ? 


в @ 
составится сложная пропоршя 


уе нот  д—т и 
т-+п си. п 

т—п__2— + ротк к 

тей # уд 


ы=. де = те пт — т — 
т? „или Эти к" вл%- 


у т 
аи» — ? гдз х 


есть четвертая пропоробоважьая 


прамыхъ #2, 1/2(т м), п. 


164) 13,3564 фута. 
165) 6 футъ, 

166) 12 футъ. _ 
167) 5 футъ. 

165) 15 футъ. 

169) 5,6568 фута. 
170) 2,384 фута. 
171) 3,708 фута. 
172) 14,1066 фута. _ 
173) 5.18 фута. 
174) 4,0451 фута. 
175) 150 футъ. 
176) 2,3877 фута. 


‚ 177) 6,9288 фута. 


В, которыя удовлетворяютъ во- | 


180). ох 0622 


ит 4, ие фута. 2. 
зу! 


ато 


фута. 
181) 0,5198 фута. 

182) 30,8 фут»: 

153) 1,086 фута. 

184) 7,653 фута _ 
185) 2,4115 фута. 


‘А 


— #1: — 


186) 11,0024 фута. 

187) 8,5599 фута. 

188) 6,0339 фута. _ 

189) 8 футъ. 

190) 35 футь. = 

191) 0,3059 фута. 

192) 23,9568 фута. . 

193) 38,6336 фута. 

194) Стороны АВ, ВС, СО, АР 
даннаго ‘четыреугольника. ка- 
саютея къ окружности въ точ- 
кахь Е, Е, а, Н. По предъ- 
идущему (1, 152) имфемь 


АЕ =АН, ВЕ = ВЕ, 0@ =. 


СЕ, 06 =ФН; откуда АЕ- 
ВЕ+сС-Об =АН-ВЕ- 
СЕ-ОН или АВ-НСО = АО 
== ВС. 

195) ДбА@= ДАЪВи Д СА 
= С АВС. Треугольники АВС 


и АВО подобны, потому + что | 


С Аобщии мт: ДАБВ; 
слфдовательно 
—=АСЖАЖ. 


196) Квадратъ стороны 6 вписан- | 
наго правильнато треугольника 


— 3 В*, сд В есть радусъ; по 


_ такъ какъ В = боку а виисай-_ 


наго правильнаго шестиуголь- 
ника, то 6? == За*. 
197) Велбдстые (П, 87) мы 
__ имфемь 


АМ.ВС = АВ.МС- ВМ.АС; 
но такъ какъ Вс =АВ=АС, то 
АМ = ВМ МС. | 


198) ы = к (гв [Ц радусь 


__^АВ р 
^^ и АВ 


| круга; слвдовательно 6 = 2а. 


‚ 199) аня В вибото а въ 
| Ка. 28? 


ие и ЙЕ зв = 
г 3; но сторона вииеаннаго 


ини треугольника равна 

ВУ 3Зу сяБдовательно отношене 

| Между этими сторонами равно 
Ви ВВ 3 3/3. 

200) Проведя хорды АЕ и АП, 

получимь / АЕЕ = / ЕАКи 

АЕ = ЕР. По параллельности 


РЕ и ВС мы имфемъ ть = = 
и по равенству прамыхь АС и 
ВО будеть АК = 26}; ельдова- 
тельно ЕР = Ра.Также / АП 
= Д ПА и А@ = @Ъ, в 


#9 АВ ь 
= и и АВ = ВС, елфдова- 


Е. А@ = = Е; ЕЕ-= Е б == 

во. | 

| 200) АВ бокъ виисаниаго пра- 
вильнагонатиугольника А ВСОЕ, 
АС его длагональ; пересфкающая 
радусъ ВО въ точь К, АКи 
ВЕ бока ‘вписаннаго лгравиль- 
наго десятиугольника, радусъ 
ОЕ перебВкаеть бокъ АВ въ @. 
Треугольники АЕР@ и АОК по- 
добны, потому-что Д АВЕ = 
ДАКО = 90° и / АЕ = 


Д АОК= 799; слЪдовательно 
Аб ПА г 36 АЕ 
АК 1 АО ЗАК ХОсИЛИ 


АВ АЕ АВ 
20—20 МАИ Е АО. 
202) Отложихъ В = ВЕ, про- 


ведемъ СК, СВ, С@, РФ, и ©- 
единихъ точку Н пересфченя 
прямыхъ АВи Е съ центромъ 
С. Изъ подобвыхь инь 
ковъ ВЕНиАВЕ получимъ ВЕ* 
= НВХ ВА; потомъ изъ по- 
доблыхь треугольниковь АСН 
и АСВ получинь 40° —= 
АНХАВ. Наконень изъ вы- 
веденныхъ равенствъ составится 
ВЕ" -- 40" = == ` АВ (ВН-НАН) 
= АВ“. 
203) Проведя хорлу се къ ВО, 
получимъ равныя дуги ЕШи ВС, 
и С ЕАО = Д ВАС. Изъ по- 
добныхъ треу только АО) и 


АВС мы имфежь © ха = др ‚а изъ 


подобныхь треугольниковъ РОЕ 
и АРС получится а 


сх = во: 

Отсюда ВА.АО = АС.ОА, 
ОС.ЕБ=0Е.АС(0А--ОЕ).АС 
= ВА.АЮ + ВС.С) или 
АЕ.АС = ВА.АО -+ ВО.СУ. 
Проведя хорду В@ къ А0; по- 
лучияъ равныя дуги А@, ВС, 
РЕ и ВО.О@ = АВ.ВС 
АЗ, С; но АЕ = 06, слЪдова- 

Аб АВА ВС.0С 
тельно вр = дв. ВС АБ, 0С* 
204) Отложимь хорду АВ=ти 
на ней опишемъ полуокружность. 
Въ этой полуокружноети отло- 
жимъ хорду АВ = я, проведемъ 
прямую В и продолжимъ ее до 
пересВчешя С съ данною окруж- 
НоетьЮ и т. д. 


207) Чрезъ 


205) Построиямъ вниванный / РЕЕ 


= С рипроведемт, рад1усы:06 |_ 

къ ЕРиОН_| РЕ. Потомъ чрезъ 
НиС проведемъ касательныя, 
пересфкающияся въ В; отло- 
жимь на нихъ ВА=ти В6 = 
пит. д. 


206) Изъ средины Г)’ прямой АВ 


возставимъ | ПХ, на немъ от- 
ложимь РЕ= АУ, и ЕС=АЕ. 
Изъ точки С опишемъ овруж- 
ноеть, въ которой отложимъ АВ 
хордою. Какъ доказать, что 
Д АбВ=45°3 
какую-нибудь точку 
С окружности проведемъ каса- 
тельную ОЕ, ина ней пострбимъ 
ДЪА= Д ти Д ЕВ = 
Днит. д. 


20$) Чрезь какую-нибудь точку 


Т окружноети проведемъ каса- 
тельную и на ней построимъ 
С ОМУ = Д т. Потомъ про- 
ведемъ касательную АК || КЪ 
МХ. При точкЪ К поетроимъ 
Д АКИ= [п и проведемъ 
касательную ВС къ КГ. 


209) Изъ средины Ш прямой АВ 


возставимь | ЛХ и построимъ 
ДС ПАЕ= 60°. Потом 1 Хх 
‚ отложимь ЕС — АЕи изъ ‘опи- 

ем окружность ок СА 
и т. д. Вакъ доказать, что 
Д АСВ= 30°} 


210) Отложимъ хорду АВ = ти 


соединимъ В съ центромъ `0. На 
радуеь ВО опишем окруж- 


— 159 — 


ность и изъ А радусожь я опи- | 
шемъ дугу такъ, чтобы она це- | 
`` ребЪкла малую окружность въ. 
точкахъ Би 0’. Чрезь Вир. 
проведежь хорлу ВС, и чрезъ 
В и 0' хорду ВС’. Треуголь- | 
ники АВС и АВС’ удовлетво- | 
ряютъ вопросу. Въ самомъ дл, 
проведя хорды ВОГ, СЕ, 00, 
С'’Е, 0'0, получимъ подобные 
треугольники ВОО и ВСЕ, ВОО | 
и В'СЕ, потому-что ДХ ВОО= 


Д ВСЕи 080 = Д СВЕ, 22 


Д ВО = ВСК и д В'В0=_ 


вр 
С с'ВЕ; саъдовательно вс = 
во во’ во 


РЕ И ‘во = ве; НЮ ТаБЪ кавъ 
ВО = '/2 ВЕ, тои ВО =!/2 ВС | 
И Вр’ 1 /2ВС*. Въ какомъ 


случа — вопроеъ допускаетъ 
только ‘одно реше, и когда 
_онъ невозможену ? | 

211) Отложимъ хорду АВ = жи | 
изъ центра О опустимь на нее | 
1 ОЕ, При О построимъ 
р ое - Дри проведемь 
хорду С) =я першендивулярно 
кв ОРит: д." 

212) Отложныъ хорду АВ= ти 
хорду АС =н. Изъ центра 0 
опустимъ |. ОЕ на АСипри 0 
_построимь С. КОР = Др. 
Чрезь В проведехь хорду Вр. 
‘перпендикулярно въ. ОР. о | 

213) ИНроведя дтагонали АС ВО | 


{они нересфкаются вь..0)}, ио- 


строимъ / А0Е-= Д АбЕ= 


229) 459, 


д вов = д вон = д сок 
= { с0ь= д 0М= [ПОХ 


90° 
= ит. д. 


| 214) а) 161,71 дюйм. ; :6) 11,932 


дюйм.; с) 2,3725 дюйма. 

215) 3,75 фут. 

216) 3,1 версты съ точностью до 
0,1 версты. 


| 217) Почти 5,065 фута. ^ 


215) 7,9128 дюйма. 
219) 47,1 дюйма. 
0) 1,365 фута. 
221) 63 дюйма, 
222) 115;288 дюйма. 
223) 11,37 дюйма. 
224) 20%55'21"“. 
225) 3,194 дюйм. 
2 => 8,735 дюйма. 
227) 173,91 дюйм. 
228) 17,19 дюйн: | 
90°, 270%; 60°, 120%. 
230) 80915. Ах 
231) я 9". 
232) 8,3312 дюйма. 
235) 25,12 фут. 
234) 20855. 
235) 206,3217 геогр. мили. 
236) $ 159 Юй. 
237) На 3,9739 фута. 
| 235) На 0,3233 фута. 
| 289) 21 заж, , 
940) 33,2 фут. 
241) 33,4562 квад. фут. 
242) 2291,58 квад. фут. 
248). $- деслтинъ: 718,05 кв, саж - 
244) 13,626 саж. 


—- 160! — 


245) 27,1783 квад. фут. 

246) 8320,83 квад. саж. 

247) 5,9 саж. 

248) 6,2 саж, | 

249) Осн.=8,6бсаж., вые.—5 ,4саж. 

250) 5,3 саж., 8,6 саж. или 7,2 
саж., 2,9 саж. 

251) 24 важ., 18 саж. 

252) 395 саж. 

253) 32,331 фута. 

254) 4 сах. и 16 вх.; 
16 кв. саж. п 256 кв. саж. 

255) 13,23 кв. фута. 

256) 27 квад. футъ. 

257) 7,3 саж. или 10,4 саж. 

253) 787,32 квад. саж. 

259) 17,64 квад. фута. 

260) 80,0876 квад. саж. 

261) 10 десят. 1740 кв. саж. 

262) 21 лес. 330 кв. саж. 

263) 29 дес. 627 кв. саж. 

264) 1115,6164 кв. фут. 

265) 344,544375 вв. фут. 

266) 62 саж. и 46,5 аж. 

261) 10,24739 квад. фут. 

26$) 10,3623 квад. фут. 

269) Въ ромб А ВСП проведя ма- | 
тонали АСи ВО. перееВкаюнияся | 
ВЪ точк% =” получимъ площадь 


| 
1 


АВС = 

= лото ; отсюда АВС АТС 
= АВС = 

АС.(ВО + 00) — АСВ 

` ЕЕ р. = 8” 9 


270) На магональ АС четыре- 
угольника АВСР опустижъ пер- 


пендикуляры ВЕ и ЭР; тогда 
площ. АВС = И площ. 
АС = АС} отсюда АВС 
АОС= дВСО 74 С.Р). 


271) Площ: АБР МЕРЕ площ, 


ВСЕ = в и площ. СОЕЕ 


— ЕЕ. РО р ры 

Е: ты: ; отсюда АВСО = 
(АР РЕ) ОР (ВЕ -+- ЕЕ).СЕ 

=- р 
АЕ.ОР ВР.СЕ 
— => 2 та й 78. 

272) Въ ромб$ АВС проведя 
лагонали АСи ВО, перес®ка\- 
щяея въ О, получимъ С0 = 
Ус” — 00° ило — 
Усо* — 00°; ‚откуда АС= 
2 Усо* — 00*. Точно так- 
же мы узнаемъ, что 
во 2УВС? — 60 &й- 

довательно АС*-- ВО” = 460? 

—4100° + 4ВС° — 460°= 

ЗАВ? —400*-+00')-8АВ* 
— 4АВ* =4АВ*; тдё ЗАВ 

ееть подупефииетръ. } 


иплощилЬАОС. 273) Площ. @СЕ = площ. КСЕ и 


площ. НАЕ = площ. РАЕ; от- 
сюда 9СЕ {+ НАЕ = КСЕ-- 
КАЕ. Вычтя @СЕ-- НАЕ изъ 
ВАС, и КСЕ-{ ГАЕ изъ БАС, - 
получимь равные остатки, т. е. 
ВНЕС = ОРЕК. 


275) Площаль 


— НИ -—= 


214) На АВ построимъ сегмент, 


виБщающий въ 668 равные | 


углы АБВ, АЕВ, АЕВ ит. д.; 
‚ тогла высота й треугольника 
АВУ, проходящая чрёзь центръ 
ошисанной окружности, больше 


высоты й’ треугольника АВЕ, | 


больше высоты “треугольника 
АВЕ ит. д.; елдов. площ. 
АВ >> площ. АВЕ, площ. 
АВО ^ площ. АВЕ. 

параллелограма 
АВСО=АВХ ПЕ итакже она 
=АОХ ВК; ен АВХ ПЕ 


—АРХ ВЕ и Е: БЕ 


276) Даны прямыя АВ и АЕ; на 
АВ построенъ квадратъ АВОС 
и на АЕ ввадратъь АЕОР. Раз- 
ность АВОС — АЕ@Е -= 
ВОСРОЕ. Продолживъ ВФ до 
пересфчешя Н съ бокомъ ©), 
мы узнаемъ, что ВООРОЕ = 
ВЕНО -- СН@Е; но ВЕНО = 
`АВ.ВЕи СНСЕ=АЕ.ВЕ, сл%- 


довательно ВОСРЧЕ =(АВ о 


АЕ). ВЕ = (АВ + АВ (АВ 
— АЮ. Назвавь АВ чрез а 
и АЕ чрезъ 6, получимъ АВОС 
‚ АЕЯК = 65°; слфдоват. 
а— 1°—=(в- 5) (@— 5. 


= а? 


211) Въ кругЪ вписанъ треуголь- | 


никъ АВС, Проведя дламегръ 
ВЕ и хорду АК, опустижь | 
ВО на АС и изъ центра О | 
ОЕ на АВ; получимь / РАВ 
= д 0ЕВ=90°, а потому АЕ 


279) Отложимъ В) =т, 


къ ЕО, / АРВ= / ЕОВ; но 
такъ какъ / АЕВ= / АСВ, 
то / АСВ = Д ВОВ. Тре- 
угольники ВЕО и ВОС подоб- 
ны, потому-что / ВЕ0= /_ ВОС 
= 90° и Д ЕОВ= / АСВ; 


ВЕ ВО — ВОВЕ 

РАЗЫ во —вс ® ВО= во 

= -5во. Млощадь АВС = 
‘Асвр = ВС.АВ 
русле | О 


278) На сторонв АВ построимъ 


С ВАЕ= Дт такъ, чтобы 
точка Е пришлась на СО; чрезъ 
В проведем ВЕ | къ АЕ до ие- 
ресбченя Е съ СО ит. д. 
прове- 
демъ ОС, АЕ къ Об до пере- 
сЪчешя Е съ продолжьнною ВС 
и наконець 2Е; получим площ. 
ОВЕ= тн АВС. Въ самомъ 
ДЪлЬ, 

ВЕ овС--ОСЕ и 
АВО=ЬВС- ОСА; 
треугольники ООЕ и ОСА рав- 
мБрны, потому-что у нихъ 0б- 
щее основаше ПС и ихъ вер- 
шины Е и А находятся на пря- 
мой АЕ, параллельной къ ОС. 
Ь) На ВС построимь Д 6ВО= 
Дт такимъ образомъ, чтобы 
сторона ВО) пересфклась еъ пря- 
мою АО, проведенною | къ ВС. 


280) По предъидущему (зад. 


279,2) обратижь треугольникъ 
АВС въ равном рный ему тре- 
угольникъ ВОР съ сторопою ВО 


— жа 
286) Проведемь ВОлкь АС до 


‚1, Раздфлимь ВЕ въ точк® 
‚ @ на двЪ равныя части и прове- 
день ЯН!къ ВЫ и ОН] кь 
ВЕ. 
251) Раздфлимь сторону ВС въ 
точкЪ 0) на дв равныя части и 
проведемь Ари ОБ. Проведя 
АЕ! къ ОУ, соедпнимъ Ки 0; 
получимъ требуемый треуг. ЕОС. 


Въ самомь дфлЬ, треуг. АОС | 


= ‘/зтреуг. АВС, треуг. АРС 
=006-- АОО, треуг. ВОС = 
096 + ЕОО п треугольники 


АБО и ЕПО фравномфрны; слЬ- | 


дов. ЕОС = АЭС = 1/3 АВС. 

252) На продолженной сторонъ 
АВ отложимъ ВЕ=Ср и про- 
ведень ЮР. 31. 59 

233) Изъ рлво АТВ очки а 
стороны ВО возставимь | @Н 
=, проведемь НК | къ ВС до 
пересфченя К съ АВ. Соеди- 
нимъ Ки С; и чрезъ А прове- 
демъ АБ | къ ЕС. Наконецъ ©о- 
единивъ Ки 0, получииъ тре-_ 
буемый треуг. КВО:; 

284) Раздфлимъ сторону В въ 


точвЪ Е по-поламъи чрезь Е | 


проведемь ЯН ивъ АЛ до пере- 
съчешя съ сторонами АВи ОС. 
285) По примру задачи (131) 
обратимъ данный пнтиугольникъ 
АВСОЕ въ равномбрный ему 
треугольникь ОК и потомъ 
‚юбратимь этотъ  треугольникъ 
(125, Швь ттулед прил 

а утольнивъ. 


пересЪченя 0 съ ММ. Соеди- 
нивъ А съ О; проведемъ СЁ | 
къ АП до пересБчешя Е съ МХ. 
Наконецъ соединивъ А. и Е, по- 
лучимъ требуемый треугольникъ 
АБЕ. Въ самомь дфль, иро- 
ведя ПС, получимъ равномЪр- 
ные треугольники АСО и АСВ, 
и еще равномбрные треуголь- 
ники АОС и АШОК; слбдоват. 

_ треугольники АСВ и АБЕ рав- 
номфрны. . 


287) Обратимь  пятиугольникъ 


(13111) въравномфрный емутре- 
угольникъ и потомъ руковод- 
ствуёмея задалею (286). 


288) На прамой ВС. построимъ 


сегмент, выфщаюцщий въ себ 
вписанные углы, равные Дт 
(35, Ш). Потомъ проведемъ АТ | 
къ ВСдонересв чения О съописан- 
ною окружностью: Наконець 
соединимъ Ось ВибС.. 

289) На ВС построим Д СВО 
— Дт и чрезъ А проведемъ 
АБкъ ВС до переефченя: съ 
ВУ. Наконещь соединимъ Би С. 


| 290) На продолжеши стороны АВ 


прямоугольника АВСП ‘отдо- 
жииб ВО = Вб и на АБ опи- 


_ лиемь полуокружноеть. Продол- 


‚ живъ ВС. до. В пересЪченя. съ 
полуовружностью. получимь бокъ 
ВЕ искомаго квадрата си 


291): Чрезъ-А. проведемь АЕ кЪ 


ВС и изъ средины: Эсбока ВС 


— 488 — 


опишежь радувожь, равныхъ 
‚ (АВ А6), дугу, которая 


пересфчетъь АЕ въ @. Проведя. 


Об и ВН! въ 0@, получимъ 
требуемый параллелограмъ 
воен. 

292) Изъ А радтусомъ 2 опишемъ 


дугу до перееВченя Е съ Оби. 
чрезъ В проведем ВЕ къ АЕ. 


ло пересфченя Е съ ОС. Изъ А. 


радлусомъ » онишемъ лугу до 
перееВчешя С съ ВЕ и чрезъ Е 
проведемъь ЕН || къ А@ до пе- 
ресфчемя Н съ ВЕ; получимъ 
площ. АВСО = площ, АВЕЕ = 
площ. А@НЕ, 


293) Чрезь М и точку пересче- | 


ния длагоналей проведемъ пря- 
мую между двумя противоно- 


ложными СРЫНАУ РР: 


- грама. 

294) 
АВСО въ равноиЪрный ему па- 
раллелограмъ А ВЕЕ, коего ето- 
рона АЕ = #*. Потомъ обратимъ 
параллелограмь АВЕЕ въ рав- 
номфрный ему параллелограмъ 
АЕН@ , кого Д КАС 
Дт. 

295) Раздфлимъ дагональ ВО въ 
точкЪ К на двЪ равныя части и 
проведемъ прамыя АЕ и СЕ; 
получимь площ. АВСЕ = площ. 


Обратииь ра | 


АЕСО. Потомъ обратим че- | 


тыреугольник АВСЕ въ рав- 
номфрный _ ‚ЕО треугольникъ 
АВЕ. 


296) Положвиъ, что. точка Р удо- 
влетворяетъ вопросу; тогда про- 
ведя прямыя АР, ВР, СР, про- 
должимъ АР до пересвчешя 0 
въ ВС, ВР до переечена Е съ 
АС, СР до пересЪченя Е съ АВ. 
По условию вопроса треуголь- 
ники АРВи АРС должны быть 
равномфрин. Такъкакъудихь об- 
щееосноваше АР, то ихЪ высоты 
В@ и СН должны быть равны; 
а потому прямоугольные тре- 
угольники В@О. и СНО равны 
и ВЮ-= СО. Подобнымь обра- 
зомъ_ узнаем, что АЕ= СЕ, 
АЕ = ВЕ. Какъ должно шить 
эту задачу? 

297) Проведемъ АР и, раздфливъ 
ВС въ точкахъ и Енатри рав- 
ныя части, проведемь РЕ, иАЕ || 
къРЕ. Цотомъсоединимъ Ри Е, 
проведемъ Р)иА@ къРО.На- 
конецъ соединимь Риб. Тре- 
угольникъ АВС раздфлитея пря- 
мыми РА, РаиРЕ на три рав- 
ныя части. Въ самомъ лЪлЪ, 
на. АВ -{- пл. А@О = 
пл. АВ@ -+ пл. АСР = 
\/зпл: АВС; 
ил. АСЕ - пл. АЕ = 
пл; АСЕ -{ пл. АЕР= 

/зпл. АВС. 

` 293) Прямая ЕР, проведенная 
чрезъ точку пересвченя ллаго- 
налей АСи ВО, раздфляетъ па- 
раллелограмъ на дв равныя 
части. Потомъ, кавъ въ залачь 
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`295, раздфлимъ четыреуголь- 
викъ АЛЕК прямою Аб на двЪ 
равныя части. Раздфливъ д1а- 
тональ В на три равныя ча- 
я К и ВБ, замфнимь обра- 
зовавиийея  четыреугольникъ 
АВОК равномфрнымъ ему тре- 


угольникомь АВН. Наконец. 


раздфлимь  четыреугольникъ 
А@СН на дв равныя части. 


299) Руководствуемея р®шенями_ 


задачъ 295 и 298. 

300) Проведемь ллатональ ВО и 
къ ней параллельно Аб до пе- 
реефченя (С съ продолженною 
стороною СЭ. Проведемь ВК и 
раздфлимъ С@ на четыре рав- 
‘ныя части въ точкахъ Н, К, 
1. Чрезъ эти точки проведем 
прямыя НЕ, КМ, № къ ВЕ 
ло пересфченя съ ВС и въ АВ; 
полученныя точки Е, М, М со- 
единимь съ точкою Е; обра- 
зуются площади СЕЕ = ЕЕМВ 
='МЕМ —= МЕВА = 1/4 866 = 
1/4 АВСО, потому-что В6@ = 
вср- ВОб, АВС= ве 


АВО, и АВО = ВОб. Въ са- | 


момъ дЪль, проведя ВН, полу- 
чимъ СЕН - ВЕН = СЕН 
КЕН, потому-что ВЕН=РЕН, 
слВдовательно СВН = ОСЕР = 
АВС. Проведя ВК, полу- 
чимь ВОК = ВСК + ВЕК и 
ВСЕМ = ВСЕ ВЕМ; но такъ 
кавъ ВЕК = ВЕМ, то ВСК = 
ВСЕМ = '/2 АВС и ВСЕМ — 


СЕР ЕРМВ='/4 АВС. Про- 
ведя ВЫ, получимь ВСГ=ВСЕ 
УЕВЕГи ВСРХ=ВСЕ--ВЕМ; 
но такъ какъ ВЕ = ВЕМ, 
то ВОТ, = ВСЕМ = АВСЬ 
и ВСЕХ — ВСЕМ = 
14 АВС. 

301) 420,83896 квад. фут. 

302) 0,93 квад. фута. 

303) 11,40594 фута. 

304) 33,9403 фута. 

305) 46,76211 квал. фут. 

306) 576 квад. фут. 

307) 54 фут. 

308) 0,39 фута. 


| 309) Бокъ квадрата меньше дуа- 


метра на 1,073 фута. 
310) 45,36 квад. фут. 
311) 1303, 5 квад. м 
312) 6,7184 квад. дюйм. 
313) 40,34253 квад. фут. 
314) 5,38654 фут. 
315) 116,9712 фут. 
316) 28,12416 фут. 
317) 490,373$ квад. фут. 
318) 584,3 квад. фут. 
319) 31,03398 квад. фут. 
320) 6,7433 квад. фут. 
321) 10,205 квад. фут. 
322) 2,121 дюйма. у 
323) На 19,356 клад. ‘дюйма. 
394) '351,9957 квад. фут. 
325) 51,5611 квад. фут. 
326) 595,15 квад. фут. 
327) 100,8 квад. фут. 
328) 1373,7056 квад. фут, 
329) 7 футъ; 20547‘50“. 
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330) 370,9 квад. фут. 

331) Если радлусь большаго круга 
В и радусъь малаго круга В’, 
то площади этихъ круговъ суть 
кВ? и тВ'* и наощадь круго- 
ваго кольца равна В? —«В'? 
= (В? Г №) = . 

(В + В')(В — В)... 

332) Апеоема вписаннаго правиль- 
наго  шестиугольника равна 
Е Уз, а его периметръ равенъ 
6; слЪдов. площадь этого ше- 

[3:37 4 
стиугольника равна 5 —— 
25 _ 3833 


5 
333) Поформул (4, 102) мы ям$- 
ешь ?— В (2В—У48В—а?), 
гд% а бокъ др на*—88°: 
слфдовалельно т? 
ов? — вУ48? — 28 
82 —У2), 
откуда т? (2 Ну?) = 
В2(2—У?) (2 2)=28*, 
Вт (1 у 2) и 
В=му1-Еу2. 
Аповема х опред®лится по ‘фор- | 
мул 2°=В* — я въ кото- 
рую подставимъ величину, рав- 
ную величин В?; получим 2* 


=т? + == #. ый кофры 
к-т 
т? т? т? у э 
ит 


Е 
‚ 


| 


(+ дея ; отвуда а 
5 1 -+У2?). Наконець пло- 
щадь = °"" 1-И2) = 
Эт? (1 уз). 
334) Бокъ и = в (75 = =), от- 
куда т (УНП = 
ВИ ПИБ =4Ви 
В=Ъ (ИЗ - 1. Для опре- 
дЪлешя аповемы х мы имфемъ 
= 6-50 т 
2 "5 +2Узие= 
2 > ИБ --2у5 
10? 
на | -У5 —- 2у5 
5/ат 5 + ЗИ5. 
335) Площадь внисаннаго квадра- 
та, имфющаго бокъ а, равна 
2В?, и площадь описаннато ква- 


драта, коего бокъ равенъ Б, 
равна 5? =4В?; слЪдовательно 


и проч. 

336) Бокъ м вписаннаго правиль- 
наго восьмиугольника (по форм. 
4, 103) равенъ В.У2—У2; 
апооема х равна > УЗ у? 
и площадь Р’ этого многоуголь- 
ника равна 


(ВИ? —УЭСУзу = 


ВУ. Бокъ а вписаннаго ква- 
‘драта—ВУ 2 и бокъ бописаннаго 


Площадь рав- 
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кватрата = 2№; отеюда ав = 
282 =Р.' 


337) Сторона а виисаннаго пра- 
вильнаго треугольника равна 
ВУ 3, его высота равна = 

` зв.в Из 
и его площадь Р= “= 
24а Сторона а’ онисаннаго 


правильнаго треугольника равна 


`24.К 22 :3 че 
СИ ЗЕ? -У& 4 — 38 Зв. и“ 
28 УЗ, его высота у нь и 


Зв.2к 
его площаль Р'= > — 
ЗВ? Уз: Площадь Р’ виисан- 
„вало. правильнаго шестиуголь- 


порщи 


и ро 
333) ВмеНе— вок + СИСК, 
ВМС0 = вмск-евок;снек 
= СОН — КО, ВОК=зво6 
— КОС, но треугольники ВО@ 
‚и СОН равны, потому - что 


- 348) А0=10.8 аж. 


С Вв0= Д.600, В0=60 и. 


д 0ове= С. АОВ = & 0, 
слфдоват. и проч. - 


жит 


менть АСВ = 
> ‚ут. АСВ -АТ) =“. ВС. 


340). Сторона вВиисаннатго правиль- 


наго двЪнадцалиугольника рав- 
`нат=Ву 2—3 (0 *фор. 
- 4; 108), его’аподема д =. 
| а У? УЗ и ето площадь 
равна 
(эк 
8 И2— УЗ ЗРУЗ) 
5 — зв. 
341) 230,987 квад. дюйм. 
342) Въ 25 разъ. 


а 203, 125 квад. саж. 
344) 19. Та 16,8 саж., 21 
саж. 


345) 14,5 саж., 56,1 саж. и 93,5 
саж. 

346) 133/э». фт 4" ть 

347) 45/3 важ 

АЕ 81 
важ. 

349) 296,68 квад. важ. 

350) АВ=Н т аж. лаб 

551) 19,257 квад. дюйм. 

352) Почти 15.92 фут. 

353) А0=333,07 саж, 
АЕ=444,09 саж. 

354) 2,4 дюйма. 


| А Занят 


339) Секторь ОВС ВОВ исег- 


356) 14,97 аж. 

ЗЕ 2,64 дюйм., 2,25 дюйм. 
358) 39, 34 саж. 

959) 15 футь; 30 футъ. 

360) АБ — 407,93 саж., 26 = 


576,6 саж., АР= 543,9 саж., 
АН=768,3 саж. = 

361) Сторона искомаго треуголь- 
ника должна быть втрое больнте 
стороны даннаго треугольника. 

362) Чтобы найти сторону 2, с0- 
отвЪтетвующую сторон а дан- 
наго многоугольника, построямъ 


среднюю пропоритюнальную меж- | 


дуаин 3, 
363). Радлусы данныхъ круговъ 


суть В, В’, №". Построимъ 


прямоугольный  треугольникъ 


АВС, коего катеты суть АВ = 
`Ви ВС—=В'. ВъАС изъ точки 
С возетавихь | СО=В/; по- 
лучимъь радусъ АШП искомаго 
круга. Почему? 


364) На сторон АВ опишемъ по- | 
Е Вр. Сравнивая посафднюю про- 


‘луокружность и изъ вредины К 
прямой АВ возетавимь | ЕО 
до переебчетя съ полуокруж- 
ностью. Потомъ отложимъ хорду 
Ана АВ отъ А до би чрезь @ 
проведемь @Н || къ ВС; тогда 
получимъ а 
стреуг. АВС _ АВ" _ АВ" 
треуг. де Аб дБ’, 
но АО” = АВ.АЁ = УзАВ”, 
треуг. АВС _ АВ 
слЪдов. = АСН— УВЫ 
Е /1. 


365) Радусы данныхъ вет 
суть Ви В'. На прямой ВС == 


В построниь прямоугольный 
треуг. АВС, коего катеть ВА== 


В'; получим Раду СА ис- 
комаго круга то 


366) Проведемъ АР И к% МХ до 


пересвченя ГП съ ВС и разд%- 
лимь бокъ ВС на три’ равяыя 
части въ точкахъ КиК. По- 
томъ' построимь среднюю про- 
порщюональную между ВРиВЕ, 
и отложимь ее на’ ВС отъ В до 
Н. Наконець проведемь чрезъ 
Н прямую Н@ |! къ АХ до ме- 
ресфченя ($ съ 1. Докажемъ 
теперь, что треуг. ЯВН = 
*/зтреуг. АТ роведя. Ц, по- 
Лучииь дрр = рЕ- Также 

АВ Во В 
ОЕ = т : но такъ какъ ВН” 


АВО . ВО 
авы: ВЕ, то вон = вовЕ = 


порцию съ первою, мы замфча- 
емъ, чо ВаН = АВЕ = 
3 АВС. 


367) На АВ=радуусу В даннаго 


круга опишемъ полуокружноеть 
и изъ средины С прямой АВ 
проведемь радусъ СР | къ 
АВ; тогда хорда АП есть ра- > 
дтусъ искомой окружности. Въ 
самомъ да, АО" = АВ.Аб= 
АВ. м 25- оиноживъ 00% 
части На ета на т, по- 
лучинь А * —= ькАВ. 


368) Назовемь. чрезъ’ х сторону 


— 188 — 


искомаго треугольника, соотв т- 
ствующую сторон а даннаготре- 
угольника; тогда должно быть 


а? 2а х 
=” = Откуда = 
369) НА АВ = п построимъ иря- | 
моугольный треуг. АРВ, коего | 
катеть АП =сторонЪ а даннаго 
многоугольника, которой соот- 
вътетвуетъ бок 2 искомаго мно- 
гоуг. Изъ О опуетивъ |: ОС на 
АВ, получимъ Аб Потомъ | 
построим среднюю геометриче- 
скую между АСи; получится 
бокъ 2. Въ самомь дЪлф, 2? = 
2 з 


т ю р 


370) а АВ построимъ равносто- 
роннй треуг. АВЕ (внутри ква- | 
драла). и чрезъ С] къ ВЕ иро- 
ведемъ @Н до нересбчешя. Н 
съ продолженною АВ и до пере- 
сфчешя ( еъ продолженною АЕ 
(прямая Р@ пересфкаеть ПС въ 
точкё Е). На @Н построимъ 
прямоугольный треуг. (КН, ко- 
его катеть (К —6С. Равносто- 
роннй треуг. КНМ, построен- 
вый на КН, равномфрень ква- 
драту АВС. Вой дФаф, 
построивъ на (К равносторон- 
НИ треуг. @ КТ, получимъ (147) 
треуг. КНМ = треуг. АФН — 
треуг. ОКТ», но такъ какъ КТ, 
=СЕС, то треуг. КНМ == треуг, 


| 3 
| 3 
3 
|3 


АН — треуг. СЕб = АНСЕ 
=АВСО. 


371) Г, 68, слфд. Ти 42. 

312) Т, 6$, 42. 

” ] Ц, 12% а 

314) Т, 6$ и слёдетыя. + 
375) Т, 49 и 37. 

376) Т, 113Зи 63. 

377) 1, 68. 

375) Т, 86. 

379) Данъ треуг. АВС, въ кото- 


ром АВ=АС, и па ВС по- 
етроенъ треуг. ОВС, въ кото- 
ромь ОВ > ОС. На иродолже- 
ши стороны ВА отложимь АЕ 
=ВА и проведемь ЕО и ЕС. 
Изъ А опустимъ | АЕ на ЕС. 
Изъ треуг. ВОЕ получижь _ 
Во РЕ ВЕ или 
ВБ-- ОЕ >> ВААЕ или 
ВО РЕ>> ВА- АС; нотакъ 
какъ но заданю периметры тре- 
угольниковъ АВСи ОВС’равны, 
то ВА+-АС=ВО- Об и- 


_ ВоЬЕ> Во- С 


или ОЕ >> ОС. Наклонныя АЕ 
ИАС равны, но РЕ >00; са5- 
довательно точка 0) лежитъ внЪ 
АЕ, т. в; между параллель- 
ными ВС и АЕ. Отсюда мыза- 
ключаемъ, что высота треуг. 
РВС меньше высоты треуг. 
АВС. 


80) Т, 37; И; 124 сл; 
81) 1,78. 

832) И; 83; 52 
88) И, 135, 199. 


; 5 фор. ры 
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384) Т, 87, 151, 44. | 
385) П, 94, 97 и 111. 
336) П, 124; Т, 110. 
387) П, 71 форм. 1, 2, 3. 
388) Т, 151, 98. 

339) П, 52. 

390) П, 37. 


391) Чрезъ Е проведемъ ЕН || къ 
‚ВС, чрезъ Н прямую НИ || къ 
АС и чрезъ Н прямую НК || къ 
ТС до перес5чешя съ АС; тогла 
НЕ—НВ, НЕ=ЕК, /. АСВ 
ДС НВГ, Д НЫВ= / АСВ; 
откуда Д. НЫВ > ДНВЬи 
‚® ВН НЮ; слёдовательно ЕК 
> НИ или ЕК >> ЕС. Легко 
доказать (Т, 39), что ВЕ >> НК; 
но СО < НК, сл довательно СТ) 
=_= ВЕ. 


) См. доказ. 391. РОТ 

393) П, 52. 

394) Средина а яна СО веть 
центръ окружности, проходящей 
чрезъ С, 0, 0, Е. Проведя 6), 
Е, ЕР, ЕЕ, получим обе 
—=22.00Е—=2/ ВСА= 
180° — (СВЕ-Е САР) = 
180° — (ОРО- ЕЕО)= 
180° — ДОЕЕ; слфдов. 
РеЕ-- окЕ= 180° и. точка 

_ @ лежитъ на окружноети , про- 

=> мы урезъ Е, Е, 0. Про- 
СН, получимь Г анЕ= 
а 
Д АЕ дов. / ОАЕ = 
д анс. и ОНИ. АО; но 


такъ какъ 06 — 60, тои АН 
НС ит. д: 


395) Дуга АМВ > дуг. ВМС. 


Фиг. 224. 


РаздВлимъ дугу АОС въ точкв 
 по-поламь и проведемъ ОА, 
УВ, ПС АС а ДАВО 
= ве ил = бо. Изъ ) 
радлусомь ПО опишемъ дугу 
ЕГО; тогда 

сект. 01.0 >> треуг. ОТ0 и 
сект. 00@ < треуг. 006; 


сафдовательно | 
севт. 210 __ треуг. ОЪО 


‘сект. 206 -” треуг. Роб ПИ 
сект. Т.О’ _ треуг, 010 
‘сект. РЕГ -` треуг. РАС; 
откуда 

сект. РЕО __Лреуг. ОАО 
‚сект. 2Об ^ треуг, 00б 


уг АРВ АО. луг. АВ 

уг. ВРС ос; САдоват. во 
А 

> Ас: 


3896) Дуги АВи ПЕ описаны изъ 


центровъ Си О, и радбуеъ во 
< радуеа АС. Изъ © раллувомъ 
РО опишемъ дугу МХ, перес$- 
вающуюся съ радтусами СА и 
СВ въ точкахъ М и №; тогда 


дуг. ОЕ _ хорл. ОЕ 


дуг. ММ хорд. ММ 
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Пак 9т. РЕ _ ХорАтАВ. 
Или дуг. ММ > хорд. МУ 
луг. РЕ луг. АВ. 
ИЛИ дуг. ММ —” дуг. ММ 


слЪдов. дуг. ОЕ >> дуг. АВ. 
397) Опишемь окружность около 

треугольника АРЕ и замвимъ 

прюизведеня ОВ Х ВЕ и 


ЕС Ж СР равными имъ вели- | 


чинами. 


395) Вельдетые(И, 50) мы имфемь | 


Фиг. 255. 


АВ*- Вб*—Аб*- ВЕ’ 
СОАО" = А0*-+20Е°; 
откуда 

АВ* + ВС’ САО: = 
АС* + ЭВЕ* - 20’, но 
ВЕ’ ОЕ’=1/. Во" 2 ЕЕ? 
и2(ВЕ”+Е*)=во*+4ЕЕ’, 
‘сл довательно 

Ав вс*-+ со’ а:= 
АС*-- Во" 4ЕЕ°. 

399) Т, 100 и теор. 398. 

401) Проведемь ЕЁ и длагональ. 
П, 124 слвл. 

402) Изъ центра опустимъ перпен- 
дикуляръ на сторону а. — П, 
52. 

403) П, 69; Т, 112. 


404) П, 37, 102. 

405) И, 72. 

406) П, 52. 

409) Продолжимь прлиыя РЕ и 
Р@ до ихъ пересфчешя. П, 
123. 

411) Продолжимъ данныя прямыя 
до ихъ пере чения 0, чрезъ сре- 
дину Г прямой СО проведемъ 
Ре | къ АВит. д. > 

412) На дагонали СА квадрата, 
АВСЬ отложивъ СЕАВ, по- 
лучимь треуг. АФЕ, въ кото- 

| р / АЮ = 11930% 

| ДД ОАЕ=45‘,АЕ=АС-АВ 

| ‘ит.д. 

| 413) Продолживь дуагональ АС 
какого-нибудь квадрата АВСО 
и отложивъ СЕ =АВ, получимъ 
треуг. АВЕ, въ которомь АЕ= 
АС-+АВ, Д ВАЕ= 45? и 
С ВЕА=22‘30' ит. д.1 

414) П, 119, 67. — 

| 415) Продолживь сторону ВА ка- 

кого-нибудь треуг. АВС и сдЪ- 
лавъ АФ=АС, получимь треуг. 
ОВС, въ которомь Ва = ВА 
+ 40, / ВаС="/ Д ВАС 
ит. д. =“ 

416) Продолживъ основаше АВ 
какого-нибудь прямоугольника 
АВСЛ и сдфлавъ ВЕ= ВС. по- 
лучимъ треуг. АСЕ, въ кото- 

| рожь АЕ=АВ- ВС, сторона 

| АС веть дтагональ прямоуголь- 

|  ииваи / АЕС=45° ит. д. 


—= МЁ = 


417) Продолживъ высоту ВС ка- 
кого-нибудь прямоугольника 
АВОСЬ и отложивъ ОЕ = АС, по- 
лучимь прямоугольный треуг. 
АВЕ, въ которомъ АВ сторона 
прямоугольникаи ВЕ =А6 — ВС 
ит. д. 

413) Продолживъ гипотенузу ВС 
равнобедреннаго прямоугольнаго 
треугольника АВС и отложимъ 
ВБ-=СЕ=АВ, получимъ треуг. 


АЪЕ, въ которомь Х 0= ДЕ 


90 
ме 
419) Пентръ искомой дуги нахо- 
литея въ точк переевченя 
основаня и одного изъ равныхъ 
боковъ равнобедреннаго тре- 


423) Построимъ треугольник 
АВЕЕ, равном вый ‚половин 
треугольника АВС.” 

424) Продолжимъ прямую 'А0 и 
къ окружности О нерпендику- 
лярно къ АО проведемъ каса- 
тельную ЕП между АВ и АС. 
Потомъ раздфаимь Д ЕПС на 
дв равныл части прямою 00’. 
Точкою 0‘ перес®чентя этой пря- 
мой съ продолженною АО опре- 
дфлится центръ искомой овруж- 
ноети. 


| 425) Должно построить равнобоч- 


угольника, коего вершина совпа- 


длеть съ центромъ С". 
420) И, 124, 126. 
421) Центръ искомой окружности 

находится на параллельной къ 

АВ, отетоящей отъ АВ на т, 

и на параллельной къ С, ро 

холящей чрезъ вершину прямо- 


| 


угольнаго треуг., коего гипоте- | 


вуза — и катеть, совпадающий 
| 
422) На ВС отложихъ ВО=ТМ | 


въ СО, равенъ 1/эя. 


и проведемъ АП; тогда треуг. 
’ АВР больше треугольника АВС 
треугольникомь АРС; а потому 
отъ треуг. АВГ должно отнять 
треуг. АБЕ, равномврный тре- 
угольнику АПС. Рьшене этой 
задачи при БМ < ВС. 


ную трапецто А ВОТ, въ кото- 


рой хорда ЕЕ =” а. 

426) На прямыхъ Ас и ВС по- 
строимъ  равноеторонне тре- 
угольники АСР и ВСЕ и опи- 
шемъ около нихъ окружности, 
которыя нересЪкутся въ точкахъ 
Сих. 

427) Т 10%, ИТ, 1483. 


428) На прямыхъ АС и ВС по- 
строимъ таке сегменты, чтобы 
первый вуфщалъ углы, равные 
углу м, и второй вмЪщаль углы, 
равные углу #. 

429) Д!атональ искомаго прямо- 
угольника равна дмаметру @Н 
даннаго круга. Означивъ чрезъ 
4 высоту треугольника, коэго 
оенован!е равно ЯН, мы имфемъ 
@Н Х&=АВХ АС ит д. 


| | 430) Предположимъ, что задача 
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рЬшена. Соединивъ центръ С съ 
точками А и\У, проведемъ чрезъ 
Х прямую ХЯ до пересфченя Й 
съ АС; тогда легко узнать, какъ 
найти И и какъ опредЪлить пря- 
мую ИХ ит. д. 

431) Продолживъ сторону ВА ка- 

_ кого-нибудь треугольника АВС 

‹ иотложивъ А) —=АС, получимъ 

треуг. ВС, въ которомъ ВО = 
ВА { АБ, Д.В извфетенъ и 
ДО= 90° — 1/2(В - С) и 
т. д. 

432) См. рьшеше зад. 421. 


номъ квадратф и длагональ въ 
` искомомъ квадратВ, докажемъ, 
_ что эти длагонали взаимно д%- 
лятся по-поламъ. 


485) Продолживъ сторону ВА ка- 


кого-нибудь треугольника АВС 


и сдфлавь АО =АС, получимь | 
треуг. ВСО, въ которомь ВО = | 4 
ВА-НАС, Д А0б=Д 5 


—=1/ Д. ВАС ил. д. 


486) Проведя БЕ къ ВС, соеди- | 


ним средня точки Ри © этихъ 
прямыхъ и проведемь АК. Отъ 
образовавшатося  четыреуголь- 
ника АВОК. отнимемь  треуг; 
АСКи прибавимь равномфрный 
треуг. АН. 
437) Между параллельными АВ и 
СТ) проведемъ прямую КЕ подъ 


Дт такъ, чтобы прамая КК | 


‚раздЪлилась на дв равныя ча- 


сти перпендикуляромъ, опущен- 
нымъ на нее изъ (1. 


435) На прямой а построимъ рав- 


нобедренный треугольникъ и въ 
немь параллельно къ а прове- 
демъ д == /за. 


439) Продолжимъ катетъ ВС пря- 


моугольнаго треуг. АВС, въ ко- 
торомъ Д АВС = Дж, иот- 
ложимь ВО =АВ и СЕ-=АС; 
получимь РЕ=АВ-НВО- СЕ, 


Г Д АОВ= т и Д АЕ= 


45° ит. д. 


| 440) Центръ искомой окружности 
433) Проведя длатональ въ дан- 


долженъ находиться на продол- 
жени даметра окружности С’, 


‘проходащаго чрезъ. А, и на про- 


полжени радлуеа окружности С, 
проходящаго чрезъ точку Г) ка- 
саня. Точка Ш опредФляется 
прямою АВ и радусомъь СВ, 
проведеннымъ || къ радтусу С’А. 


41) Построимъ равнобедренный 


треуг. @К, коего вершина @ 
находится на С) и основаше 
КГ проведено чрезъ Е периен- 
дикулярно къ АП и ВС такимъ 
образомъ, что ОК —ОЕи РЬ= 
РЕ и. т. д. 


442). Опредф лия т с нтрь 0 и и "5- 


диусы 0), 0 окружности, 
вписанной въ треуг. АВС, по- 
лучимь точки касашя 0), Е, Е 
и требуемые Ее АО= АЕ, 
ВО-—ВЕ„СЕ-СЕ. ди 


| 443) На АВ-а построижь треуг. 


/ 
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АВС, въ которомь ВО = /з и и’ 
ВС—= ?/з*. На продолжеши пря- 
мой АС отложимъ ОЕ =/зт и 
на продолжени прямой ВС часть 
С) = Уз». Потомъ’ проведемъ 
А@ чрезъ А и О, и В@ чрезъ 
ВиЕ. 


445) Изь точки А опустимъ _|_ 


АС на МХ и на его продолже- 
ни отложимъ С)=АС. Потомъ 
руководствуемся зад. 35, Ц. 


446) Параллельно къ АВ прове- 


демъ прямую СО, коей разетоя- 
не отъ АВ равно радтусу дан- 


‘ныхъ окружностей. Потомъопи- 


шемъ окружность, проходящую 
чрезъь О и О’, и касающуюся | 
въ СО. Центрь этой окружно- 
сти есть гр искомой орк 
НОСТИ. — 


447) ‚оо Щи 


зад. 446, проведемъ СЭ по ту 
сторону прямой АВ, гд$ нахо- 
дятся данные круги. 


448) Разд®ливь / АВС на двЪ 


= 


сожимь ЕК = НЕ и построимъ 
вреднюю геометрическую г между 
‘прамыхи ОН и ОЕ. Найденную 


равныя части прямою ВК, про- 
ведемъ къ ней перпендикулярно | 
прямую чрезь Н между АВ и 
ВС; эта прямая переефкаетъ 
ВК вь Е и АВ въ О. 0Отло- 


1 отложимь на АВ отъ О доб, 
и изъ @ къ АВ возетавимь |_ 
до пересфченя О съ ВК; полу- | 


чимъ центръ 0 ей окруж- 
ности. 


449) Въ треуг. АВС высота АЕ 


—=т, В@—п и С0=р. На АВ 
отложимь АН=В@—=и ина Аб 


отложимь АК=С0=р. Такъ 
АВ ВС АВ’ _ 


м АО- 6210. АС = 
А | 
лк; слЪдов. треугольники АВС 


АН АВ 

и АНК подобны и ЕВС 
7 АВ. АВ АЕ 

_ или тк == во ; Также ‘вс = 
—, & потому › р. и в: д. 


450) Какижь- нибудь радуеомь 


опищемъ окружность, проходя- 
щую чрезъ АиВ, и пересфкаю- 
щуюся съ данною окружностью 
въ точкахъ Сир. Потомъ про- 


| И прамыя АВи СП до 


| а ь т т 


окружности. Въ точкв К иско- 
мая окружность касается къ дан- 
ной окружности, Въ самомъ дЪ- 
18, прамыя ЕА и ЕС суть 65- 
кушия окружности, проходящей 


чрезь А, В, С, 0; елфдоват. 
2..0 или СЕ ЖЕ 


АЕХ ВЕ. Относительно дан- 
ной окружноети проведены ка- 
сательная ЕР и сфкущая ЕС; 


ЕР 
саЪдов, = — ра Или ЕЕ? 
Ех ОЕ. Отеюда савдуеть, что 
ЕЕ” АВ ЖХ ВЕидикр > т г Эта 
пропоршя показываеть, что ЕК 


— = 


`` @@ть касательная къ искомой `457) Предположимъ, ‘что’ кругь 


_ окружности. 
451) См. рьшене зад. 450. 


452) Оцишемь окружноеть, про- 
ходящую чрез А и В, и пере- 
сфкающуюся съ данною окруж- 
ностью въ точкахъ Си 0. См. 
р%$шеше зад. 450. 

453) При какой-нибудь точк® Е 
прямой ЕО построимь / ЕКА 
= С АЕС= Д ПЕС (точка А 
находится на НК и С на ЬМ). 
На ЕС опишемъ окружность, 
которая пересЪчеть ЕО въ Ки 


В, НК вь А, ПМ въ С. Про-. 


ведя хорды АВ, АС, ВС, шо- 
и ИМЪ требуеный реугольникъ 


454) Положимъ, что вопросъ р%- 
шенъ. Параллельно къ АВ про- 
ведомъ чрезъ У прямую, кото- 
рая перееБчеть окружноеть въ 
К. Продолжимъ хорду ИК до 
пересЪчешя @ съ АВ; получимъ 
подобные ны В47 и 


ви 
ВХА и ВЫ ИТ. д. 


455) Чрезъ № проведемъ || къ АХ. 
прамую МР до пересфчешя Р | 


еъ продолженною АЕ. Точка Е 
пересЪчешя прямой А Реъокруж- 
ностью и точки В, №, 
на одной окружности ит. д. 


Р лежатъ 


456) Локажемъ, что / АВС = | 


ДАХЕ- / ВХЕ, Си. рь- 


мене зад. 445. 


-Х удовлетворяет вопросу. Про- 


ведемъ чрезъ 0 прямую Е пер- 


‘пендикулярно къ ВС и чрезъ А 


наклонную РС; тогда прямая, 
проведенная чрезьъ точки `каса- 


ня Ми \№, должна пройти 


ЕА,: , ЕМ 
п — 
чрезъ Ри слВлов. ру = ‘тн 


или КА.ЕН — ЕМ.ЕХМ (точка 
Н получилась  пересфченемъ 
прямой ЕС съ окружностью 


а 
458) На разстояни, равномъ’ра- 


д1усу даннаго круга, проведемъ 
Кб | къ АВ и НК || к АС 
вн даннаго угла; тогда окруж- 


‚ность, проходящая чрезъ центръ 


О и касающаяся къ прямымъ 
Ра и НК, иметь обнай 
центрь _съ искомою окруж- 
ностью. ДвЪ окружноети удо- 
влетворяютъ вопросу. Проведя 
прямыя РФ и НК внутри дан- 
наго угла; мы узнаемъ, что еще 
дв окружности удовлетворя- 
ютъ вопросу. 


459) Если изъ С описать окруж- 


ность  радусомь,  равнымъ 
В — В, то искомая окруж- 
ность будетъ имть общий центръ 


‘еъ окружностью, проведенною 


чрезь С’ и касающеюся къ 
окружности В — В’, а также 
къ прямой, проведенной || къ 
СЪ въ разстояши, равномъ В”, 
отъ СО. Си. рьшеше зад. 457. 
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Этому случаю удовлетворяютъ | 


четыре рфшентя. Описавъ вепо- 
могательную окружность ра- 
диусомъ, равнымъ В + К’, по- 
лучимъ еще четыре р шеня. 


460) Опишемь окружность изъ 


центра С радусомь В — В" 


и еще окружность изъ центра 
С’ радусомь В’ — В"; тогда 
центръ искомой окружности со- 
впадеть съ центромъ окружно- 
сти, проходящей чрезь центръ 
С" и касающейся къ окружно- 
стямь В — Ви В' — В". 


—_—_ == 


6} 
в 
| 


к мт 15 ! 20 а # 
1—9 «зови 8 
зе. й - 


их т 
ТНУ д 9$ 


ре: "орон. 
2 вич ИА 
«Але ых... 


на Чина ат - 2 


$ =. 81; 


_ чачещьчнь 


ры Зем, ‹ ‚й 
22350 ежикы-мо 5. 52. „еСаВЕЕЙ. то од 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ЧАСТЬ ИН. 
ОТДЪлЪ 1. 


Подоб1е фигуръ. 


Первая глава. Общая мЪра двухъ прямыхъ. Соизмфримыя и не- 
соизмвримыя прямыя. Отношеше двухъ прямыхъ. Пропорцо- 
нальность прямыхъ. Геометричесыя пропорщци. Поняте о пре- 
С ИЕ А ово > 

Вторая глава. Изиърене углов; зоне. 

"Третья глава. Пропорцюнальность отр®зковъ сторонъ треуголь- 
И ос ко И ОЕ чот, .. 

Четвертая глава. Подобные многоугольники. Случаи подоб]ятре- 
угольниковъ. Отношене между периметрами подобныхъ много- 
угольниковъ. Масштабъ. Задачи построена .„........ 

Пятая глава. Зависимость между перпендикуляромъ, опущен- 
нымъ ‘изъ вершины прямаго угла прямоугольнаго треугольника 
на гипотенузу; и отр®зками гипотенузы. Зависимость между 
гипотенузою и катетами прямоугольнаго треугольника. Ква- 
дратъ числа, выражающаго даину стороны треугольника, про- 
тиволежащей прямому углу, или острому, или тупому углу. Про- 


порцональность лин! й, проведенныхъ въ круг. ...... д 
ТПестая глава. Вписанные въ круг правильные многоугольники 
и описанные около него многоугольники . „еее 


Седьмая глава. Отношене между периметрами подобныхъ пра- 
вильныхъ многоугольниковъ. Периметръ вписаннаго правиль- 
ваго многоугольника тъмъ больше, чЪмь больше число его сто- 
ронъ, а периметръ описаннаго правильнаго многоугольника 
тЪмъ меньше, ч®мъ больше число его сторонъ. Отношене 
окружности къ д1аметру. Подобныя дуги... 
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ГЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВХ. 
ОТДВЛЪ 1. 


о плоскости. 


ПЕРВАЯ ГЛАВА. 


Плоскость и прямая линя. Опредълене положен!я плсскости. Услов!я, к т0- 
рымъ должна удовлетворять прямая, перпендикулярная къ плоскости. СвойстРа 
‚перцендикуляра я наклонныхъ, проведенныхъ отъ точки до паоскости, 

1. По предъидущему извЪетно (Т, 7), что плоскость есть такая 
поверхность, съ которою веакая прямая линя созмщаетея ес 
точками, если на ней находятся дв точки прямой лини. 

2. Если отъ плоскости требуется только одно услове: чтобы она 
прошла чрезъ данную прямую, то ел положене въ пространств® не- 
опредЪленное, потому-что она можеть обращаться около этой прямой, 
какъ около”оси, принимая при этомь безчисленное иножество поло- 
жений. 

3. Прямая линия, имбющая съ плоскостью только одну общую 
точку, переспкает» плоскость въ этой точк®. Точка пересченя 
прямой и плоскости называется основанёем» этой прямой. 

4. Теорема. Чрез» какую-нибудь прямую и точку, лежа- 
щую внтъ ея, можно провэсти только одну плоскость, т. е. пря- 
мая и точка, находящаяся вньъ ея, опредъляють положеще 
плоскости. 

20* 
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Представивъ себф, что плоскость Р (фиг. 226), проведенная 
Фит, 226. чрезъ прямую АВ, обращается около этой 
прямой, какъ около оси, до тёхъ поръ, пока 
она доститнетъ точки С. При этомъ положение 
плоскость Р вмфщаетъ въ себ прямую АВ и 

_ точку. С. Продолжая же обращаться, плоскость 

Р оставить точку С. ‘Отсюда мы заключаемъ, 

что для плоскости Р существуеть только’ одно положеше, при кото- 

ромъ она содержит прямую. АВ и точку С; сзбдовательно плоскость 

имфетъ опредЪленное положеше, если она прохедитъ чрезъ прямую и 

точку, находящуюся вн этой прямой. — 

5. СльдствлеЕ. Три точки А, Ви с, не лежашия на одной 
прямой, опредъляютз положеше плоскости, потому-что плоскость, 
проходящая чрезъ прамую АВ и точку С, содержитъ въ себф точки 
А, ВиС. На .оборотъ: плоскость, сора точки А, в и С, до 
ана пройти чрезъ прямую АВ и точку ©. = — 

6. Сльдетвте. Деъ яереськающияся прямыя в Або опре- 
Оъляють положете плоскости, потому-что плоскость, проходящая 
чрезъ прямую АВи точку С, должна содержать прямыя АВ и АС. 
На оборотъ: плоскость, заключающая прямыя АВ и АС, ия 
пройти чрезъ ирямую АВ-и точку С. _ 

*. Следетвле. Де паралаельныя прямыя АВ: и СЭ опред 
ляютз: положене плоскости, ‘потому-что двф параллельных ‘пря- 
мыл должны находиться въ одной плоскости. Существуеть” только 
одна плоскость, содержащая параллельныя прямыя АВиС), потому= 
что возможно ‘провести только одну’ плоскость `чрезъ прямую. АВ и 
какую-нибудь точку прямой СО. Отсюда слЪдуетъ, что чрез» данную 
точку С можно провести в5 пространствль только одну парал- 
яельную`кз_данной ‘прямой АВ, потому-что `‘прямал, проведенная 
чрезъ.С параллельно къ АВ, должна находиться“въ плоскости, проч 
ходящей чрез, АВ и С, и известно, что въ плоскости. возможно про= 
вести чрезъ данную точку только одну параллельную къ данной ‘прямой: 


су 


ви < 


8. Сльдотвие. Двоь прямыя АВ и СО, произвольно  взятыя: 
85 пространствь, вообще не находятся в5 одной плоскости. Въ: 
самомъ дЪль, плоскость Р, проведенная чрезъ АВ и точку М; взатую 
на СП, вообще можеть не содержать прямой С), но будеть ею пере- 
сЪчена. Въ этомъ случа никакая плоскость не можетъ пройти чрезъ 
прямыя АВи С, потому-что еели бы существовала такая плоскость, 
то она содержала бы прямую АВ и точку М, и слбдовательно совм%- 
стилась бы съ плоскостью Р; тогда прямая СТ) находилась бы так- 
же въ илоскоети Р; чего быть не можеть. | 


Примъчаще. Плоскость, какъ поверхность неограниченная, не 
можеть быть представлена на буматв; а потому принато ее изобра- 


жаль параллелограмомъ или кавимьъ-нибудь ан въ ва: 
находящимся. 


9. Теорема. Параллелныя прямыя, пересъкающия какую- 
будь прямую, находятся вз одной плоскости съ этой прямою. 
Параллельныя прямыя СО, ЕЕ, СН (фиг. 227) пересфкаютъ 
_ 9". 2. прямую АВ въ точках 0, Е, Н. Плоскость, 
| „ в проходящая чрезъ АВ и СО, должна содер- 
жать точки Ки Н. По этой причин и по 
параллельноети прямыхъ СО, ЕЁ и СН плос- 
коеть, проходящая чрезъ АВ и С), должна 
содержать прямыя ЕЁ и СН. 
10. Теорема. Переспмеше двух плоскостей есть прямая 
лия. 
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Если соединить прямою двЪ точки Аи В, общйя даннымъ плос- 
костамъ Ри 0) то эта прямая вефми точками должна находиться въ 
плоскости Ри также въ плоскости (). Такъ кабъ эти плоскости не 
совмфщаются, то всяфдетые теоремы (4) они не могутъ имЪть общей 
точки вн прямой АВ. Отсюда слдуетъ, что плоскости Ри ( пере- 
сЪкаются только по направлен прямой АВ. 


11. Теорема. Прямыя’ пересьчешя трехь плоскостей 


№. 


остръчаются в5 одной точкь, или они параллельны между 
собою. 
Плоскости АВС и АВЕЕ (фит. 228) пересекаются по направ- 


Фиг. 228. леню АВ, плоскости АВЕЕ и ОСЕЕ пере *- 
„  КАютея по направлению ЕЁ и плоскости АВС» 

д и РЕСП пересфкаются по направлению СЪ. 
в==- 7 1) Точка О пересфчемя прямыхь АВ и 
р ТС должна находиться въ плоскоетяхъ АВВ 


иАВЕЕ, и она также должна лежать въ пло- 
костяхъ АВС и КЕСР. Такъ какъ точка 0 принадлежить плоско- 
стяяъ АВЕРи ЕЕСЬ, то она должна находиться на прямой ЕЁ ихъ. 
пересфчешя, Отсюда слфдуетъ, что прямыя АВ, СТ и ЕЁ перес#- 
каются въ точкВ 0, 

2) Если прямыя АВ и СР (фиг. 228) параллельны, тои пря- 
жая ЕЕ должна быть къ нииъ параллельна. Въ самомъ дфлЬ, допу- 
стивъ, что прямая ЕЁ перес$каеть АВ, мы узнаемъ по доказанному 
(11, 1), что прямая ЕЁ пересфчетъ также прямую С); а отсюда 
слфдуетъ, что прямыя АВ и СП должны пересЪкаться; чего быть не: 
жожетъ. 

12. Теорема. Если прямая перпендикулярна кз прямымь, 
проведенным чрезз ея оконечную точку и вз одной и той-же 
плоскости, то она должна быть перпендикулярна кз этой 
плоскости. | 

Фиг. 229. Ланная прямая АВ (фиг. 229), пе- 
ресВкающая плоскость Р въ точкз В, 
перпендикулярна къ прямымь ВС и ВО, 
‘проведеннымъ въ плоскости Р` чрезъ точку 
В. Требуется доказать, что прямая АВ 
перпендикулярна ко веякой прамой ВЕ, 
проведенной въ плоскости Р. 

На продолженной прямой АВ 0тло- 
жимъ ВЕ = АВ и, проведя прямую ОС, 


Эа 


пересфкающуюся съ прямыми ВО, ВЕ, ВС, соединимъ точки 0, Е, С 
съ точками А и Е. Треугольники АС и ЕСО равны, потому - что 
сторона СО общая, СА = СЁ, какъ наклонныя относительно нерпен- 
дикуляра СВ, проходящаго чрезъ средину В пряжой АЕ, и РА=УОЕ 
но той-же причин®; ся довательно углы АС) и КСО, противолежа- 
ие равнымъ сторонамъ, равны. Треугольники АСЕ и РОЕ равны, 
потому-что СА = СЕ, сторона СЕ общая и С АСЕ = Д ЕСЕ; ся 
довательно АЕ = ЕЕ. Такъ какъ каждая изъ точекъ Ви Е равно 
отетоитъ отъ оконечныхъ точекъ прямой АК, то прямая ВЕ должна 
быть перпендикулярна къ АЕ, и на оборотъ: прямая АЕ перпенди- 
кулярна къ ВЕ; слфдовательно прямая АЕ перпендикулярна въ 
плоскости Р. 

13. Теорема. Перпендикуляры, возбтавленные изх точки, 
данной на прямой, находятся вь плоскости, перпендикулярной 
кз этой прямои. 

Чрезъь АВ (фиг. 230) проведя каюмя-нибудь плоскости Ри Р', 

Фиг. 230. возставимъ въ нихъ перпендикуляры Вби ВО 
изъ точки В къ прямой АВ. Прямая АВ, 
перпендикулаярная къ прямымъ ВСи ВО, хол- 
жна быть перпендикулярна къ плоскости ©, 
проходящей чрезъ эти прамыя (12). Нрове- 
демь чрезъ АВ еще плоскость Р“, которая 
пересфчетъ плоскость () по направлению иря- 
мой ВЕ. По перпендикухярности прямой АВ 
къ плоскости (), эта прямая должна быть перпендикулярна къ пря- 
мой ВЕ; слфдовательно если изъ точки В возставимъ перпендику- 
ляръ къ АВ въ плоскости Р“, то онъ долженъ совмфетиться съ пря- 
иою ВЕ и находиться въ плоскости (). 

14. Теорема. Чрезх данную точку вседа можно провести 
плоскость перпендикулярно кз данной прямой, и притомг только 
одну плоскость. 

1) Данная точка С (фиг. 231) находится на данной прямой АВ; 


ый 

‚ Ивъ точки С къ прямой АВ! возетавимь  перпендикуляры СО. и 
Фиг. 231, СЕ въ плоекостяхь АСР и АСЕ. Плоскость 

Р, проходащая чрезъ СП и ©Е, пернендику- 

_ паярна, къ АВ, потому-что прямая АС’ периен- 
" дикулярна къ прямымъ СО’ и СЕ, проходя- 
щимъ въ плоскости Р чрезъ основаше С пря 
мой АС (12). Всякая другая плоскость, иро= 

| ходящая чрезъ точку С, нё перпендикулярна 

у прдхай АВ, потому-что существуеть, только. одна’ плоскость Р, 
содержащал вов пиар, возставленные къ эк АВ изь 


точки © (13). ГА зажачи. ораьет 
2) Данная точка С (фиг. 232) находится внЪ данной прямой АВ, 
Фих. 232. * Изъ точки С онустимъ на АВ’перпендику- 


ляръ СО въ плоскости (), проходящей чрезъ 
АВ и точку С. Въ какой-нибудь плоскости: ()', 
проходящей чрезъ АВ, возставимъ перпенди- 
вуляръ ОЕ изъ точки 0 къ АВ. Прямыя ОС 
и РЕ, периендикулярныя къ прямой А) и 
проходящя чрезъ ея оконечную точку О, опре- 
дВлиютъ плоскость Р, которая должна пройти чрезъ точку С. Плос- 
кость Р, проведенная чрезь прямыя 0С и БЕ, пернендикулярныя къ 
А: въ точкЪ. О, должна быть перпендикулярна къ АВ. Такъ какъ 
паоскоеть Р’совмфщаетел съ плоскостью, проведенною чрезъ точву 0 
прямой АВ перпендикулярно къ АВ, 10 по’ предъидущему (14, 1) 
мы завлючаемъ, что чрезъ точку С можно провести только одну плос- 
коеть перпендикулярно къ АВ. 

15. Теорема: Ирезх данную точку Пек. 
перпендикулярь кз данной плоскости, и мрак не больше 
одною перпендикуляра. у 

1): Данная точка А (фиг. 233) находится въ. плоскости Р. 

Чрезъ точку А проведемъ въ плоскости Р какую-нибудь прямую 
ПЕ и чрезь оту-же точку перпендикулярно: къ РЕ проведемъ плос- 
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кость (} (14), пересфкающуюся” съ илос- 
коетью Р по направленю прямой ВС. 
Прамая АК, проведенная чрезь А въ 
плоскости © перпендикулярно къ ВС, 
перпендикулярна такаке къ плоскости Ру 
Въ самомъ длЪ, прямая ОЕ, периенди- 
кулярная къ плоскости (), также перненди- 
вуларна КЪ АЕ; слЪдовательно прямая АЁ, периендикулярная къ 
прямымь ВС и ОЕ плоскости Р, должна быть перпендикулярна къ 
этой плоскости (12). Веякая другая прямая, проведенная чрезъ А 
въ плоскости () или внф ея, будетъ наклонная, по крайней м®рЪ, къ 
одной изъ прямыхъ ВСи ПЕ; лари она не перцендику- 
ларна къ плоскости Р. . 
Данная точка А (фиг. 234) находится вн данной плоскости Р. 
Фиг. 234. Въ плоскости Р проведемъ какую-ни- 
будь прямую ВС и чрезъ А перпенди- 
куларно. къ ВС проведежь плоскость © 
(14), пересфкающуюся съ плоскостью Р 
по направлению прямой ОЕ. Прямая АЕ; 
проведенная чрезь А перпендикулярно 
къ РЕ, также перпендикуларна ко вся- 
кой прямой КС, проведенной въ плеско- 
сти ‚р, Для доказательства этой периендикулярности отложимь К@ = 
АЕ ва продолженной прямой АГ и нроведемъ прямыя АД, АС, @В 
и С. По периендикулярности прамой ЮСокъ плоскости @, углы 
АОС и СОС должны быть прямые. Потомъ треугольники А0С и 
С равны, потому-что сторона ОС общая, Д. АРС = 2 @9бя 
АВ =6 В, какъ наклонныя, равно-отстоящля. отъ основашя пернен- 
дикуляра ОЕ; слфдовалельно АС = 90 и АС@ равнобедренный тре- 
урольникъ, въ которомъ прямая СЁ, соединяющая его вершину С съ 
срединою основанмя АС, должна быть перпендикулярна къ Аб. От- 
сюда слЪдуеть, что прямая АС перпендикулярна къ плоскости Р; 
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Всякал другая прямая АС, проведенная отъ А ло плоскости Р, есть 
наклонная къ этой плоскости. Въ самомъ дЪлф, въ треугольник$ АЕС 
уголь АЕС прямой по перпендикулярности прямой АР къ плоскости 
Р; слфдовательно уголь АСЕ долженъ быть острый и потому пря- 
изя АС не перпендикулярна къ плоскоети Р. 

16. Теорема. Если отз точки А (фил. 235) д0 плоскости 
Р проведены перпендикулярз АВ и наклонныя АС, АТ иж. 9., 
то 1) перпендикулярь короче всякой наклонной, 2) двъ наклон- 

ыя, равно-отстоящия отз основаня перпендикуляра, равны, и 
3) всякая наклонная тльмз длиннте, чьмь дальше онл отстоитз 
отз основанёя перпендикуляра. 

1) Въ плоскости АВС проведены къ бо ВС периендику- 

Фиг. 235. ляръ АВ и наклонная АС; ся довательно 
д по предъидущему АВ < АС. 
2) Отложивъ ВЕ = ВС и проведя АЕ, 
получимь равные треугольники АВЕ и 
АВС, въ которыхъь АЕ = Аб. 

3) Въ плоскости АВП разетояне 
ВО >> ВЕ, а потому также АО > АЕ. По предъидущему извЪетно, 

что при ВС = ВЕ наклонная АС = АЕ; слЪдовательно АО > АС. 

Примпчаше. Разстоянемъ. точки А до плоскости Р называется 
вратчайшая прямая, проведенная между А и плоскостью Р; но эта 
вратчайшая прямая есть перпендикуляръ, опущенный изъ точки А 
на плоскость Р; сл довательно этимъ перпендикуляромъ выражается 
разстояне между точкою А и плоскостью Р. 

17. Слвдствте. Основатя Си Е двухъ равныхъ наклонныхъ. 
АСи Е (фиг. 235), ироведенныхь отъ точки А до плоскости Р, 
равно-отстоять отъ оенованя В пернендикуляра АВ, опущеннато изъ 
точки А на плоскость Р; сл довательно геометрическое иЪсто осно- 
ваши равных наклонныхъ АВ, АО, АЕ (фиг. 236) проведенныхъ 
отъ точки А до плоскости Р, есть окружность круга, центръ кото- 
рой совпадаетъ съ основантемъ С перпендикуляра АС, опущеннатго изъ 
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А на плоскость Р. Отсюда выводится весьма простое рфшенте задачи: 

фиг. 236. изъ данной точки А опуетить периенди- 
куляръ на плоскость. Опредфливъ на 
плоскости Р три точки В, О, Е, равно- 
отстояния отъ точки А, найдемъ центръ 
С окружности, проходящей чрезъ точки 
В, О, В, и наконецшь соединимъ точки 
А и С прямою АС. 

18. Теорема. Если чрез» средину С прямой АВ (фиг. 237) 
проведена плоскость Р перпендикулярно кз этой прямой, то 
1) всякая точка плоскости Р равно-отстоить отз оконечныхь 
точекь прямой АВ, и 2) всякая точка, лежащая внъ плоскости 
Р, не равно-отстоитз оть тьте-же точек. 

1) Дана точка Т) въ плоскости Р. Проведя прямыя АУ, ВУ, С), 
мы замфчаемъ, что прямая СП) проведена въ плоско- 
сти АОВ перпендикулярно къ АВ чрезъ средину С 
этой прямой; слфдовательно точка 0 прямой СП 
равно-отетоитъ отъ оконечныхъ точекъ прямой АВ. 

2) Точку Е, данную вн% плоскости Р, соединимъ 
съ точками А и В прямыми ЕА и ЕВ. Плоекоеть 
АЕВ пересБкаетъ плоскость Р’по направлению пря- 
мой СП), проведенной перпендикулярно къ АВ чрезъ 
ред этой прямой; слфдовательно точка Е, на- 
ходящаяея внф перпендикуляра СП), неравно-от- 
стоитъ отъ оконечныхь точекъ прямой АВ. 

19. Сльдствте. Геометрическое исто точекъ пространства, 
равно-отетоящихъ отъ двухъ данныхъ точекъ, есть плоскость, про- 
веденная перпендикулярно къ прямой, соединяющей данныя точки, 
и проходящая чрезъ средину этой прямой. 

_ 20. Теорема. Если чрез» основаше В перпендикуляра АВ, 
опущеннаю на плоскость Р (фил. 238), проведена прямая ВЕ 
перпендикулярно кь прямой СП, лежащей вз плоскости Р, то 


Фиг. 231. 


ярямая ЕА, соединяющая основаше Е. перпендикуляра ВЕ. сё 
какою-нибудь зночкою А. перпендикуляра АВ, должна быть пер- 
пендикулярна кь прямой ов, (Теорема о треть перпендикуля- 
рать). 
Отложивъ ЕС = ЕО, проведемь прамыя ВС и ВУ, и прямыя 
_Фиг. 288. АСи АО. Наклонныя ВС и ВО, лежа- 
я въ плоскости Р, равны, потому-что 
они равно отстоятъ отъ. основашя пер- 
пендикуляра ВЕ; слВдовательно навлон- 
ныя АСи АО, равно-отетояния оть пер- 
во и _ пендикуляра АВ, также равны. Отсюда 
мы заключаемъ, что АС равнобедренный треугольникъ, въ вото- 
ромъ прямая АЕ, соединяющая его вершину А съ срединою Е 0ено- 
вания ©О, должна быть цериендикулярна къ ОС; 
Изъ этой теоремы слЪфдуетъ, что плоскость р периендику- 
лярна къ прамой СУ. в 
21. Сльдствая. Прямою ВЕ, мидвитаарвоЮ къ прямымъ 
АВ и СП, выражается кратчайшее разстоян!е между этими прямыми, 
потому-что всякая прямая А, соединяющая двЪ какая-нибудь точки 
А иГ нрамыхъь АВ и СО, больше прамой АЕ и А мененыю 
больше прямой ВЕ. 


ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ. 


— № Чрезъ точку С, данную внЪ прямой АВ, провести плоскость 
перпендикулярно къ этой прямой. 

2) Если прямой уголъ АВС обращается около прямой АВ, то пря- 
мая ВС опишеть плоскость, перпендикулярную къ прямой АБ. _ 

3) Если прямая АС составляетъ равные углы съ прямыми СВ, 
СЪ, СЕ (фиг. 236), лежащими въ одной плоскости, то эта прямая 
перпендикулярна къ плоскости. 

_ 4) Чрезь данную точку А провести прямую -такимъ образомъ, что- 
бы она пересЪкалась съ прямыми ВС и ПЕ, ие лежащими въ ыы 
плоскости, 
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15) Найти кратчайшее разстояе между данными. ты АВи 
ср, не лежащими въ одной плоскости. 

6) Если плоскость треугольника АВС перпенхактеиий къ прямой 
ЕЕ вь ея средин% (+, то каждая изъ вершинъ А, В, С равно-отстоить 
отъ точекъ Е и Е. 

1) Геометрическое м%®ето точекъ пространства , равно-отстоящихь 
отъ оконечностей прямой АВ, есть плоскость, проведенная перпен- 
дикулярно къ АВ чрезъ средину этой прямой. 

8) Изъ точки А, данной въ плоскости Р; возетавить перпендику- 
ляръ къ этой плоскости, 

9) Найти геометрическое мЪсто точекъ плоскости Р, равно от- 
стоящихъ отъ двухъ точекъ А и В. лежащихъ виЪ этой плоскости. 

10) Провести плоскость перпендикулярно къ плоскости Р та- 
кимъ образомъ, едакй она ово ный ие данную рый илос- 
кости Р. | 


^^ 


ВТОРАЯ ГЛАВА. 


Паразлельность, плоскостей, и прямыхъ даный, №” 


о. них линя, никогда невстр®чающаяея съ плоскостью, 
параллельна къ этой плоскости. 

Если двЪ плоскости никогда не ветр®чаются, то они параллельны 
межлу собою. 

Зная, что двЪ  первефкающияся прамыя (я и также хз парал- 
лельныя прямых (7) опредфляютъ, плоскость, мы заключаемь, что двЪ 
прямыя, не лежания въ одной плоскости, не могутъ встрётиться и не 
мотутъ быть параллельны между с0бою. Отеюда слфдуетъ: чтобы 
узнать, будутъ ли двф непересвкаюнияея прямыя параллельны, дол- 
к узнать, находятея-ли они въ одной плоскости. 

33. Теорема. Если двъ прямыя параллельны между собою, 
# веякая плоскость, ‘проведённая перпендикулярно къ одной 
35 НИТЬ, фоена быть перпендикулярна и кз др => парал- 
лелёной./ ‘т 
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" „Даны нараллельныя прамыя АВи СЛ (фиг. 239) и перненди- 
Фиг. 239. кулярно къ АВ проведена плоскоеть Р. 
Плоскость (), проведенная чрезъ пря- 
мыя АВи СС), пересЪкаетъ плоскость Р 
по направленю прямой ВО; тогда иря- 
мая АВ, периендикулярная къ плоскости 
Р, должна быть перпендикулярна къ ВО; 
слфдовательно прямая СО, параллельная къ АВ, также периендику- 
лярна къ прямой ВО. Въ плоскости Р проведемъ чрезъ 0) прямую 
ЕЕ перпендикулярно къ ВЛ и соединимъ прямою А точку 0 [9 
какою-нибудь точкою А прамой АВ; тогда вслдетые теоремы (20) 
прямая ЕЕ перпендикулярна къ АД и сл%довательно (12) она пер- 
пендикулярна къ плоскости (). Такъ какъ прямая СП) проведена въ 
плоскости () чрезъ точку 0, то эта прямая должна быть периендику- 
лярна къ ЕЁ, а по периендикулярности прямой СО къ прямымъ ВО 
и ЕК, прямая СО перпендикулярна къ плоскости Р, содержащей 
прямыя ВЛ и ЕЕ, 


24. Теорема. Де» прямыя, перпендикулярныя кз одной и 
той-же плоскости, параллельны между собою. 

Прямыя АВ и СО (фиг. 239) перпендикулярны къ плоскоети Р. 
Если чрезъ точку 0 пересФченя плоскости Р съ прямою СП) прове- 
сти прямую параллельно къ АВ, то эта прямая должна быть перпен- 
дикулярна къ плоскости Р (23); сл довательно проведенная прямая 
должна совмЗетиться съ прямою СО. 


25. Следствие. ДвЪ прамыя АВи СЛ (фиг. 239), параллель- 
ны къ третьей прямой СН, параллельны между собою. Въ самомъ 
дЪлЪ, плоскость Р, проведенная пернендикулярно къ прямой СН, 
_ должна быть (23) перпендикулярна къ пряжыжь АВ и СО, а по 
периендикулярности плоскости Р къ прямымъ АВ и С) (24), эти 
прямыя должны быть параллельны между собою. 


26. Теорема. Прямая С) (фи. 240), параллельная кз 


прямой АВ, лежащей в. плоскости Р, должна ‘быть ети 
кз этой плоскости. 

Плоскость @, проходящая чрезъ параллельныя прямыя АВ и 

Фиг. 240. — (1), пересвкаетъ плоскость Р по нанравленио ‘пря- 

.-— мой АВ. Такъ какъ прямая С), лежащая въ плос- 
ы.. кости (, параллельна къ прямой АВ перес®ченя 

Ити плоскостей Ри ©); то прямая СО не встрьтится съ 

плоскостью Р. | 

27. Теорема. Если чрезх прямую С) (фи. 240), парал- 
лельную кз плоскости Р, проведен плоскость (, то прямая АВ 
пересьченая плоскостей Р и Ф должна быть параллельна кз 
прямой СЪ. 

Прямыя АВ и С) не могутъ ветртиться, потому-что прямая 
СТ) параллельна къ плоскости Р, содержащей прямую АВ. Такъ какъ 
прямыя АВ и СО не пересфкаются и кром$ того находятся въ 
одной и той-же плоскости, то они параллельны между собою. 

28. СледствтЕ. Если прямая СР (фиг. 240) параллельна къ 
плоскости Р, то прямая, проведенная чрезъ точку А плоскости Р 
параллельно къ СО, должна находиться въ плоскости Р, Въ самомъ . 
ДВлЬ, плоскоеть, проходящая чрезь СПО и точку А, пересВкаетъ 
плоскость Р по направленю прямой АВ, параллельной къ С), по- 
тому-что прямая СО параллельна къ плоскости Р (27). 

29. Теорема. Параллельныя прямыя АС и ВП (фи. 240), 
заключающияся между плоскостью Р и прамою С), параллель- 
ною кз этой плоскости, равны между собою. 

По предъидущему (27) плоскость АВОС, проходящая чрезъ 
прямыя АС и ВО, пересВкаеть плоскость Р по направленю прямой 
АВ, параллельной къ СО; а вслЪдстве теоремы (63, Г) параллель- 
ныя прамыя АС и ВО, заключающияея между параллельными пря- 
ными АВ и С), должны быть равны. 

30. Следствле. Веб точки прямой СО (фиг. 240), параллель- 
ной къ плоскости Р, равно-отетоятъ отЪ этой плоскости, Въ самомъ 
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дФлЪ, если изъ точек С и Г) данной прямой опустимь периендику- 
ляры СА и ОВ на плоскость Р, то вслёдстые теоремы (24) эти 
прямыя параллельны между собою и велфдетые теоремы (28) они 
равны между собою. 

31. Теорема. Ирямыл, пересченёя двухь параллельных 
плоскостей третьею плоскостью параллельны между собою. 

Прамая АВ (фиг. 241) пересфченя плоскостей Р и АВОС, на- 

Чне. 241, ходящаяся въ плоскости Р, не можеть пере- 
офкаться съ прямою СП) переебчешя . плоско- 
стей () и АВОС, находящеюся въ плоскости 
©, потому-что’ плоскости Ри () параллельны. 
Такъ какъ прямыя АВ и СЛ не пересфкаются 

ы и находятся въ одной и той-же плоскости 
АВС, то они нараллельны между собою. 

32. Теорема. Прямая, перпендикулярная кз одной изь 
двух» параллельныть плоскостей, должна быть перпендикулярна 
ц к5 друюй плоскости. 

Плоскости Ри (© параллельны между собою, и прямая АВ (фиг. 

Фиг. 242. 242) пернендикулярна къ плоскости Р. Чрезъ 

основан А прямой АВ проведемъ въ плоско- 

- сти © какую-нибудь пряжую АФ. Плоекоеть, 
проходящая чрезъ АВ и АП, пересвкаетъ 
плоскость Р по направленю прямой ВС, па- 

раллельной къ АТ (30). По пернендикуляр- 

ности прямой АВ къ ‘плоскости Р, эта прямая 

должна быть перпендикуларна къ праной ВС, 

а по параллельноети прямых АБ и ВС, прямая АВ также перпен- 
‘дикулярна къ АП. Точно также доказывается, что прямая АВ пер- 
‘пендикулярна еще къ какой-нибудь прямой, проведенной въ илоско- 
сти © чрезъ А; сл довательно плоскость. () иериендикулярна къ АВ. 

33. Следствте. Плоскоети Р и'©’(фиг. 242), перпендикуляр- 
ныя къ прямой АЗ, параллельны между собою. Въ самомъ дл, еели 
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плоскости Ри () инфли бы хоть одну только общую точку М, то 
представилась бы возможность провести чрезъ одну и ту-же точку 
дв плоскости перпендикулярно къ прямой (14). 

34. Сяъдствте. Геометрическое мВето прямыхъ, проведенныхь 
чрезъ одну и ту-же точку А (фиг. 242) параллельно къ плоскости 
Р, есть плоскость, параллельная къ плоскости Р. Чрезъ А проведемь 
какую-нибудь прямую АЛ и изъ этой-же точки опустимъ перпенди- 
куляръ АВ на плоскость Р. Плоскость, проходящая чрезь прямыя 
АВиАЮ, пересфкаетъ плоскость Р по направленю прямой ВС, па- 
раллельной АР (27); слфдовательно параляельныя прямыя АТ) и ВС 
перпендикуларны къ прямой АВ. Отсюда мы завлючаемь, что веЪ 
прямыя, проведенныя чрезъ точку А, параллельно къ плоскости Р, 
перпендикулярны къ прямой АВ. На оборотъ: всякая прямал А, 
перпендикулярная къ АВ, параллельна къ плоскости Р. Въ самомъ 
ДЪаЪ, плоскость, проходящая чрезъ прямыя АВ и АО, пересфкаетъ 
плоскость Р по направленю прямой ВС, перпендикулярной къ АТ; 
слЪдовательно прямая АГ параллельна къ ВС и потому она парал- 
лельна къ плоскости Р. Отсюда мы заключаемъ, что всЪ прямыя, про- 
веденныя чрезъ А параллельно къ плоскости Р, находятся въ плоско- 
сти, перпендикулярной къ АВ. 

35. Сльдствле. ДвВ плоскости Ри (, параллельныя въ третьей 
плоскости М, параллельны между с0бою. Въ самомъ дЪлЬ, пря- 
мая АВ, перпендикулярная къ плоскости М, должна быть перпенди- 
кулярна также къ плоскостямъ Ри 4) (32), а если прямая АВ пер- 
пендикулярна къ плоскостямъ Ри (), то они параллельны между 
собою. 


Фиг. 243. 


36. Теорема. Параллельныя прямыя 
АСи ВУ (фи. 245), заключающияся между 
параллельными плоскостями Р и (, равны. 

Плоскость, проходящая чрезъ прямыя АС 
и ВО, пересВкаетъ плоскости Ри @ шо на- 
правленю прамыхъ ДВ и С), а -- дол- 
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жны быть параллельны (31). Отеюда’елфдуетъ, что четыреугольникЪ, 
АВОС параллелограмь: и АО = ВО; 

31. Слъдетвле. Разетояшя между параллельными плоскостями 
Риф равны, потому-что периендикуляры АС и ВО (фиг. 243), 
опущенные на плоскость () изъ какихъ-нибуль точекъ А и В нлос- 
кости Р; параллельны (24) и слфдовательно равны (36). 

38. Теорема. До» прямыя разськаются тремя параллель- 
ными плоскостями на части пропоршональныя. 

Параллельныя плоскости №, Р, © (фиг. 244) раздфляють дан- 

Фиг. 244. ныя прамыя АВ и СР на части АЕ, ЕВи 
СР, ЕО. Чрезь точку А проведемъ прямую 
АН параллельно къ СЪ), и чрезъ прямыя АВ 
и АН плоскость АВН, перееФкающуюся съ 
плоскостями Ри © но направленю прямыхъ 
ЕС и ВН, паралалельныхъ между собою (31). 

-_  Ведфдетые теоремы (36, П) изъ треуголь- 
ника АВН йолучимъ Е с ; Но по предъ- 
идущему (36) Аб —= СРибН = ЕЮ, слБдо- 


АЕ СЕ 
вательно ъв = р. 
39. Теорема. Если стороны двутз узлов соотвутетвенно 
параллельны, то 1) уллы равны или они взаимно дополняются 
90 двух прямыхе у1л0вз, и 2) плоскости улловь параллельны. 
Фиг. 245. 1) Углы АВС и БЕЕ (фиг. 245), 
° стороны которыхъ соотв тетвенно парал- 
лельны и ихфютъ одинаковое направае- 
5 Ме; равны. — > ай 
Слфлавь В@ = — ЕКиВН — ЕГ, про- 
ведемъ прямыя ВЕ, ЧК, НГ, @НиКЬ. 
Четыреугольникъ ВЕКС, въ которомъ 
противолежалия стороны В6р и ЕК равны 
ул и параллельны, есть параллелограмъ; ел5- 
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довательно прямыя ВЕ и СК также равны и параллельны. Подоб- 
нымъ образомъ доказывается, что четыреугольникъ ВЕБН есть па- 
раллелограмъ; слфдовательно нрямыя ВЕ и НГ равны и парал- 
лельны. По равенству и параллельности прямыхъ ВЕ и К, 
и прамыхь ВЕ и НЫ, мы узнаемь, что прямыя НЬ и @К 
равны и параллельны, и НКТ, параллелограмь; слдовательно пря- 
мыя Ни ГК также равны и параллельны. Чаконець треугольники 
Ван и ЕКГ равны (Т, 40) и сл6довательно Х @ВН = Д КЕГ. 
Углы МВХ и РЕЕ, стороны которыхъ соотвфтетвенно парал- 
лельны, но имфютъ неодинаковое направлеше (Т, 66), равны. 


Углы АВМ и РЕЕ, у которыхъ параллельныя стороны ВАи Е) 
иуфютъ одинакое направлене , а параллельныя стороны ВМ и ЕЕ 
имбють неодинаковое направлеше, взаимно-донолняются до двухъ 
прямыхъ угловъ. 


2) Прямыя АВ и ВС соотвфтственно параллельны къ прямымъ 
РЕи ЕК; сл6довательно прямыя АВ и ВС параллельны къ плоско- 
сти ОЕЕ (26) и также плоскость АВС параллельна къ плоскости 
РЕЕ (34). 

Примпчане. Утломъ двухъ прямыхъ, не лежащихь въ одной 
плоскости, называется уголъ, составляемый прямыми, проведенными 
чрезъ одну и ту-же точку въ пространствв параллельно къ даннымь 
прамыхъ. = 


ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ. 


11) Чрезъ прямую АВ провести плоскость параллельно къ данной 
прямой С. 

12) Чрезъ точку А, данную внЪ плоскости Р, провести прямую 
параллельно къ этой плоскости, 

13) Чрезь точку А, лежащую вн плоскости Р, провести плоскость 
параллельно. къ плоскости Р. 

14) Прямая. АВ и плоскость Р, перпендикулярныя къ одной и той 


же прямой СР, ‚ параллельны между собою. ` 
1* 


за ба 


15) Чрезъ данную точку А провести плоскость параллельно къ 
даннымъ прямымъ ВС и ПЕ, не лежащимъ въ одной плоскости. 

16) Прямая АВ перес$чешя двухъ плоскостей Ри (©), проведенныхъ 
чрезь параллельныя прямыя СО и ЕЁ: плоскость Р чрезъ СО и плос- 
кость © чрезъ ЕЁ, параллельна къ этимъ прямымъ. 

17) Прямая АВ пересЪчен1я двухъ плоскостей, проведенныхъ па- 
раллельно къ прямой СО, должна быть параллельна къ СР. 

18) Къ данной прямой АВ провести параллельную такимъ обра- 
зомъ, чтобы она перес$кала двБ прямыя СО и ЕЁ, не лежания въ 
одной плоскости. 

19) Найти геометрическое мфето точекъ пространства, которыхъ 
разстояня отъ двухъ параллельныхъ плоскостей Р и © были бы про- 
порцюнальны орямымъ 2 и я. 

20) Найти геометрическое мЪсто точекъ пространства, для кото- 
рыхъ разность квадратовъ разстоянй отъ двухъ данныхъ точевъ рав- 
нялась бы одной и той же величин%. 


ции Г. 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 


О двугранномъ угл$. Прямой двугранный уголъ. Плоск!й уголъ, соотв тетвую- 
щий двугранному углу. Отношене двугравныхъ угловъ равно отвошению соот- 
вътствующихъ имъ плоекихъ угловъ. Перпендикулярныя плоскости. Проекщя 
прямой лини на плоскости: 
40. ДвЪ плоскости Ри 0; проходящия чрезъ прямую ВС (фиг. 
Фиг. 246. 246) и ограниченныя этою прямою, образуютъ 
двуранный уюлз. Плоскости Ри © назы- 
ая ваютея зранями двуграннаго угла, а прамая 
Х 2ба& ВС называетсл его ребром. Двугранный уголъ 
в ’  означается четырьмя буквами такимь обра- 
зомъ, чтобы двЪ буквы стояли у ребра, а по одной буквЪ на каждой 
грани. Двугранный уголъ, изображенный въ фиг. 246, означенъ 
чрезь АВСО или чрезь РВСА. Буквы, которыми означенъ двугран- 
ный уголъ, произносятся въ такомъ пораядкВ, чтобы поставленный у 
ребра, пришлись между буквами, стоящими на граняхъ. 


= = 


* 


Предетавимь себ плоскости Ри © совмфщенными, и потоиъ 
предположимъ, что плоскость Р обращается около прямой ВС, & 
плоскость () остаетея неподвижною. Величиною обращеня плоскости 
Р, или на сколько эта плоскость при ея обращеши удалилась отъ 
плоскоети (), выражается величина двуграннаго угла, составляемато 
плоскостями Ри ©, т. е. величина двуграннаго угла тфуъ больше, 
чфмъ больше плоскость Р’ удалилась отъ плоскости (), и на оборотъ: 
тфиъ меньше, чфмъ меньше обращеше плоскости Р; наконець этотъ 
уготь равенъ нулю при совмфщенти плоекостей Ри 0. Отеюда ся$- 
дуетъ, что величина двуграннаго угла не зависить отъ величины 
плоскостей Ри 4. 

41. Двугранные углы МАВХ и МАВР (фиг. 247), изъющие 

Фиг. 247. общую грань МАВ, общее ребро АВ и грани 
МАВ и РАВ, составляющия одну плоскость 
МР, называются смежными двугранными 
углами. 
Двугранные углы МАВХ и РВАОЦ, у кото- 
рыхъ общее ребро и грани одного изъ нихъ суть продолжения граней 
другаго, называются противоположными двугранными углами. 


Если ребро и грани одного двуграннаго угла совуфщаются съ 
ребромъ и гравами другаго двуграннаго угла, то эти двугранные углы 
равны. 

Дв% перееБкающияся плоскости взаимно-перпендикулярны, если 
смежные углы, составляемые этими плоскостями, равны. Двугранный 
уголъ, который равенъ своему смежному двугранному углу, называется 
прямымз двуграннымъ угломъ. 

42. Теорема. Если чрезь двъ кактя-нибудь точки Ви Е 
ребра АВ (физ. 248) двураннаю дла САВЬ провести ялоско- 
сти Е@Н и ВКЦ перпендикулярно кг ребру АВ, то умы ВЕН 
и КВИ, образуемые прямыми перестчемя этить плоскостей с$ 
зранями АВС и АВУ, должны быть равны. 


= 20 


Плоскости Р@Н и ВКТ, периендикулярныя къ одной и той-же 
Фиг. 248. 


ря 


прямой АВ, параллельны между собою (33), и велфд- 
стые теоремы (31) прахыя Рф и ВК пересЪченя 
этихъ плоскостей съ гранью АВС должны быть ца- 
раллельны; по той-же причин прямыя ЕН-и В 
параллельны; слфдовательно по предъидущему (89) 
углы СЕН и КВ], равны. 

Уголь СЕН, стороны котораго перпендикулярны 
кЪ ребру АВ, называетса плоским уьюмь 9вузран- 


назо ума САВЪ. очка 
43. Теорема. Два двуфанные зила, коить. плоские умы 
равны, также должны быть равны. 


Наложимъ (фиг. 249) уголь се на уголь СПЕ такимъ обра- 
Фиг. 249. 


зомъ, чтобы стороны с@ и С), и также стороны 4е 


и ОЕ совуфетились; тогда ребро АВ, перпендику- 
„ лярное къ плоскости СОЕ (12), совиадеть съ реб- 


ромъ аб, перпендикулярнымь къ плоекоети с@е. По 
совифщеню прямыхъ аб и АВ, и прамыхъ с и С), 
слоекость абс совмфетится съ плоскостью АВС; точно 
такъ по совифщеню прямыхъ ар и АВ, и праинхуъ 
4е и Е, плоскость абе совпадетъ съ плоскоетью 
АВЕ; слфдовательно (41) двугранные углы сафе и 
САВЕ равны. 

44. Сльдствте. Даны дв взаимно-перпендику- 
лярныя плоскости Ри ММ (фиг. 250), пересфкаю- 


фиг. 250. щуяся по паправленрю прямой ЕВ. Чрез 


какую-нибудь точку В прямой ЕВ про- 

_^ ведемь въ плоскостяхь Ри МХ прамыя 
АВирС пернендикулярно къ ЕВ. Тогда 
по перпендикулярноети прямыхъь АВ и 
ТС, смежные плосше углы АВби АВР, 
соотв тетвующе двуграннымь утглажъ 


=- Уже 


АЕВХ иАЕВМ, прямые; слЪдовательно эти. итраие углы также 
рямые. 

45. Теорема. Доугранные узлы относятея между собою 
точно такз, какь относятся соотвътствующие имз плосще 
зрлы. 

1) Предположимь, что плосве углы СВУ и сфа (фиг. 251), с0- 

Фиг. 1. — отв тетвуюнщие давнымъ двугран- 
нымъ угламь САВО и саба, соиз- 
мфримы, и что ихъ общая мфра 


* сфе содержитея 5 разъ въ угл 
СВР и 3 раза въ угл с64; т. е. 
Д СВО = 5 в, 684. = 
3 Д феи 

в 1 сво 506 сво 


с54` — 305 ИИ сд == 3. 
Проведемъ плоскости чрезъ ребро аб и каждую пзъ прамыхъ, 
'раздфляющихь уголь с64 на 3 равныя части; этими плоскостями 
`раздфлитея двугранный уголъ сафЯ на три равные двугранные угла 
сафе (43); сльдовательно /. саба = 8 /. сафе. Потомъ проведемъ 
плоскости чрезъ ребро АВ и каждую изъ прамыхъ, раздфляющихь 
уголь СВР на 5 равныхъ частей; этими плоскостями раздфлится 
двугранный уголь САВУ на 5 равныхъ двугранныхъ сабе (43); елф- 
довательно Д САВО =5 Д сафе. Для данныхъ двугранныхъ со- 


ставится отношене 
к 
Такъ какъ отношеше между данныхи двугранными углами равно 
отношению между соотвфтетвующими имъ плоскими углами, то по 
‘предъидущему (И, 7) составится пропорщя - 
САВО свр 
саа т ефа** >= (1). 
2) Предположимъ, что плоеке углы СВТ и с6А, соотвётетвую- 
щ!е даннымь двуграннымь угламъ, несоизивримы, и докажемъ, что 


= = 


выше-выведенная пропорщя также справедлива для этого случая. Для 
этого наложимь двугранный уголь саБ4 на двугранный уголь САВЬ 
такимъ обрадомъ, чтобы ребро аб совпало съ ребромъ АВ и илос- 
кость абс совмфстилась съ плоскостью АВС; тогда плоскость аб4 
приметь положене АВЕ (фиг. 252) и образовавшийся двугранный 
Фиг. 252. уголъ САВЕ равенъ данному двугранному углу 

саба. Потомъ раздЪлимъ уголь СВО на про- 
извольное число равныхъ частей; при этомъ 
дЪленти ни одна изъ прямыхъ дфлешя не мо- 
жетъ совпасть съ прямою ВЕ, нотому-что въ 
противномъ случа углы СВО иСВЕ были бы 
з те соизмфримы. Чрезъ ребро АВ и каждую изъ 

ъ прамыхъ дълешя ВЕ и В@, ближайшихь къ 

прямой ВЕ, проведемъ плоскости АВЕ и АВС; получимь два дву- 
гранныхъ угла 


САВЕ < САВЕ и САВЕ > САВЕ, 


и отношеня 
САВО САВО = САВО САВО 
-САвЕ < `САВЕ И `САВЕ ^^ `бАва **** (1). 
Такъ какъ углы СВУ и СВЕ соизмфримы и также углы СВО и 
СВ@ соизябримы, то по предъидущему получимъ пропорция 
САВР _ СВО САВО сво 


`САВЕ = СВЕ И слва — `СВб * 


. САВО = САВО 
Въ неравенств (1) замвнимъ отношеня сдвро И сана  РаВ- 


‚о. 60 
ными имъ отношешями св И-сва ; Получимъ 


САВО сво ‚САВЬ <.СВЬ „. 
-слвЕ < -свР И -САВЕ > СВО ИИ 
сво САВО [9:3 
СВЕ > САВЕ > СВЕ (2). 


Такъ какъ Х СВЕ < Д СВЕи Д. СВВ< д СВВ, то в- 
ставатся отношеня. 


— = 


сво сво сво сво 
—свЕ < вр  И-свЕ` ^^ све И 
сво сво сво 


св > -свЕ > -бва -*-- @). 

сАвр = СВР 

`САВЕ Й "СВЕ 
СВО СВО 

находятся между тЪии-же самыми дробями —сър И-свос › Ко- 


торыя могуть быть сближены, какъ угодно. Въ самомъ дфлЪ, раздЪ- 
ливъ уголь СВО на бдльшее число равныхъ частей, нежели онъ быль 
раздфленъ прежде, мы увеличимъь уголь СВЕ и уменышимъ уголъ 


. ‚ ‚ евр ‹ 
СВ@; велБдетые чего отношеше све Уменьышится и отношене 


Изъ неравенствъ (2 и 3) видно, что отношения 


ыы увеличится. Раздфлешемь угла СВО на произвольно боль- 


СВО сво 
шое число равныхъ частей, дроби —свр- Ии- све Могутъбытьебли- 


жены такимъ образомъ, что ихъ разность сдфлаетея меньше всякой 
произвольно малой величины. Но какъ мала ни была разность этихъ 


бей ме .  САВО 
дробей, всегда должны находиться между ними отношеня САВЕ и 


= а извфетно (ИП, 17): если между двумя величинами, кото- 
рыхъ разность меньше всякой малой величины, заключаются двз 
друмя величины, то посл дня должны быть равны между собою; сл8- 
довательно 


САВР _ СВО слвр _ сво 
бАВЕ — БЕ 1 с = сы - 


46. Слъдетвте. Принявъ за единицу двугранныхь угловъ та- 
кой двугранный уголъ, которому соотв тствуетъ плосый уголъ, при- 
нятый за единицу илоскихъ угловъ, мы узнаемъ велёдетвые теоремы 
(45), что осяк двуфанный ушлз измтряется соотвютствую- 
щим» ему плоским» уфломь. Такъ напримфръ, если (фиг. те 
плоекй уголь сб равенъ 1% и илоскЙ уголь СВО равенъ 37. 
двугранный уголь САВГ содержить также 21°. 


47. Теорема. Сумма двухз смежныхь двуфанныхе улов 


еИй: 


‚равна двумь прямым» двуфранныме умамь, и противоположные 
двуранные лы равны. 

Чрезъ какую-нибудь точку @ (фиг. 253) прамой АВ пересфче- 

Фиг. 253. н1я плоскостей СО и ЕЁ проведемгь къ 

этой прамой пернендикулярь НК въ 
плоскоети Си пернендикуларъ ГМ въ 
плоскости ЕЕ. Сумма смежных плоскихъ 
угловъ ЦОН и Ы@К, соотв тетвующихь 
смежных двуграннымь угламь САВЕ и 
РАВЕ, равна двумъ прамымъ угламъ; слФдовательно сумма этихъ 
двугранныхъ угловъ равна двумъ прамымъ двуграннымъ угламъ (46). 

Плоеше углы ГОК и НОМ, соотв тствуюние двугразнымъ угламъ 
ПРАВЕ и САВЕ, равны; слЪдоватезьно эти дву тив углы также 
равны (43). 

48. Ольдствле. 1) Если два двугранные угла равны, то и ихъ 
<межные двугранные углы равны. 2) Сумма двугранныхъ угловъ, рас- 
положенныхт, по одну сторону плоскости, равна двумъ прямымь дву- 
граннымъ угламъ. 5) Сумма двугранныхъ угловъ, расположенныхь 
оБоло общаго ребра, равна четыремьъ прамымъ двуграннымь угламъ, 

49. Теорема. Если прямая перпендикулярна кз плоскости, 
это всякая плоскость, проходящая чрезь эту прямую, перпенди- 
кулярна кз данной плоскости. 

Прямая ЕЕ (фиг. 254) перпендикулярна къ данной плоскости 


фиг. 254. АВ. Чрезъ точку Е пересбченя прямой 
ы ЕЕ съ плоскостью АВ проведем въ 

этой плоскости прямую Е периендику- 

ри _лярно къ ЕР. По перпендикулярности 


этихъ прямыхъ плосый уголъ ЕГО пра- 

мой; слЪдовательно (44) двугранный 

уголъ т которому соотвЪтетвуетъ плосый ЕЕ@, также прамой, 
и плоскость СОЕ перпендикулярна къ плоскости АВ. = 

50. Слэдствие. Прямая, проведенная чрезъ точку прямой пе- 


— = 


реефчешя двухъ перпендикулярныхь плоскостей перпендикулярно къ 
одной изъ нихъ, должна находиться въ другой плоскости. Въ самомъ 
ДЪлЬ, прямая, проведенная чрезъ точку Е (фиг. 254) прямой 00 
перпендикулярно къ плоскости АВ, должна совмфетиться съ прямою 
ЕЕ, проведенною въ плоскости СПЕ чрезъ ту-же точку Е перпенди- 
кулярно къ С), потому-что прямая ГЕ также пернендикулярна къ 
плоскости АВ. о 

51, Теорема. Если дв плоскости взаимно-перпендику- 
Иярны, то прямая, проведенная вё одной из» нихь перпендику- 
лярно к5 прямой ить пересъченя, должна быть перпендикулярна 
кз друюй плоскости. 

Въ плоскости СОЕ (фиг. 254) проведена прямая РЕ перпецдя- 
кулярно къ прямой СР пересфченя данных перпендикулярныхь изос- 
костей АВ и СРЕ. Чрезъ точку ЕЁ пересвчешя прямой ЕЁ съ плос- 
костью АВ проведемь въ этой плоскости прямую Р@ перпендику- 
лярно къ СП. По перпендикулярноети плоскостей СОЕ и АВ, дву- 
транный уголь ВСОЕ прямой, а потому соотвЪтетвующий ему плосый 
уголь ЕК@ также прямой, и прямая ЕК перпендикулярна къ Еб. 
Такъ какъ прямая ЕЁ перпендикулярна къ двумь прямымь СТ и Е@,, 
лежащимь въ плоскости АВ, то она перпендикулярна къ этой илос- 
кости, 

52. Теорема. Прямая пересьченя двух плоскостей, пер- 
пендикулярныхь кь третьей плоскости, должна быть перпенди- 
вулярна къ этой плоскости. 

Перпендикуляръ, возставленный къ плоскости Р (фиг. 255) изъ 

Фиг. 755. точки В пересфчешя данных плоскостей ЕН 
я СС, Р, долженъ находиться въ плоскоети (+ 
(50); этоть перпендикулярь долженъ нахо- 
диться также въ плоскости ЕН; сл ловательно 
онъ находится на прямой пересЪченя плоско- 
стей 06+ и ЕН, т. в, онъ совмщается съ пря- 
мою АВ, 


= № = 


53. Теорема. Если три прямыя взаимно-перпендикулярны, 
70 плоскости, проведенныя чрез деъ изь этить прямыть, вза- 
имно-перпендикулярны. 

Прамая АВ (фиг. 255) перпендикулярна къ СП и ЕЁ, и пря- 
ныя СП и ЕЁ взанмно-пернендикулярны. Прамая АВ, перпендику- 
ллрная въ прямым СП) и ЕЕ, пернендикулярна къ плоскости Р, про- 
ходащей чрезъ эти нрямыя; слФдовательно (49) плоскости Си ЕН, 
содержания прямую АВ, перпендикулярны къ плоскости Р. По пер- 
пендикулярности прямой СО къ прямымь ЕЁ и АВ, прямая С пер- 
пендикулярна къ плоскости ЕН; сл6довательно плоскости Ри 66 
перпендикулярны къ плоскости ЕН. 

54. Проекщёею точки на плоскости называется основаше пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ точки на плоскость. 

Проекшею какой-нибудь лини на плоскости называется г6о- 
метрическое мБето проекцй точекъ этой лини на плоскоети. 

55. Теорема. Проекция прямой лини нал плоскости есть 
прямая линя. 

Изъ какой-нибудь точки А (фиг. 256) данной прямой АВ 0иу- 

Фиг. 256. — стимь периендикуляръ Аа на плоекость Р. Плос- 

р кость; проходящая чрезъ прямыя АВ и Аа, пер- 
ит пендикулярна къ плоскости Ри пересЪкаеть эту 
плоскость по направленю прямой ат. Перпендику- 
ляръ В», опущенный изъ какой-нибудь точки В пря= 
мой А В на плоскость Р, долженъ находиться (50) въ плоскости АВа; 
слфдовательно его основаше $ упадеть на прямую ат пересьченя 
плоскостей АВа и Р, и ка. а есть проекщя ' щзнй АВ на 
плоскости Р. $49 

Примъчане. М >. Аа и ВБ называются ироекти- 
рующими прямыми, плоскость Р есть плоскость проекщй, плос- 
кость А Вра называется зроектирующею плоскостью. 

56. Теорема. Если прямая имъёть наклонное положеше 
относителию плоскости, то полз, составляемый этою прямою 


сз ея проекщею на плоскости, меньше всъфё улловь, составляе- 
мыхь ею-же сё прямыми, проведенными чрезз ея основане в5 
этой-же плоскости. 


Изъ какой-нибудь точки А (фиг. 257) данной прямой АВ опу- 
Фиг. 251. 


д "ТИМЪ перпендикулярь АС на плоскость Р. 
Прямая ВС, соединяющая основанмя В-и С 
прямыхъ АВ и АС, есть проекщя прямой АВ 
на плоскости Р. Требуется доказать, что уголъ 
АВС меньше угла АВУ, составляемый данною 

@ прямою АВ и прямою ВО, проведенною въ. 
плоскости Р чрезъ основаше В прямой АВ. 

Сдълавъ ВО = ВС и проведя прямую АУ, 
мы узнаемъ, что прямая АО, какъ наклонная къ плоскости Р, боль- 
ше перпендикуляра АС (16). Въ треугольникахь АВС и АВ сто- 
рона АВ общая, ВС = ВО, но АС < АТ; слБдовательно уголь АВС, 
противолежащий меньшей сторонф АС, меньше угла АВУ, противоле- 
жащаго большей сторон® АГ (Т, 39). 

57. Слъдствае. Уголъ, составляемый наклонною АВ съ прямою, 
проведенною въ плоскости Р чрезъь основаше В, тёмъ больше, чфмъ 
больше уголъ, составляемый этою проведенною прямою съ проекщею 
данной наклонной. Въ самомъ дЪлЪ, описавъ изъ В (фиг. 257)-ра- 
лусомъ ВС окружность и проведя рамусъ ВЕ, получимъь Д. СВЕ 
> СВР и хорда СЕ больше хорды СО; слЪдовательно (16, 3) 
наклонная АЕ больше наклонной АР. Въ треугольникахь АВЕ и 
АВ сторона АВ общая, ВЕ = ВУ, но АЕ > АГ; слВдовательно 
уголь АВЕ, противолежаний большей сторон АЕ, больше угла АВУ, 
противолежащаго меньшей сторонф АУ. 

Умломз наклоненя прямой, проведенной наклонно къ плоеко- 
сти, называется уголъ, составляемый прямою съея проекщею на этой 
плоскости. мым 

58. Следотвте. Если двЪ прямыя ВЛ и ВЕ (фиг. 257), иро- 
веденныя въ плоскости Р, составляютъ равные углы СВО и СВЕ съ 


= = 


проекшею ВС наклонной АВ; то эти прямыя образують также рав- 
ИЫе углы АВГ и АВЕ съ данною навлонною. Въ самомъ дЪаЪ, про- 
ведя прямую СЕ, получииъ равные треугольники ВСЕ и ВС, по- 
тому-что сторона ВС общая, ВЕ =ВШБи Д СВЕ= /_ СВЭ; са5- 
довательно СК = СО. Проведя прямую АЕ, получимь равные тре- 
уголъники АВЕ и АВР, потому-что сторона АВ общая, ВЕ = ВО 
й АЕ АВ (16, 2); слфдовательно0 / АВЁ= Д АВО. 

59. Теорема. Прямая, проведенная в5 плоскости перпен- 
дикулярно кз проекцёи данной прямой, ки. также 
кз самой прямон. 

Пряхыя ВП) и ВЕ (фиг. 258) составляють равные углы съ про- 

Фет. 258. — окщею ВС прямой АЗ, а потому (53) углы АВО и 

АВЕ, составляемые этихи-же прамыхи съ прямою 
АВ, также равны. Такъ какъ эти равные углы суть 
ИУ смежные, то каждый изъ нихъ прамой и слфдова- 
|: ‘тельно прамая ОЕ перпевдикулярна къ АВ. ^ 

60. Теорема. Если деъ наклонныя составляют» равные 
илы съ прямою, лежащею в5 плоскости, то эти наклонныя со- 
спавляютз равные узлы наклоненая съ тою-же плоскостью. 

Прямыя АВ и АС (фиг. 259) составляють съ прямою ВС рав- 

Фит. 259. — ные углы АВС и АСВ. Изъ А опустимъ перпенди- 

куляръ АЕ на плоекоеть Ри проведемъ прямыя ВЕ 

и СЕ; эти прямыя суть проекщи прамыхь АВиАС 

на плоскости Р. Въ треугольник АВС стороны Аб 

и АВ равны по равенству угловъ АВС и АСВ. 

Треугольники АВЕ и АСЕ равны, потому-что ©т0=^ 
рона АЕ общая, АВ = АС и ВЕ = ВС (16, 2); слБдовательно 
Д. АВЕ = Д АСЕ. 


ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ, 


%1) Чрезъ точку М, лежащую внЪ даннаго двуграннаго угла 
АВСР, провести плоскость перпендикулярно къ гранямъ АВСв ОВС 


— > 


22) Найти прямую, которой разстояще отъ граней двуграннаго 
угла АВСО должно равняться данной прямой ЕЁ. 

23) Ви плоскости Р даны три точки А, В, С, не лежалия на 
одной прямой. ОпредФлить на этой плоскости точку, рава 
отъ данныхъ точекъ. _ 

24) Если параллельныя прямыя АВ, СР, ЕЁ разечены плос- 
костьюР, то углы, составляемые пми съ этою плоскостью, должны быть 
равны. 

25) Если параллельныя плоскости М, Р, ( разсефчены прямою АВ, 
то углы, составляемые ею съ данными плосвостлми, равны. 

26) Данъ четыреугольникъ АВСО, въ которомъ противолежания 
стороны АВ и ОС, также стороны ВС и АТ, пе находятся въ одной 
плоскости. Требуется доказать, что плоскость, проведенная парал- 
лельно къ прямымъ АБ и ВС, раздЪлить стороны АВ и ОС на про- 
порцюнальныя части, 

27) На данной прямой МУ найти тавую точку, чтобы разность 
квадратовъ ея разстоянйй отъ точекъ А и В, лежащихь внЪ прямой. 
ММ, равнялась данному квадрату. 

28) Если дв плоскости Ми Р параллельны, и плоскость М пер- 
пендикулярна къ плоскости ©, то также плоскость Р пы 
къ плоскости (. у 

29) Прямыя, выходяния изъ одной точки О, разсЪкаются парал- 
лельными плоскостями на пропорщональныя части. 

30) Къ двумъ прямымъ АВ и СО, не лежащимъ въ одной илоско- 
сти, провести периендикулярную прямую. 

31) Въ пространств даны три прямыя АВ, СО, ЕР. Требуется 
провести четвертую прямую такимъ образомъ, чтобы она пересЪкалась 
съ прямыми АВ и СО, и была параллельна къ ЕЁ. 

› 32) Чрезъ точку М требуется провести плоскость такимъ обра- 
зомъ, чтобы она составляла равные углы съ данными прямыми АВ, 
СО, ЕЕ. 


мили 


У ав 


=, ФВ вы 


ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА. 


Многотранные углы. Всяк! плоскЙ уголъ многограннаго угла меньше суммы 

веъхъ остальныхъ. Въ многогранномъ углЪ съ исходящими углами, сумма 

всЪъхъ плоскихъ угловъ меньше четырехъ прямыхъ угловъ, Равенство трегран- 
выхъ угловъ. 


61. Плоскости ЗАВ, ЗВС, СП ит. д. (фиг. 260), переев- 
Фиг. 260. 


калсь по направлен прямыхъ ЗА, ЗВ, ЭС ит. д., 
сходящихея въ одной точь 9, составляютъ мною- 
зранный уюл». Плоскости ЗАВ, ЗВС, $С) ит. д. 
суть зрани многограннаго угла, прамыя ВА, ЗВ, $0 
ит. д. называются его ребрами, точка 8 ихъ пере- 
сЪченя называется его вершиною и углы АЗВ, 
350, 081) ит. д. суть ялоске узлы многограннаго угла. Для озна- 
ченя многограннато угла ставится буква у его вершины и по одной 
буквЪ на каждомъ ребрф; слЪдовательно въ (фиг. 260) начерчень 
многогранный уголь ЗАВСОЕ. 

Тремя плоскостями, переефкающимися въ одной точь, образуется 
трегранный уголъ. Всяый трегранный уголь БАВС (фиг. 261) со- 
Фиг. 261. — держить шесть элементовъ: три илосые угла АЗВ, 

А5С, В5С и три двугранные угла ВАЗС, ВСЗА, 
АВС. 
Еели отъ разефченя граней многограннаго угла 
образуется многоугольникь АВСОЕ (фиг. 260) съ 
исходящими углами, то этоть многогранный уголь называется выму- 
клыме. Если-же образовавиийся многоуголь- 
никъ АВСРЕЕЕ (фиг. 262) содержить вхо- 
дяний уголъ, то многогранный уголъ называется 
вонутыма. 
Два многогранные угла съ одинакимъ чис- 
ломъ граней равны, если ребра одного изъ нихъ 
возможно совиЪстить съ ребрами другаго. 


в 


Фиг. 262. 


ых 
62. Теорема. Бслкш плоскй уюла Знодаравноно узла 
меныие суммы остальныхь плоскихь у41065. 
1) Данъ трегранный уголъ ЗАВС (фиг. 263), въ которожъ плос- 
Фиг. 263. БШ уголь АЗВ больше угловъ АЗ0 и В$С. _Тре- 
х буетсл доказать, что Х АЗВ > Д А$0- Д 638. 
Въ грани АЗВ постровмъ Д. АБУ, равный /. АЗС, 
и отложинь ЗО ==50, Чрезь точки Си Г прове- 
денъ плоскость, пересфкающуюся съ ребрами ЗА и 
ЗВ въ точкахъ А и В, и проведемь прямыя АС, 
ВС, АВ. Треугольники АСЗ и АОЗ равны, потому-что сторона АЗ 
общая, С5 = 0$ по отложеню и / АЗС = / АЗЛ; елёдовательно 
АС =: АО. Такъ Ар-+- ОВ <АС-СВ и АО — АС, то. получитея 
ТВ < СВ. Въ треугольникахь ВОЗ и ВС$ м З общая, 
0$ = 03, ю ОВ < СВ; слёдовательно / ВЗ) = Д ВЗС. Прило- 
живъ эти неравные углы къ равнымъ угламь АЗО и АЗС, получимъ 
АЗО- ВЗ) < АЗС-{ ВЗС или АЗВ < А$С- В5С. 
2) Чтобы доказать эту теорему для какого-нибудь многограннаго 
Фиг. 264. —  урла ЗАВСПЕ (фиг. 264), разсвчемъ этотъ уголь 
, на трегранные углы илоекостяин ЗАС, ЗА, иро- 
ходящиии чрезъ ребро ЗА и противоположныя ему 
А р ребра ЗС, 5). Тогда по предъидущему мы имфемъ 
` УИ взр < АВЕ +- АЗ, 480 < 636 -- 480, 
486 а ВЗОР АЗВ. Сложивъ эти неравенства по-членно, получимъ 
ЕО А5- 436 < АЗЕ-+ А$0+ 030-436 В$6- АЗВ 
или Е) < АЗЕ-- 650+ В$0-{ АЗВ. 
63. Теорема. Сумма плоских удловз какою-нибудь мною- 
гзраннало дла меньше чет ыреф5 прямы:т 14065. 
Разефчемъ многогранный уголь ЗАВСОЕ (фиг. 264) какою-ни- 
будь плоскостью АВСПЕ; тогда по предъидущему (62, 1) получится 
ЗАЕ-+ ЗАВ ВАЕ, ЗВА- 886 > АВС; 56В -{ 60 > Вбр 
и т. д, Сложивъ эти неравенства по-членно, получимъ 
ЗАЕ-ЗАВ-ЕЗВА-НЫВС-УСВ-....>ВАЕЧАВС-+ВСО-....; 
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но такъ какъ (Т, 104) ВАЕ-+-АВС--ВСО-|... = 180% (и — 2), то 
ЗАЕ-+ЗАВ-ЕЗВА + 8ВС-- 5СВ-... >> 180°.„—360°.... (0. 

Извфетно (1, 68,4) также, что ЗАЕ -{ ЗКА == 130% — АЗЕ, 
ЗАВ--ЗВА = 180°-- АБВ, 5ВС-{ 5СВ = 180°— ВЗб ит. д.; 
откуда | 
ЗАЕ+ ЗАВ ВА $86 $6В-+... = 
180°.и-—(АЗЕ-АЗВ-В86-...)... (0). 

Въ неравенств (ТГ) замнивъ сумму ЗАЕ + ЗАВ -{ ке" #5 
равною ей величиною выражеюя (П) получииъ 

180°.я — (АЗЕ-АЗВ-В$С-+.. .)> 180°. п— 360° или 
АВЕ АЗВ- В6б-[.... < 3600. 

64. Теорема. 1% трефранномь ль равнымь плоским 
злламь противолежаятх равные эпреаранные лы. 

‚ Дано (фиг. 265): Д. АВУ= ДАВС. Требуется доказать, что 

Фиг, 265. _ двугранные углы /СВА и СУВА 

равны. Чрезъ какую-нибудь точку 
С; ребра ВА проведемъ плоскости 
СЕ и бЕР соотвфтетвенно пер- 
цендикуларно къ ребрамъ ВСи В; 
эти плоскости, пересфкаюцияся по направленю праной ©), перес$- 
каютъ грани треграннаго угла цо направлению нрямыхъ Р@, Е, 
ЕбирЕ. Треугольники КСВ и Е@В равны, потому-что сторона @В 
общая, Д @ВЕ = ДВЕ по заданю и /. ВЕ@ = ВЕФ = 90°; 
слфдовательно Е = Е. Потомъ треугольники 0Еб и РЕ@ равны, 
потому-что д ОЕ = СД @РЕ (51), сторова 06+ общая и Ра — 66; 
слЪдовательно Х СФЕР = Д @ЕШ, а потому (43) и двугранные 
углы /СВА и СУВА равны. - 

65. Обратное предложеше. Плоске умы трефраннаю 
ума, противолежащие равныма двураннымь улламь, должны 
быть равны. 


Двугранные /СВА и СУВА (фиг. 265) равны; требуется дока- 


И 


заль, что Д. УВА = Д СВА. Чрезь какую ‘нибудь точку @ ребра 
ВА проведемъ дв плоскости РЕП) и ФЕ) соотвйутетвенно перпенди- 
кулярно къ ребрамъ ВС и ВХ; тогда прямая 60 перпендикулярна 
въ грани ВУС и треугольники РЕби РЕ равны, потому - что сто- 
рона Об общая, Д 0Еб—= Д ОЕ: по задано; слфдовательно Е — 
Е. Потомъ треугольники ВЕ: и ВЕС: равны, потому-что Е@—= Еб, 
сторона В@ общая и Д ВЕб == Д ВЕ@ = 90°; слёдовательно 
ДАВС = Д АВХ. 

66. Теорема. Доа трезранные узла равны, вели два плос- 
ке угла и содержащийся между ними дву’ранный уюль одною 
трераннао пла соотвътственно равны двумз плоским дламз 
и содержащемуся между ними двуранному уму друиио тре- 
'раннало пла. | | | 

Дано (фиг. 266): /.АЗВ = Д 456, ДВЗС = Д с и ву 

Фиг. 966. гранные углы АВЗС и 46зс равны. По- 
мВетимъ трегранный уголь заёс въ тре- 
гранный уголь ЗАВОС такимъ образомъ, 
\ чтобы вершина $ совпала съ вершиною 
— о В, ребро $6 совифстиловь съ ребромъ ЗВ 
”  игрань аз совнала съ гранью АЗВ; торда 
по равенетву двугранныхъ угловЪ а65с и 
АВЗС грань 65с должна совмфетиться съ гранью ВЗС, и по равен- 
ству угловъ аб, АЗВ и угловъ 65с, ВЗС ребра а3 и сз должны со- 
вифетиться съ ребрами АЗ и С5. Такъ какъ трегранный уголъ забе с0- 
зершенно совмфетилея съ трегранныхмъ угломъ ЗАВС, то мы заклю- 
чаемъ, что эти трегранные углы равны. 

67. Теорема. Дза треранные ума равны, если плоские 
З/юль и прилежащие къ нему двуранные углы одною трешран- 
нало пла соотвътственно равны плоскому углу и прилежащимь 
кз нему двуфаннымь уламь друюто трераннало угла. 

Дано (фиг. 266): /. АЗВ = Д а$, ВАЗ = фазе, АВС = 
афзс. Похфетимъ трегранный уголь забс въ трегранный уголъ ЗАВС 
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тавимъ образомъ, чтобы вершины $ и совпали, ребро а8 сови- 
стилось съ ребромъ АЗ и грань афз вовиала съ гранью АВЗ; тогда по 
равенству угловъ 486 и АЗВ ребро 65 совиЪетится съ ребромъ ВЗ, 
по равенству двугранныхь угловъ азс и ВАЗС и двугранныхъ 
угловъ а65с и АВУС, грань ас8 совпадетъ съ гранью АСЗ и гравь 68 
совпадетъ съ гранью ВЭС. Такъ какъ двЪ плоскости могуть перес- 
каться но направлению только одной прямой, то ребро с3 совмЪетитея 
еъ ребромъ С5. 
6$. Теорема. Если три плосме рла одною треграннало 
уьла соотвутственно равны тремь плдскимь ума море , 
граннао ума, то эти треранные умы равны. 
Отложимъ равныя части ЗА и за (фиг. 966) и и изъ точекъ Аи 
а къ ребрамъ БА и за возставимъ периендикуляры АС и ас въ гра- 
нахъ БАС и $ас. Треугольники ЗАС и зас равны, потому - что ЗА = 
за по отложеню, / АБС = Д. азс по заданю и ДЗАС= Д зас = 
90°; слЬдовательно 5С == с и АС == ас. Также треугольники ЗАВ 
и 546 равны, потому-что ЗА = за, Д. АЗВ = аз и Д ЗАВ = 
Д. за = 90°; сльдовательно ЗВ = 36 и АВ = 6. Наконець тре- 
угольники ЭВС и 36с равны, потому-что ДВС = Д.65с, 5С = 3 
и ЗВ == 80; сльдовательно БО = 6с. Отсюда елЪдуетъ, что треуголь- 
ники АБС и абс равны и С ВАС = / фе. По равенству этихъ 
угловъ мы заключаемъ, что двугранные углы ВАЗС и 6456 равны. 
Наконець основываясь на теоремь (66) мы узнаемъ, что трегранпые 
углы ЗАВС и за$с равны. 
69. Продолживъ ребра какого-нибудь многограниаго ЗАВС (фиг. 
Фиг. 261. 267) за вершину 3, мы образуехь многогранный 
ь уголь за, называемый. ‚симетрическимь относн- 
с _ тедьно многограяваго. угда ЗА ВС. Въ двухЪ симетри- 
а 7°  чевкихь многогранныхъ углахъь ЗАВС и Забс ве 
У элементы соотвЪтственно равны , т. е. плосые углы 
<: АБВ и а5}, АЗС абс и т.д. равны (Т, 30) и 
КР 28 двугранные углы (47) ВАЗС и Бас, ‚АСЗВ-и ас5% 
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и т. д. равны; во соотвфтетвенно равные элементы не одина- 
ково расположены въ двухъ симетричеекихъ иногогранныхь углахъ. 
Въ самомь дЪлф, если наблюдатель помфститея на реб, ЗА ‚впу- 
три многогранна угла ЗАВС такъ, чтобы глазъ находился въ 
вершин» 3, то ребра ЗВ, 5С предетаватея расположенными отъ пра- 
вой руки къ лЪвой; напротивъ наблюдателю, находящемуся на ребръ 
За, внутри многограннаго угла Бабе, при томъ-же положени глаза, 
представятся ребра 50, Зс расположенными отЪ лфвой руки къ правой. 

70. Теорема. Два симетрическе дезпранные ум толко 
в» тагомь случаь равны, если они содержать по два равные 
птлосще ул. 

Предположим (фит. 267), что Д АЗВ = Д ВЗСи понбетииь 
двугранный уголъ АВЗС въ двугранный уголь абс такимъ образом, 
чтобы ребро ВЗ совпало съ ребромъ 63, и грань ВЗС совифетилась 
съ гранью а5%; тогда по равенству двугранныхь угловъ АВУС и 
ас грань АВЗ совиадеть съ гранью 0$, и по равенетву угловъ 
АЗВ и 63с ребро ЗА пойдетъ но ребру 5с; точно также по равен- 
ству угловъ ВС и а85, ребро 5С пойдетъ по ребру За. Отсюда ны 
заключаемъ, что грань АСЗ совуфетитея съ гранью асЗ и слвлова- 
тельно трегранные углы равны. 

Предположииь теперь, что плоске углы треграннаго угла ЗАВС 
не равны и помфетимъ этотъ трегранный уголь въ трегранный уголь 
Забс такъ, чтобы двугранный уголь АВЗС пришелся въ двугран- 
ный уголь а63с; тогда ребро 5С не пойдетъ по ребру За, потому- 
что углы В8С и За не равны. Отсюда мы заключаемъ, что данные 
трегранные углы не совмфщаются и слфдовательно они не равны. Въ 
этомъ случа трегранные углы ЗАВС и Бас называются симетри- 
чески - равными. 


ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ, 


33) Чрезъ ребро ЗА треграннаго угла ЗАВС, въ которомъ плосе 
углы АБВ и АЗС равны, проведена плоскость АБО, раздЪляющая дву- 
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гранный уголь ВАЗС на двЪ равных части. Требуется доказать, что 
плоскость АЗО раздфлитъ плоскйй уголъ ВЗС на двЪ равныя части и 
перпендикулярна къ грани В$С. 


34) Плоскости, которыми раздфляются двугранные углы даннаго 
треграннаго угла соотвЪтственно на дв равныя части, перес®ка- 
ются по направленю одной и той-же прямой. 


35) Если провести плоскости М, Р, О чрезъ ребра ЗА, $В, $С тре- 
граннаго угла ЗАВС и прямыя, разд ляющия противулежание плоске 
углы В5С, АЗС, АБВ соотв%тственно на дв равныя части, то эти 
плоскости пересЪкутся по направленю одной и той-же прямой. 

36) Бъ трегранномь угл ЗАВС, содержащемъ неравные двугран- 
ные углы, большему изъ ихъ АВ$ЗС противолежитъ болышй плоскй 
уголъ АЗС. 

37) Если плосще углы треграннаго угла ЗАВС не равны, то боль- 


шему изъ нихъ АВС противолежитъ большй двугранный утоль 
АВЗС. 


38) Ей изъ точки $, данной внутри треграннаго угла ЗАВС, 
опущены перпендикуляры за, 3%, 36 на его грани ВЗС, СЗА, АБВ, то 
образуется трегранный уголъ забс, котораго плосве углы суть донол- 
нен1я плоскомъ угламъь треграннаго угла ЗАВС до двухъ прямыхъ 
угловъ. 


39) Сумма двугранныхъ угловь А, В; С треграннаго угла заклю- 
Чается между двумя и шестью ирямыми двуграннымя углами, 
40) Сумма двугранныхъ угловъ многограннаго угла, содержажщаго 


„ граней, меньше Зи и больше 2 (п—2) прямыхъ двугранныхь 
угловъ. 


:Р эм НЫ Г 
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ОТДЪЛЪ И. 
многогрРАННики, 


ПЯТАЯ ГЛАВА, 


Призма. Параллелопипедъ. Съчен!я призмы и паралавлонипеда.  Равенетво 
двухъ призмъ. Поверхность призмы. 


71. Мноктранникомг называется тЪло, ограниченное со вовхъ 
«торонь плоскостями. `Плоскоети которыми ограничень мвотогран- 
транникъ, называются его 'ранями. _Прямыя пересъчен!я граней суть 
ребра многогранника и точки переефчешя ребръ суть его вершины. 
Двугранные и многогранные углы, составляемы гранями, суть дву- 
траннные и многогранные углы многогранниха. Прямая, соединяющая 
дв вершины, не лежания въ одной и той- же трани, называется 0#а- 
зональю многогранника. Еели два многогранника совущаются, то они 
равны. Два многогранника совибщаютея, если вершины одного со- 
зпадають съ соотвфтетвующими вершинами другато многогранника. 

_ 79. Твло, ограниченное параллелограмами, которые заключены 

Фиг. 68. Между двумя равными и параллельными гранями, 
называется призмою (фиг. 268). Прямая лишя, 
двиталеь параллельно къ прямой, данной вь про- 
странств®, по сомкнутой ломаной лини, лежащей въ 
одной плоскости, образуетъ призматическую поверх- 
ность. Проведя дв параллельныя плоскости такимъ 
образомъ, чтобы они переефкли эту поверхность, мы 
образуемъ призму между проведенными илоскостяии 
ий частью призматической поверхности. 

Чтобы построить призму, проведемьъ чрезъ вершину А какого- 


= Е 


нибуль многоугольника АВСОЕ (фиг. 268) прямую АЕ и чрезъ. 
точку К плоскость параллельно къ плоскости АВСОЕ. Потомъ чрезъ 
вершины В, С, 0, Е проведемъ прямыя В@, СН, ОК, ЕТ парал- 
лельно къ АР до пересфченя съ проведенною плоскостью, и накенецъ 
соединимъ точки Ги @, биН, НиК, КиЦ, ГиЕ. Прамыя 
ва, сн, ОК, ЕЁ равны прямой АЕ (36), а потому грани АВСЕ, 
ВСН, СОКН и т: д. суть параллелограмы; также многоугольники 
АВСПЕ и РО@НКГ, равны, потому-что ихъ стороны соотвЪтетвенно 
равны и параллельны. Отсюда мы заключаемъ, что в мно- 
гогранникъ есть призма. 

73. Призма называется ирямою, если ребро АР перпендику- 
лярно къ плоскости АВСОЕ (фиг. 263). При навлонномъ положении 
ребра АЕ относительно плоскости АВСОЕ призма называется ма- 
клонною. Прамыя АЕ, ВС, СН ит. д. называются „боковыми реб- 
рами призмы, Сумма параллелограмовъ А ВОК, ВСН@, СКН ит. д. 
составляетъ боковую поверхность призмы. Многоугольники АВСОЕ 
и РОНКЬ суть основаня призмы. Разстояне между основащяни 
призмы называется ея высотою. Въ прамой приз каждое боковое. 
ребро равно ея высоть и боковыя грани суть прямоугольники. Въ. 
наклонной призм высота меньше боковаго ребра. 

_По числу сторонъ, содержащихся въ основаши призмы, она на-. 
зывается треуюльною, четыреуюльною, пятиуольною и т. д. 
74. Четыреугольная призма, коей основания суть параллелогра- 
Фиг. 260. мы, называется обыкновенно хараллелопи- 
педом». Въ параллелопинедь (фиг. 269} 
ве грани суть параллелограмы. Параляе- 
допипедь АВСРЕЕСИ (часто параллело- 
пипедь или призма означаетея двуяя да- 
гонально - расположенными буквами) из- 
зывается прямым, & параллелопипедъ 
арс4еуй (или а9) наклонный. Прямой 
параллелопипедь, котораго основашя пря- 


Фиг. 210.  моугольники, называется прямоуюльнымь. Из- 
иБреншя (длина, ширина и высота) прямоугольнаго 
параляелонипеда АС’ опредЪляются его ребрами АВ, 
ВС, ВЕ; встрёчающимися въ одной вершин®. Ку- 
бомь (фиг: 270) называется такой прямоугольный 
параллелопинедъ, котораго основашя и боковыя 
грани суть квадраты. 

75. Теорема. оном зрани параллелопипеда 
равны. и параллельны. 

Такъ какъ по опредфленшю призмы извфетно, что основашя абс@ 
и е/ № паралаелопинеда ад (фиг. 269) равны и параллельны, то 
предложенная теорема относится къ двумъ какимъ-нибудь противопо- 
ложнымь гранямь айе и 6с9Х. Пряныя а@ и с равны и параллель- 
ны, какъ противолежания стороны параллелограма афса; также пря- 
мыя ае и 6 равны и параллельны, какъ противолежания стороны 
параллелогража а»/ё; слфдовательно (30) углы Чае и сбХ равны и 
ихъ плоскоети а4йе и 64. параллельны. Параллелограмы а@йе и 
са! равны, потому-что двф стороны одного а4 и ае соотв тственно 
равны двумъ сторонамъ 6с и ВХ другаго параллелограма, и углы 4ае 
и СУ, заключающиеся между этими сторонами, равны. 

Примпманае. Такъ какъ параллелопипедь есть призма, ограни- 
ченная шестью параллелограмами, которые по два равны и парал- 
лельны, то за основашя параллелопипеда можно принять двЪ каюя- 
нибудь противолежапия грани. 

76. Слвьдствте. Плоскоеть КЫМХ (фиг. 271) пересфкаетъ дв 

Фиг. 211. противоположных грани АЕНО и ВСбЕ пз- 

раллелопипеда АС по направлению прямыхъ 
КМ и Г/М, а противоположныя грани АВЕЕ 
и СОН@ по направлению прямыхь Кри ММ. 
Такъ какъ (31) КМ || къ ГМ и КГ || къ 
УМ, то четыреугольникъ КЫММ есть парах- 
лелограмъ. Отсюда слБдуетъ, что съчене па- 
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раллелопитеда плоскостью, встримающеюся сз двумя противо- | 
положными ранами, есть параллелорамг. 

17. Слъдотвте. Чтобы построить параллелопипелъ на трехъ 
данных прямыхъ АВ, АР, АЕ, ветрчающихея въ одной точкЪ А 
и не находящихся въ одной илоекости, проведемь чрезъ точку Е плос- 
коеть параллельно къ плоскости ВАУ, чрезъ точку П) плоскоеть па- 
раллельно къ плоскости ВАЕ и наконецъ чрезъ точку В плоскость 
параллельно къ илоскоети РАЕ. 

73. Теорема. От» разсъченя призмы двумя параляеж- 
ными плоскостями образуются два равные мноюуюльника. 

Отъ разефченя данной призмы” Аи (фиг. 272) двумя парал- 

Фиг. 212.  лельными плоскостями образовались многоугольники 
` -48 х РОНКГ и Лу. Зная (31), что прямыя, ироис- 

а шедния отъ ° перееВчешя  двухъ  параллельныхь 

АЗ ‚ плоскостей третьею плоскостью, параллельны, мы 
р. аи | къ Ро, ой | къ ОН, ЖИ къНК и 
. д. Также извфетно (Т, 61), что параллельныя 
у = прямыя, заключающиеся между параллельными, рав- 
ны; слЪловательно /у — Р@, 0% = СН, й# =НК 
ит. д. Наконець вел®детые теоремы (39) / №й = Д ЕбН, 
До = ДНК, ДИЧ= Д ИКИ и т. дз Отеюда слёдуеть, 
что многоугольники /01 и РОНКГ, въ которыхъ стороны и углы 
равны, должны быть равны. 

Слъдствте. СЪчеше призмы плоскоетью, параллельною въ оено- 
ваниюо, равно этому основаню. 

19. Примъчаюе. Прямымь спчещемь призмы пазывается е%- 
чене, сдфланное плоекомтью, першендикулярною къ, боковымъ реб- 
рамъ призмы. Чаеть призмы АФ, заключенная между основашемъ 
афсае и какимъ - нибудь сЪченемь /уйА!, непараллельнымь къ оено- 
вантю, называется усъченною призмою. 

30. Теорема. Де» призмы равны, если основаше, боковая 
зрань и образуемый этими плоскостями двуранный уюлз одной 
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призмы соотвьтетвенно равны основанию; боковой зрани и за- 
ключенному между ними деуранному флу дру призмы, ч 
эти основаня и боковыя зрани одинаково расположены’ ный 
ить призмахт». 

Въ данныхъ призмахъь АЧиЕ/: (фиг. 273) АВСОВ-РОНКЫ; 

АВфа = ЕбоГ и двугранные углы «АВ и 
.. ЛЕК равны. Для доказательства наложимъ 
в многоугольникъ АВСРЕ на иногоугольникъ 
РОНКТ такимъ образомъ, чтобы эти иното- 
угольники совмФетились; тогда по равенству 

двугранныхъ угловъ аАВО и УЕСК, плос- 
К кость АВба приметь положене плоскости 

Рбч/, я по равенству граней АВ?а и Г@д/, 
уголь АВЬ совифетится съ углонь РС и ребро ВБ совиадаеть съ 
ребромъ @9. По равенству этихъ реберъ точка Б`упадетъ въ точку 
9. По совифщешю точекъ Си Н, ребро Сс, параллельное къ ребру 
ВР, пойдетъ по прамой НА, параллельной къ ребру 619, и по равен- 
ству ребръ ВБ = Сс, бу = НА и ВЬ = 69, точка с упадеть въ 
точку №. Точно также объясняется, что вершины 4, е, а совпадутъ 
съ вершинами №, [, /. Отсюда мы заключаемъ, что призмы А и ЕЁ 
совифщаются и слфдовательно они равны. 

81. Теорема. Де» прямыя призмы равны, если ихь осно- 
ванёя и высоты соотвътственно равны. 

Въ самомъ дЬлВ, прямые двугранные углы «АВ и /ЕСК (фиг. 
213) равны; также прямоугольники А Вба и Гбо/ равны, потому+что 
по задано АВ = Е@ и ВБ = @0; слЪдовательно по предъидущей 
теорем (80) призмы АД и Е равны. 

82. Теорема. Роковая поверхность призмы измъряется 
произведенемь периметра ся прамело спченя на боковое ребро, 
Предиоложихь, что отъ разебченшя призмы А (фиг. 272) плос- 
костью, перпендикулярною къ боковымъ ребрамъ, образовался мнего- 
угольникъ ЕСНКЦ; тогда сторонами Е, ЧН, НК... этого много- 


Фиг. 973. 


зы Зб- 


угольника выразатся высоты параллелограмовь АВба, ВЕсЬ ит. д., 
воторыхъ сумма площадей равна’ боковой поверхности призмы А4- 
Сумма площадей этихъ параллелограмовъ равна 
Ал.Е- ВБ. Н-+ Ес.НК-{... = Ал.(ке--@Н-+НК-...) 
потому-что ребра Аа, ВЬ, Ес и т. д. равны; слВдовательно боковая 
поверхность призмы А равна 
Р=Ал.(Ее--@нН+НК-...). 

$3. Сльдствте. Приложивъ къ боковой поверхности призмы 
удвоенную площадь основашя, получимъ полную поверхность призмы. 
Тахъ какъ прамое сфчене прямой призмы равно ея основантю (79) и 
боковое ребро равно ‘ея высотВ (73), то боковая поверхность прямой 
призмы равна периметру ея основантя, помноженному наея высоту. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


41) Вычислить. полную поверхность куба, котораго ребро равно 
5,8 фута, 

42) Стороны основанйя прямой треугольной призмы содержать 2,4 
фута, 3 фута, 1,8 фута и ея высота равна 18 футамъ. Сколько ква- 
дратвыхъ футь содержить боковая поверхность этой призмы ? 

43) Найти высоту прямой призмы, имЪющей основашемъ правилъ- 
ный треугольникъ съ стороною въ 4 фута, если полная поверхность 
этой призмы содержитъ-313,856 квадратнаго фута. 

44) Полная поверхность прямоугольнаго параллелонипеда, им$ю- 
щаго квадратное основаше, равна 198 квадратнымъ футамъ. Сколько 
футъ содержитьъ высота этого параллелопипеда, которая въ 5 разъ 
больше бока основан!я? 

45) Полная поверхность прямоугольнаго параллелонипеда, имфю- 
щаго квадратное основаше и высоту въ 26,8 фута, содержить 715,2 
квалратнаго фута. Сколько футь содержить бокъ его основания ? 

46) Полная поверхность прямоугольнаго параллелопипеда, коего 
измврешя относятся между собою, какъ числа 2,3 и 15, содержитъ 
36412 квадратныхь фута. Вычислить измВреня этого параллелопи- 
педа. 

47) ЛЛагональ квадратнаго основашя прямоугольнаго параллело- 
пипеда 20 футами меньше высоты. Зная, что полная поверхность этого 


— 


иараллелопинеда равьа 278,5 квадратвымъ футамъ; вычислить его 
высоту. а, 
48) Найти площадь квадратнаго основашя прямоугольнаго парал- 
лелопипеда, коего боковая поверхность содержитъ 287 квад. фут. и 
высота равна 20,5 фута. 

49) Сумма поверхностей лвухъ кубовъ равна Р и сумма двухъ 
‘ребръ этихъ кубовь равна р. Вывести выражешя для этихъ ребръ. 

50) Полная поверхность прямоугольнаго параллелопипеда, кото- 
раго высота на а больше ребра квадратиаго основашя, равна Р. Ры- 
вести гыражешя для боковаго ребра и бока, оспованйя. 

51) Полная поверхность прямоугольнаго параллелонипеда равна 
648 квад. фут., разность двухъ смежныхъ сторону его основашя равна 
2 футамъ и его высота 10 футами больше периметра основан1я. Сколь- 
ко футовъ содержать ребра основашя, и сколько футовъ имфеть вы- 
сота этого параллелопипеда. — НЕ вии Е: 


ТЕОРЕМЫ. 


52) Четыре д1оганали параллелопииеда взаимно дЪлятся на двЪ 
равныя части. 

53) Въ прямоугольномъь параллелонипедЪ вс четыре дагонали 

54) Квадратъ дагонали прямоугольнаго параллелопинеда: равенъ 
суммЪ квадратовъ трехъ изм5решй этого параллелепипеда. 

55) Длагональ куба равняется его ребру, помножениому на УЗ. 

56) Во всякомъ параллелонипедЪ противоположные трегранные 
углы суть симетрическе. 

57) ДвБ усБченныя призмы равны, если ихъ основашя равны, и 
ребра, перпендикулярныя къ основашямъ, соотвЪтственно равны. 


жи. 


ВТОРАЯ ГЛАВА. 
Объемъ параллелопипеда и призмы. 


- 84. Величина части безпредЪъльнаго пространства, занимаемой ка- 
вимъ-нибудь тЪломъ, называется его обземоме. Два иногогранника, 
которых объемы: равны, называются равномърными. 

Теорема. „Наклонная призма равномпрна такой прамо- 
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призмъ, которой основам и высота соотвитственно равны 
прямому съченио и боковому ребру наклонной призмы. 

Чрезъ оконечную точку 6 боковаго ребра ВФ данной наклонной 

Фиг. 214. призмы АВСОЕабс@е (фиг. 274) проведемъ 
прямое сфчеше Б/олк, и чрезъ оконечность 
В того же ребра проведемъ плоскость парал- 
лельно къ этому сЪченю. Пересфчешемъ этой 
плоскости съ продолженными боковыми гранами 
опредфлится многоугольникъ ВЕ@НК, разный 
иногоугольнику 6.1974 (78), и образуется прямая 
призма ВЕ@НКЫЛойк, инБющая основащемь 
прямое сбчене Бум и высотою боковое ребро наклонной призмы. 
Наклонная призма АВСОЕабс@е состоитъ изъ многогранниковъ 
АВСОЕБУОЛ и ОГойкае4с,‚& прямая призма ВЕОНКЬ Лой состоитъ 
изъ иногогранниковь АВСОЕБ/у/ А и ВЕ@НКАЕОС. Отсюда сл$- 
дуетъ: чтобы доказать равномфрноеть призмь АВСОЕабсае и 
ВЕСНКЬ Лох, имфющихъ общую часть АВСОЕЬ 10, должно дока- 
зать равенство иногогранниковь б/уйаее и ВЕСНКАЕОС. Даля 
этого представимъ себф, что иногоугольникъ /9й/наложенъ на много- 
угольникъ ВЕ@НК такимъ образомъ, чтобы они совмфетились; тогда 
ребра Ас и КС, перпендикулярныя къ плоскостамъ 6.79 и ВР@НК, 
совпадутъ, и по равенству Ас = В —АС=КС, точка с упадетъь въ 
точку С. Точно также мы узнаемъ, что точки а, е, 4 упадутъ въ точки 
А, Е, 0; слЬдовательно иногогранники 6 /ойкаейс и ВКЕЕНАЕОС, 
коихъ вершины совпадаютъ, совифщаются и равны (71). 

85. Теорема. Плоскость, проведенная чрезь два противо- 
положныя ребра параллелопипеда, раздъляеть ею на двъ равно- 
мтърныя треуюльныя призмы. 

Плоскоеть АССЕ (271), проведенная чрезъ противоположныя 
ребра АЕ и 06%, раздфляетъ параллелонинедь А@ на двЪ треуголь- 
ныя призмы АВСЕЕ@ и АОСЕН@. Въ самонь дфлЬ треугольныя 
грани АВС и ЕЕ@ (или АОС и ЕН@), которыхъ стороны соотв%т- 
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ственно равны и параллельны, равны и ихъ плоскости параллельны, 
а боковыя грани суть параллелограмы. Чтобы доказать равномвр- 
ноеть этихъ призмъ, проведемъ прямое сВчене КОММ параляелопипе- 
да А@. Такъкакъ это сВчене есть параллелограмъ (76), то длаго- 
наль КМ раздфляетъ его на два равные треугольника КОМ и КУМ, 
которые суть прамыя сфчешя образовавшихся призиъ. Призма 
АВСЕЕС равномфрна прамой призмв (8+), имфющей основашемъ 
прямое сЪчеше КТМ и высотою ребро А; а призма АРСЕНС раз- 
номфрна прямой призм, имБющей основантемъ прямое сфчеше КУМ 
и высотою ребро АЕ. Такъ какъ эти прямыя призмы равны (81), 
то равномёрныя имъ наклонныя призмы АВСЕЕ@ и АОСЕНС рав- 
номфрны ; слфдовательно каждая изъ нихъ составляетъ половину па- 
‘раллелонипеда АВСРЕЕСН. 
86. Теорема. Доа прямоуюльные параллелопитеда, имтю- 
иийе общее основане, относятся между собою, какъ ихь высоты. 
1) Параллелопииеды АВСРЕЕ@Н и АВСРабса (фиг. 2175) 
Фиг. 215. — цифютъ общее овноваше АВС и неравныя высоты 
АЕ и Аа. Е что прямыя АЕи Аа 


Г предъидущему (П, 4) получимъ 
АЕ _ р. 
аа“ 

Раздфливъ прямую АЕ на р равныхъ частей и 
прямую Аа на 4 такихъ-же частей, проведемъ чрезъ 
точки дЪленя К, е и т. д. плоскости Ктио, ей ит. д. парал- 
лельно къ основан АВСУ. Этими плоскостями раздФлитея паралле- 
лопипедъ Аб на р равныхъ прямоугольныхъ параллелопинедовъ (81), 
потому-что ихъ основаШя равны основаню АВСО (78 сл5д.) и ихъ 
высоты равны; также параллелопипедь Ас раздфлится на 4 такихъ 


же параллелонипедовъ; слВдовательно 
_ А@ __ Р.ЕРОНЬтно Аб __р 


1 Же- чЕЕбНАтио ИИ А-а 


=, ИВВ >> 


Такъ какъ отношеше между параллелопипедаии Аб и Ас равно 
отношеню между ихъ высотами АЕ и Аа, то составится пропорщя 
Аб _ АЕ 


АС ^ Аа’ 

2) Чтобы доказать справедливость выведенной пропорщи для 
несоизм®риныхь высоть АЕ и Аа, раздЪлимъ прямую АЕ (фиг. 276) 
на произвольное число равныхъ частей; тогда ни 
одна изъ точекъ дфленшя не совпадетъ съ точкою а, 
потому-что въ противномъ случаз прямыя АЕ и Аа 
г были бы соизифримы. Чрезь точки дфлешя е и Х, 
ближайшя къ точЕ® а, проведемь плоскости е/уй 
и Мтп параллельно къ основаню АВС; тогда 
образуются два прамоугольныхь параллелопипеда 
АВСПе/ий (или Ад) и АВСОМти (или Ат), ко- 
торые находятся въ слЪдующей зависимости отъ параллелопинеда 
АВСВабса (пли Ас) 


вов {1 


Ат < Аси Ад> Ас. 
Основываясь на этихъ неравенствахъ, составимъ слфдующя от- 
ношен1я 
Аб 46 26 _ Аб А@_ Аб_ Аб 
Ат АЕ 9 Ас ВАЙ Ат А д" (0: | 
По соизм5римости прямыхъь АЕ и Ай и пряныхъ АЕи Ае 60- 
ставятся пропорции Е 
Аб _АЕ _ АС _ АЕ 
тие * дав *8*, (2). 
В $ (1) зажвни аня 9 и 8 
ъ неравенств захфнивъ отношеня д„ и д, равными имъ 


отношениями (2), получимъ вла © 4 аВаВТ 
АВА ера а ве ЙР 1>. 
Ба ава 
Такъ какъ Аа > АГи Аа< Аь, то 

АЕ _АЕ _АЕ_ АЕ АЕ_ АЕ_ АЕ 

да ЗАК И да > де ИИ дк > да де ***- (4). 


| . Аб 
Неравенства (3 и 4) показываютъ, что отношеня д, ила На- 


вы 


ходятся между величинами ты и я которыя иогуть быть сбли- 
жены такимъ образомъ, что ихъ разность сдЪлается меньше всякой 
произвольно малой величины, раздфленемъ прамой АЕ на произвольно 
больное число равныхъ частей; но извЪетно (П, 17): если между 
двумя величинами, которыхъ разность можетъ быть сдЪлана меньше 
всякой произвольно малой величины, заключаются двЪ друг!я вели- 
чины, то послфдня должны быть равны между собою; слЬдовательно 
Аб _ АЕ 
с. да’ 

87. Теорема. Два прямоуюльные параллелопипеда, импию- 
ие общую высоту, относятся между собою, как ихь основашя. 
Даны прямоугольные параллелопииеды А@ и ад (фиг. 277), 
Фиг. 271. — пифюще общую высоту АЕ (или 

ае) и неравныя основан!я АВС и 
афс4. Построимъ прямоугольный 
параллелопипедь Р на прямыхъ 
АЕ, АВ и аа, и сравнимъ его съ 
параллелопипедомъ А@.Такъ какъ 
эти параллелопипеды имфютъ двЪ равныя грани, содержания каж- 
дая ребра АЕ и АВ, то эти грани можно принять за основашя па- 
раллелопипедовъ; тогда по р (86) получимъ пропорцию 

2 а 


Аб АГ" 


Параллелопипеды а9 и Р имфютъ также равныя основаня, по- 
строенныя на прямыхъ АЕ и а4; слфдовательно по предъидущему 


(86) составится пропорщя 
ад _ 4 


> — 25. 
`Перемноживъ выведенных пропорщи по-членно и сдзлавъ сокра- 
щеше на Р, получимъ | 
: а) _ аа. ад _ @а_ 
49— ААВ. А@, АБ. 
88. Теорема. Дза какге-нибудь прямоуюльные параллело- 
23 


пиледа пропорчиеНИЫ произведемямь ить основан на вы- 
соты. 

Назовемъ чрезъ р и Р' два прямоугольные параллелопипеда, 
ииЪющуе основашя А и А'и высоты А и’. Построимь параллело- 
пипедъ Р” на основани А параллелопипеда Р и дадимъ ему высоту 
®' параллелопииеда Р’. Параллелопипеды Ри", ичфющие общее 
основаше А, пропорцюнальны ихъ высотамъ (86); т. е. 

Р Г 


вн ф, 
а параллелопипеды Ри Р', инфюще общую высот! Г "', пропоршо- 
нальны ихъ основашямъ (87); т. е-. 

Ре? 


ЗЕ СТ 
Перемноживъ выведенныя пропорщи по-членно и сдЪлавъ со- 

р 
врашщене на Р”, получимъ 
| р А 


вы _ А*. и. у 
89. тары Объем прямоуюльнаю параллелопипеда из- 
мпряется произведенемь чисель, содержащихся в5 ею основаши 
и высотиь, если за единицы: площади и объема приняты ква- 
драть и кубь, построенные на единицль длины. 


Даны: прямоугольный нараллелопипедъ А бр и кубъ ад (фиг. 278), 
Фиг. 218. 


котораго ребро аб равно какой-нибудь 
единиц® длины. По предъидущент. 7 (88) 
составителя выражене 

Аб __ АВСОХ АЕ _ АВС 

ад - ащахае — ата хх сы 
въ которомъ членъ С означаетъ число, 
которымъ изиъряется объемъ Аб, а отношеня нир и Ея выра- 
жаютЪъ числа, которыми изифряются площадь АВС) и высота АЕ 
параллелопипеда Аб; слфдовательно число, которымъ измфряется 
объемъ прямоугольнаго нараллелопипеда, равно произведению чиселъ, 


изм ряющих» его’ основаше и высоту. Назвавъ эти три’чиела чрезъ 


м — 


©, А, Н, получимь формулу  =АЖН, которая обыкновенно вы- 
ражается вотъ какъ: 005емь прямоуюльнало ее ра- 
вень произведению еб основантя на высоту. з 

Означивъ три ребра АВ, АЛ) и АЕ прямоугольнаго параллело- 
пипеда, встрёчающуяся въ одной вершинЪ, соотвЪтетвенно чрезъ а, 
фий, получимь формулу 

Аб = АВСО.АЕ =а.Л, 
потому-что площадь АВС = а.б; елфдовательно обьем» прямо- 
зпольнию параллелопипеда равень произведению ею зпретз измъ- 
рен. 

ПримЪръ. Вычислить вись куска краснало дерева, имтю- 
щало видь прямоуюльнаю параллелопипеда, длиною вз 2,3 фута, 
зиириною въ 1,25 фута и высотою вз 2,6 фута, зная, что втъсз 
кубическаю дюйма воды равенх почти 3,84 золотника и крас- 
ное дерево тяжелье воды в5 1,06 раза. 

Площадь основашя параллелопипеда равна 

2,3 Х 1,25 = 2,875 квад. фут. 

Объемъ параллелопипеда равен 
2,875 Х 2,6 =7,475 куб. фут. = 12916,38 куб. дюйм. 

ВъЪсъ кубическаго дюйма краснаго дерева равенъ 

3,34 Х 1,06 =4,0704 золот. 
ВЪсъ параллелопипеда краснаго дерева равенъ , 
4,0104 Х 12916,83 = 52576,54272 золот. = 13,69130$ пуд. 
‚Следствте. Объемъ куба измБряется произведенемь АВ.АО.АЕ 
= АВ», потому-что въ кубВ вс ребра равны. 

90. Теорема. Объем какою-нибудь параллелопипеда измт- 
фяется произведенемь ею основания на высоту. у 

— Фиг. 279. 1) Данъ прамой параллелопипедь Аб} (фиг. 
: 279), ичфющий основашемь параллелограмь 
АВСР и высоту АТ. Чрезь какую-нибудь 
точку В ребра АВ основашя проведемъ плос- 


кость перпендикулярно къ этому ребру. 0$- 
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чене параллелопипеда АС этою плосковтью будеть прямоугольникъ 
ВЕГК, потому-что противоположный грани АВЕЕ и СОНС+ парал- 
лелопипеда перпендикулярны къ его основанямъ. ВелЪдетве теоремы 
(34) прямой параллелопипедъь Аб равномфренъ прямоугольному па- 
‘раллелопипеду, имфющему основанемъ прямое сфчене ВЕГК и вы- 
тою ребро АВ. Объемъ этого прямоугольнаго параллелопипеда равенъ 
произведентю его трехъ измфренй АВ.ВК.ВЕ; слВдовательно объемъ 
данной призмы равенъ тому-же самому произведеню АВ.ВК.ВЕ; но 
такъ какъ произведенемь АВ.ВК измфряется площадь основашя 
АВОСЬ, то объемъ призмы АС равенъ произведеню АВСО.ВЕ. 


2) Данъ наклонный параллелопипель АС? (фиг. 280), ихбюций 
Фет. 280. основантемъ параллелограмь АВСО. Изъ то- 
чекъ ЕиЕ ребра основамя ЕР@Н возета- 
вимъ перпендикуляры ЕГи ЕК къ ребру ЕЁ въ 
плоскости ЕРОН. Потомъ опуетивъ перпенди- 
куляры изъ точекъ Е, Р, К, Г, на плоскоеть осно- 
вашя А ВСР и проведя прямыя МХ, ХР, РО и 
МО, получимъ прямоугольный параллелопипедь 
ЕРКГМКРО, равномфрный данному парал- 
лелопипеду ини потому-что прямоугольникъ ЕЁРКГ равномфренъ 
параллелограму ЕЕСН и оба параллелопитеда имвютъ общую высоту 
ТО; слЬдовательно объежъ наклоннаго параллелопинеда А@ равенъ 
произведеню ЕРСН.ЕМ или равенъ произведеню ЕК. ЕГ.ЕМ. . 


91. Теорема. 065ем» призмы измъряется произведещемь 
ся основамя на высоту. 


1) Чрезь противоположных боковыл ребра ВЕ и РН параллело- 
пипеда Аб (фиг. 230) проведемь плоскость ВОНЕ. Этою плос- 
костью параллелопипедъ раздЪлится на двз равномфрвыя треуголь- 
ныя призмы АВОЕЕН и ВСОЕСН ($85); слдовательно объемъ па- 
раллелопипеда А равенъ удвоенному объему призмы АВОЕЕН. 
Такъ квакъ объемъ параллелонипеда АС, равный произведентю 


= = 
ЕРСН.ЕМ, В быть выражень чрезъ. РИТМ объежъ 
| ее Е 


призмы АВОЕРН измфряется произведенемъ 
2) Чтобы опредфлить объемь многогранной призмы. АК. ‘(фиг 
Фиг. 281. 231), проведемь плоскости чрезъ ребро АЕ 


и каждое изъ ребрь СН и ПК, не лежа- 
щихъ въ одной грани съ ребромъ АЕ. Этими 
плоскостями данная призма АК раздЪлится 
на треугольныя призмы, имбющия общую вы- 
соту еъ данною призмою; основашями этихъ 
призмъ суть треугольники АВС, АСУ, АШЕ, 
образовавийеся проведенемь длагоналей въ 
многоугольник АВСРЕ чрезъ вершину А. 
Объемы этихъ треугольныхъ призмъ равны АВС.Н, АСО.Н, АЕБ.Н, 
гдз Н ихь общая высота; слфдовательно объемъ данной призмы 
равенъ 


АВС.Н- АСО.Н-- АЕО.Н = 
(АВС АСО--АЕР).Н = АВСБЕ,Н. 

92. Саъдствте. 1) ДвЪ призмы равноя%рны , если ихъ высоты 
равны и основашя равномврны. 

2) Если основашя двухъ призмъ Ри Р' соотвЪтетвенно равны 
Аи А‘и ихь высоты суть Ни Н', о Р=А.Н, Р'=А'.Н'и 
ей т. е, 06% призмы относятся между собою, какъ прс- 
изведеня ихз основами на соотвютствующия высоты. 

3) Ели основашя А и А’ двухъ призмь Ри Р' равном рны, 
то = = = ‚ Т. е. деъ призмы сз равномтрными основанаями про- 
порлональны итё высотамъ, 

4 4) Если высоты Н и Н’ двухъ призмъ РиР' равны, то 2 = г ) 


т. е. деь призмы сз равнымп высотами пропоршонамны ить 
основашямь. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ И ТЕОРОМЫ. 


58) Въ больниц® устроена палата, длиною въ 7 саж., шириною въ 
10 арш. и высотою въ 5/2 арш. Сколько больныхъ можно помфстить 
въ этой палат, если на каждаго полагается 1'/з куб. саж. воздуха? 

59) 2304 куб. фута мелкаго булыжнаго камня уложены такимъ 
образомъ, что они въ вышину занимаютъ 8 футъ и въ ширину 4 фута. 
Сколько футовъ длины занимаютъ эти каменья? 

_ 60) Высота прямой призмы равна 16,4 фута, а ея основаше есть 
трапещя съ основашями въ 2,6 и 1,8 фут., между которыми разстоя- 
ве равно 1,6 фута. Вычислить объемъ этой призмы. 

61) Сколько потребно каменнаго щебня на шоссе, длина котораго 
2 версты и ширина 21/з» сажени, когда щебня полагаетея насыпать 
вышиною въ 8 дюймовъ? 

62) Уменьшешемь ребра куба на Уз фута уменьшится объемв 
этого куба на 2118 куб, фута. Сколько футовъ содержитъ первона- 
чальная длина ребра? 

63) Сколько кубовъ, имфющихъ ребро въ 3 дюйма каждый, можно 
получить изъ куба, коего ребро равно 2 фут. 3 дюймамь 

64) Нанято 15 землекоповъ для вырытия канавы, длиною въ 115 
саж., шириною въ 41/2 арш. и глубиною въ 21/4 арш. Во сколько 
времени эта работа можеть быть окончена, если рабочй въ часъ 
можетъ вырыть 36 куб. фут. земли? 

65) Ребро куба Р содержитъ 6 футь. Сколькими футами это 
ребро меньше ребра куба Р”, котораго объемъ вдвое больше объема 
кубаР? 

66) Вычислить объемъ куба, коего боковая поверхность содер- 
жить 182 1/4 квадр. вершка. 

67) Вычислить д1атональ куба, котораго объемъ равенъ 21,952: 
куб. фута. и 

68) Вычислить объемъ прамой призмы, коей высота, равна 25 фут. 
и основан!е правильный треугольник съ стороною въ 1,8 фута. 

69) Д!агональ квадратнаго основавя прямоугольнаго параллело- 
пипеда содержить 4,8 фута и высота параллелопипеда равна 18,6 
фута. Вычислить его объемъ. 

10) ПомЪщикъ заказаль деревянный ящикъ, вышиною въ 5 фу; 
и вмБщаюцщий въ себЪ 12 четвертей. Зная, что четверикъ вмфщаеть 


въ себЪ 1600 куб. дюйм., вычислить ребро зим» основаня 
этого ящика. 

71) Поверхность прямоугольнаго параллелонипеда, имфющаго 
квадратное основаше, равна 224 кв. фут., а ребро основана 8-футами 
меньше высоты параллелопипеда. Вычислить объемъ. 3: 

12) Вычислить объемъ прямой призмы, коей высота зака 32 фе. 
и основан!е правильный шестиугольникъ съ периметромъ въ 5,4 фута, 

13) Ребро куба, котораго объемъ вдвое больше объема куба, 
имфющаго ребро а, не можетъ быть выражено точнымь образомъ. 

14) Граммъ равенъ вфсу кубическаго сантиметра воды, а кило- 
граммъ содержитъ 1000 граммовъ. Представивъ себф кубъ, выфщаю- 
щий въ себф килограммъ воды, опредфлить длину ребра этого куба. 

15) Основаше прямой треугольной призмы, высотою въ 16,2 фута, 
равнобедренный прямоугольный треугольникъ, коего периметрь 
равен» 15,8 фута. Вычислить объемъ призмы. 

16)  ВЫВеСтИ выражеше объема куба, если сумма его ребра и 
длагонали равна р. 

77) Желфзная полоса, длиною въ 16 футъ, имфеть квадратное 
основане съ ребромъ въ 8 дюймовъ. Сколько вЪсу въ этой полосф, 
когла извЪстно, что вфеъ 25 куб. дюймовъ воды равенъ фунту, и 
вЪсъ 50 куб. дюймовъ желза равенъ вЪсу 589 куб. дюйм. воды? 

78) Объемъ прямоугольнаго параллелопипеда равенъ @ и его 
длина, ширина и высота относятся между собою какъ числа т, пир. 
Вывестя выражен1я для измВренйй этого параллелопипеда. 

19) Поверхность прямоугольнаго параллелонипеда равна 664 кв. 
фут., а его длина 2 футами больше ширины и высота 6 футами боль- 
ше ширины. Вычислить объемъ этого параллелопииеда. 

80) Объемъ прямоугольнаго параллелопипеда равенъ 13153 куб. 
футл его высота равна 4'/2 фут. и длина 2 футами больше ширины 
Сколько футъ содержать длина и ширина? 

81) При температурЪ 13 градусовь выше нуля найдено, что 
длина желфзной полосы равна 21/ саж., ея толщина равна 212 дюйм. 
и ширина равна 31/4 дюйма. Вычислить объемъ этой полосы при 25 
градусахъ тепла, зная, что при каждомъ градусВ выше нуля желфзо 
разширяется на \этз своего объема. 

82) Доказать геометрически формулу, которою выражается кубъ 
суммы двухъ количествь. 


= 6 = 


88) Въ бассейнъ, коего длина 64 фута, ширина 45 футъ и глу- 
‚зем 8\з футъ, проведены двЪ трубы. Посредствомъ верхней трубы 
бассейнъ наполняется водою въ 5 часовъ, а нижнею трубою онъ 
выпоражнивается въ 634 часа. Сколько кубическихъ футъ воды вли- 
вается въ бассейнъ въ одну минуту, если об трубы открыты? 

84) Прямоугольное м%сто АВСО, длиною АВ въ 72 саж. и шири- 
ною АО въ 46 саж, требуется обвести стЪною изъ крупнаго булыж- 
наго камня, высота которой должна равняться 312 арш. и толщина 
4 арш. Сколько потребно камня на кладку этой стВны, если на 4 
куб. сажени ея полагается 41/2 куб. саж. камня? 


85) Требуется вырыть яму, глубиною въ 33/4 фута и шириною 
въ 8 футь, для галпен!я кубической сажени обозженнаго известко- 
ваго камня. Опредфлить длину этой ямы, зная, что гашенемъ увели- 
чивается объемъ известковаго камня втрое. 

56) Прямоугольное поле, длиною въ !з версты и шириною въ 130 
саж. куплено для добывашя торфа на 6 футъ глубины. Сколько 
получится кусковъ торфа, если 'ло всего количества полагается на 
бракъ и 8 кусковъ составляють одинъ кубический футь? 

87) Ребра основав я прямой треугольной призмы равны 2,25 
фута, 1,3 фута и 1,35 фута и ея высота содержитъ 14 футъ. Вычис- 
лить ея объемъ, 

8$) Основаше прямой треугольной призмы, высотою въ 12 футь, 
равнобедренный треугольникъ, коего периметръ равенъ 2,4 фута и 
одна изъ равныхъ сторонъ равна 0,75 фута. Вычислить ея объемъ. 

89) Кубъ березоваго дерева положенъ въ воду такимъ образомъ, 
что его боковыя ребра перпендикулярны къ поверхности воды. 
Ребро этого куба равно 2\з футамъ, вЪсь кубическаго дюйма воды 
равенъ 3,84 золотника и вЪсь березы составляеть 0,6 вЪса воды. 
На сколько футовъ этотъ кубъ погрузвлея въ воду, когда извъстно; 
что всякое тфло, погруженное въ воду, вытфеняеть такой объемъ 
воды, котораго вЪеъ равенъ вЪсу этого тбла?_ 

90) Объемъ всякой треугольной призмы равенъ половин боковой 
грани, помвожевной на разстояне этой грани отъ противолежалцаго 
ей ребра. 

91) Брусъ сосноваго дерева, длиною въ 3 сажени, шириною въ 
713 вершка и толщиною въ 51/8 вершка, широкою гранью голоженъ 


= ФФ 


въ воду. Узнать, на сколько вершковъ брусъ опустился. въ воду, зная, 
что вЪсь вуб. вершка воды равенъ 20,58 золотника и евЪжее сосновое 
дерево во столько разъ легче воды, во сколько 23 меньше 25, (См. 
задачу № 89). 


мииихиии—^. 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 
. Пирамида, Съчеше пирамиды. Равенство пирамидъ. Поверхноеть пирамиды. 


93. Пирамидою называется многогранникъ, ограниченный  ка- 
кимъ-нибудь многоугольникомъ и треугольниками, которыхъ общая 
вершина находится внф многоугольной грани и основашя суть сто- 
роны этого многоугольника. 

Мнотогранникъ (фиг. 282), ограниченный многоугольникомъ 

Фиг. 282. — ВОПЕЕ и треугольниками АВС, АСУ, АЪЕ, АЕЕ, 
АВЕ, есть пирамида, иифющая основаме ВСОЕК 
и вершину А. Разстояые АН вершины А отъ осно- 
вашя, т. е. перцендикуляръ, опущенный изъ точки 
А на плоскость ВСОЕЕ, называется высотою пира- 
миды. Праяныя АВ, АС, АЛ ит. д. называются бо- 
вовыми ребрами пирамиды. Сумма треугольныхъ 
граней АВС, АСО, АПЕ ит. д. составляетъ боко- 
вую поверхность пирамиды. 

94. Если основан!е пирамиды правильный многоугольникъ, Бото- 
раго центръ совифщается еъ основашемъ ея высоты, то эта пирамида 
правильная. Боковыя ребра АВ, АС, АТ ит. д. правильной пира- 
миды (фиг. 282) равны межлу собою, какъ наклонныя, равно-отетоя- 
ля отъ основашя Н перпендикуляра АН (16, 2); слвдовательно 
боковыя грани этой пирамиды суть равные равнобедренные треуголь- 
ники. Высота одного ИЗЪ ЭТИХЪ треугольниковъ называется 4700е- 
мою правильной пирамиды. 

По числу сторонъ основаны, пирамиды бываютъ треуюльныя, 


-- бы 


четмреуюльныял и т. д. мноюуюлимыя. 'Треугольная пирамида ча- 
сто получаеть назваше тетраэдра. Велёдетйе опредфлешя пира- 
миды возможно принять какую угодно грань тетраэдра за его основа- 
не. Вершина, иротиволежащая выбранному основантю, есть вершина 
тетраэдра. 

95. Если пирамида разсфчена плоскостью, встрфчающеюся съ 607 
ковыми ребрами, то многогранникъ, заключаюнщийся между образовав- 
шимся сЪченемьъ и основашемъ пирамиды, называется усьченною 
пирамидою. , 

< Еели плоскость сФчешя параллельна къ основавю пирамиды, то 
образуется устченная пирамида св параллельными основанями. 
Пирамида АВСОЕС (фиг. 288) расефчена плоскостью параллельно 
Фиг. 283, къ основаню ВСОЕ@. СЪчеше 
фед и основане ВСОЕ@ суть 
параллельныя основаня усфченной 
пирамиды ВОРЕефеЯ/у. Высо- 
тою этой пирамиды называется 
разстояне Нй между ея основа- 
шями, & прямыя ВЬ, Сс, Бит. д. 
суть ея боховыя ребра. Сумма тра- 
пеши ВСеб, Сас, БЕЯ и т. д. составляеть боковую поверхность 
усфченной пирамиды. Усфченная пирамида съ параллельными оено- 
ванями, происшедшая отъ правильной пирамиды, называется пра- 
вильною уефченною пирамидою. 


96. Теорема. Если пирамида разсъчена плоскостью, па- 
раллельною къ основаню, то: 1) ея боковыя + ребра. и ысон раз- 
дълятся на пропорийона. тыныя части, и 12) 65 съчени получится 
мноюуюльникь, подобный основано пирамиды. 


1) Пярамида ЗАВСОЕ (фиг. 284) разефчена плоскостью абсае, 
параллельною къ основаню АВСПЕ. Эта плоскость пересЪкаеть 09- 
‘ковыя ребра БА, ЗВ, 5С.... и высоту БН въ точкахъ а, 6, с....йЙ. 


Чрезъ вершину $ проведя плоскость Р 
параллельно къ основаню АВСПЕ, ны 
раздфлимъ ребра БА, БВ, ВС... ивы- 
соту ЗН на пропорщональныя части \ 


слвдовательно 
5 85... ы _& __ 5 
ОВ — в о фо = $Н * 


2) “о Аи плоскостей 
АВСПЕ и абсае, ихъ пересфченя съ 
боковыми гранями пирамиды должны 
быть соотвфтетвенно параллельныя пря- 
мыя (31); сл$довательно углы АВС и абс, которыхъ стороны соот- 
вфтетвенно параллельны и избють одинаковое направлеше, равны 
(39): также / ВСП = а, / СВЕ= Д саеит. д. По парал- 
лельности прямыхъ АВ и ар, треугольники ЗАВ и Заб подобны и 


АВ 88 
слфдовательно , — з,. Также треугольники ЗВС и $ подобны и 


г = те. Изь этихъЪ двухъ пы ть -$ = ие. Подоб- 
нымъ образомъ мы найден к а = = ит. д. Отсюда 


слЪдуетъ, что многоугольники ь АВСОЕ и абсае, въ которыхъ соот- 
вфтетвующие углы равны и сходетвенныя стороны пропорциональны, 
подобны. 

97. Сльдствте. Такъ какъ многоугольники АВСПЕ и абе4е 
подобны, то ихъ площади пропорщюнальны квадратамъ сходетвен- 
ныхъ сторонъ; т. е. 


аще __ а 
АВСОЕ ^^ АВ* , 
а ба 5 
но извфетно, что дв = 5 = зн ; СлЬдовательно 


та | ве 5. 
Е АВСОЕ 5Н* , 
ы 4 т $ 


т. е. паралаельныя стченя пирамиды пропорийональны квадра- 
тамз ихз разстоян от вершины пирамиды. 


98. Сльлствте. Если правильная’ пирамида -разебчена плос- 
костью, параллельною къ основанию (фиг. 2533), то въ сВчени дол- 
женъ получиться правильный многоугольникъ 6с4/, подобный осно- 
вантю ВСОЕ@. Такъ какъ боковыя ребра АВ, АС, АО.... правиль- 
ной пирамиды равны, то также боковыя ребра ВЬ, Сс, Ва... пра- 
вильной усефченной пирамиды должны быть равны; слЪдовательно 
боковыя трани ВСсЬ, С04с, БЕЯ и т. д. правильной уефченной 
пирамиды суть равныя равнобочныя транеци. Высота КА одной изъ 
этихъ трапещй называется аповемою правильной усченной пира- 
мИды. 
99. Теорема. Если дв» пирамиды, имъющея общую вы- 
с0ту, разсъчены плоскостями, параллельными к5 основашям5 4 
равно-отстоящими оть вершинь пирамид, то образовавиияся 
съченшя пропорциональны основашямз. 
Высота 50 (фиг. 285) пирамиды ЗАВС равна высот 5'К пи- 
_ рамиды 5'ЕЕ@Н. Отложивъ на этихъ 
прамыхъ равныя части ЗА и 5%, про- 
ведемъ чрезъ точки (и А плоскости абс 
и е/9й соотвфтетвенно параллельно къ 
основашямъ АВС и ЕР@Н. По парад- 

‚ лжельности сФчен!я абс къ основано АВС 
мы имфемъ по предъидущему (97) про- 
порцю 


Фиг. 285. 


ав 34 


АВС “``. 5: 


и по параллельности плоскостей е/уй и ЕКСН составитея пропорщя 
_ ево _ 5 
ЕЕбН ^^ 5 ее 
но такъ какъ по заданю 50 = 5'К и по отложеню З4 = $", то 
54а? 5 


отношен1я _ 5 и - 5? 


а 


- равны; слЪдовательно также 


4 __ ей 
АВС —  ЕЕСН * 


Изъ этой пропорщи слфдуетъ: если основашя АВС и ЕРСН 
пирамидъ равномФрны, то образовавиияся с5ченя абс и еуй должны 
быть также равном рны. 

100. Теорема. Боковая поверхность правильной пирамиды 
измъряется полупериметромё нар помноженнымь на вы- 
соту пирамиды. 

Боковая поверхность правильной пирамиды А ВСОЕЕ (фиг. 232) 
равна сумуВ площадей равныхъ равнобедренныхъ треугольниковъ 
АВС, АСО, АОЕит. д., которыхъ основаня суть второны ВС, СЪ, 
РЕ ит. д. основашя ВСОЕК и высота есть апобема Аб пирамиды. 
Сумма площадей этихъ треугольниковъ равна 

1/ВС.А6- '/2С0.А@-{ у2ОЕ.А@-... = 
1/(Ве+Со-ОЕ-{...)А@; 
слВдовательно боковая поверхность пирамиды АВСПЕЕ равна 
(ве+со-оЕ-{....).Ав. 

101. Сльдетвие. Боковая поверхность правильной усфченной 
пирамиды ВСОЕ са (фиг. 283) соетоитъ изъ равныхъ равнобоч- 
ныхъ трапеши, которыхъ площади суть ВСсь = 1/>(ВС-{ 66).КХ, 
Пас = 1/2 (60- с9).КЕ, БЕ = *(ОЕ-ах).КЕ и т. д.; сл8- 
довательно боковая поверхность пирамиды ВСОЕС са равна 

(вс Со-ОЕ-{... са а!-+...).КХ, 
т. е. равна полупериметрамз оснований, помноженнымь на ато- 
вему пирамиды. 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


92) Вычислить боковую поверхность правильной четыреугольной 
пирамилы, апоеема которой въ 4 раза больше жагонали квадратнаго 
основан1я, содержащей 1,4 фута. 

93) Вычислить боковую поверхность правильной четыреугольной 
пирамиды, коей боковое ребро равно. 8,5 фута, а ребро квадратнаго 
основан1я содержитъ 10,2 фута. 

94) Ребро квадратнаго основалия правильной пирамиды, имфющей 
высоту #, равно а. Вывести выражене боковой поверхности этой 
пирамиды. 


` 95) Боковая поверхность правильной четыреугольной пирамиды, 
имфющей квадратное основаше и высоту въ 1,5 фута, содержитъ 20 
квадратныхъ футь. Вычислить бокъ основания. 

96) Полная поверхность правильной четыреугольной пирамиды, 
имфющей равныя ребра, содержитъ 68,3 квадр. фут. Сколько футъ 
содержитъ каждое ребро? 

97) Вычислить боковую поверхность правильной шестиугольной 
уеФченной пирамиды, которой аповема равна 8,5 дюйма, ребро 
верхняго основан я равно 2,4 дюйма и ребро нижняго основашя 
равно 3,8 дюйма. | 

9$) Боковая поверхность правильной треугольной пирамиды, 
которой аповема 10 футами больше бока основанйя, равна 300 квадр. 
фут. Вычислить боковое ребро и бокъ основаня пирамиды. 

99) Шестиугольная пирамида, коей основАше содержитъ 5,29 
кв. фут. и бокъ АВ основашя равенъ 2,5 фут., разе5чена плоскостью 
параллельно къ основашю такимъ образомъ, что бокъ а сфчешя, 
сходетвенный боку АВ, равенъ 1,5 фута. Вычислить площадь сЪчешя. 

100) Боковая поверхность правильной усфченной пирамиды, 
имЪющей квадратныя основаня и высоту въ 10 футъ, содержить 
262,39 кв. фут. Вычислить ребра основанй этой пирамиды, если ниж- 
нее ребро 3 футами больше верхнято ребра. 

101) Вывести выражене для боковой поверхности правый 
усЪченной пирамиды съ квадратными основашями, имфющей высоту 
й, нижнее ребро а и верхнее ребро 5. 

102) Бокъ квадратнаго основанйя правильной пирамиды, водер- 

жащей 346,1328 кв. фут., относится къ ел боковому ребру точно 
такъ, какъ 4 относится къ 11. Сколько футь содержить бокъ осно- 
ванйя? " 
103) Боковая поверхность правильной пирамиды съ квадратнымь 
основашемъ содержить 192 квадр. фута и. боковое ребро относится 
въ ребру основашя точно такъ, какъ 5 относится къ 6. Вычислить 
боковое ребро и бокъ основана. 

104) Вычислить боковую поверхность правильной усфченной 
пирамиды съ квадратными основанями, имзющей высоту въ 5,2 фута 
и стороны основан й въ 6,4 фута и 4,8 фута. (См. задачу 101). .. 

105) Ребро ВС пирамиды АВСОЕС (фиг. 283), имъющей высоту й; 


а 


равно а и прямая Фе сЪчешя, параллельнаго къ основанию ВСПЕСЬ, 
равна В. Вывести выражен!я для высотъ: пирамиды Афеа/9 и усЪ- 
ченной пирамиды ВСОЕСЬеа/у. 


ТЕОРЕМЫ, 


106) ДвЪ пирамиды равны, если основане, боковая грань и 60- 
держацийся между ними двугранный уголь одной пирамиды соотвЪт- 
ственно равны основанию, боковой грани и заключающемуся между 
ними двугранному углу другой пирамиды, п кромЪ того эти грани 
одинаково расположены въ пирамидахъ. 

107) Если раздЪлить противолежания ребра ЗА и ВС тетраэдра 
ЗАВС на двБ разныя части въ точкахъ ЕиЕ, и также раздЪлить 
противолежания ребра ЗС и АВ на дв равныя части въ точкахь @ 
и О, то точки Е, О, Е, суть вершины параллелограма. 

108). Сумма квадратовъ двухъ противолежащихь ребръ ЭВ и АС 
тетраэдра ЗАВС равна удвоенной суммЪ квадратовъ прямыхъ ЕЁ и 
С), соединяющихь средшя точки Е и Е противолежащихъ ребръ 
БА п ВС, и средшя точки @ и О противолежащихь ребръ 5С и АВ. 

109) Въ тетраэдрЪ ЗАВС. сумма квадратовь двухъ противолежа- 
щихъ ребръ ЗА и ВС, увеличенная учетвереннымъ квалратомъ пря- 
мой ОЕ, соединяющей средшя точки этихъ ребръ, равна суммЪ 
квадратовъ остальных ребръ. 

10) Прамыя ПЕ, ЕС, НК, которыми соединяются средшя точки 
противолежащихь ребръ ЗА и ВС, 5С и АВ, ЗВ и АС тетраэдра 
ЗАВС, взаимно дЪлятея на дв равныя части. 

111) Задача. По извфетнымь гранямъ тетраэдра опредфлить, по- 
средство\гь циркуля высоту и точку ея перес$ченя съ основашемъ 


тетраэдра. 


———Ь-.-.. 


А ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА. 


обины пирамиды, ус5ченяой пирамиды еъ параллельными основан1ями и ус®- 
ченной призмы. 


108. Тебрема.: До» треуюльныя пирамиды, имтюция об- 
зцую высоту ц равномпрныя основашя, равномтуны. 


= > 


Ланныя пирамиды ЗАВС и 5'абс (фиг. 286) поставлены ихъ 
Фиг. 286. 


равном рными основан!ями АВС и абе на одной и той-же плоскости; 
тогда, по равенству высотъ пирамидъ, ихъ вершины $ и Э' равно- 
отстоятъ отъ общей плоскости основашй. Раздфлимъ ребро 8С на 
какое-нибудь число ® равныхъ частей въ точкахъ Е, Г, 1, Тит. д. 
и чрезъ эти точки проведемъ плоскости параллельно къ общей плос- 
° кости основан ; тогда въ пирамид ЗА ВС образуются сБчешя РЕЕ, 
СКЬ ит. д. и въ пирамидь 5'абе сЪченя 4еХ, 9 и т. д. Такъ 
каБЪ основашя АВС и абс равномфрны, то сЪчешя ПОЕЁ и аеХ, 
равно-отстоящя отъ вершинъ Зи 5', также равном рны (99). По 
той-же причин сЪченя СЕКТ, и 91 и вообще два сфчемя данныхъ 
пирамидъ, равно-отетояшйя отъ вершинъ Зи 5', равномфрны. 

Проведя чрезъ точки 0 и Е с5чемя РЕЕ прамыя ОМ и ЕМ 
параллельно къ ребру 5С до переебчешя М и № съ ребрами АС и 
ВС, и соединивъ точки Ми №, получимъ призму РЕЕММС. Подоб- 
нымъ образомъ построимъ призму (КОРОЧЕ на сБчени @ КТ и еще 
призмы на каждомъ счени пирамиды ЗАВС. Число призмъ, вии- 
санныхъ въ пирамид БЗАВС, равно числу ® частей СР, РЕГ ит. д. 
Потомъ построимъ призиы Фе/атт, орд и т. д. на сфчешяхь аеу, 
94 ит. д. пирамиды ‘абс; тогда въ этой пирамид образуются тав- 
же п вписанныхь призиъ. 

Призмы РЕЕММС и 4е/апт равноифрны (92, 1), потому-что 
ихъ высоты равны.и основашя РЕЕ и 4еХ равномфрны. Также 


*. 
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призмы СКОРОЕ и 9/Ара, и вообще двЪ призмы того-же самаго 
порядка, находящиеся въ данныхъ пирамидахъ, ‘равибиврны; слфдо- 
вательно суима У призиъ, впиеанныхь въ пирамихв ЗАВ; а 
мфрна суммВ у призиъ, образовавшихся въ пирамилв 9/66. 


Раздфливъ теперь ‘ребро 56 на’`2» равныхъ частей и проведя 


плоскости чрезъ’ полученныя точки дфлешя параллельно къ основа- 
ням АБС и абс, построимъ опять призмы на образовавшихся сЪче- 
няхъ данныхъ пирамидъ; тогда сумма У’ призиь, вписанныхъ въ 
пирамид® ЗАВОС, будеть больше‘вуммы У: Вообще если ‘число рав- 
ныхъ частей ребра ЗС будетъ постепенно увеличено, ‘то сумма призм, 
виисанныхь въ пирамидв ЗАВС также постепенно увеличится и все 
болфе и болфе будеть приближаться къ 9бъену 0 пирамиды ЗА ВО; 
но’ какъ. бы ни было увеличено число внисанныхь призмъ, ихъ сумма 
всегда должна ‘быть меньше объема 0; т. е. объемь 0 есть предфль, 
къ которому стремится сумма виисанныхъ призиъ при постепенноиъ 
увеличении числа, 7. Въ самомъ дфлЬ, точки №, 0, Вит. д. нахо- 
дятся на одной прямой, потому-что прамыя. СЕ; ЕХ, КО, @Р ит. д. 
равны и параллельны; и прямая Т№ параллельна къ ребру ЗВ. Точно 
также точки М, Рит. д. находятся на прямой МТ, параллельной 
къ ребру БА; слЪдовательно плоскость ТММ параллельна къ грани 
ЗАВ, и образовавиийся многотранникъ ЗАВТММ есть усфченная 


пирамида ©ъ параллельными ‘основашями, высота которой, т. е. . 
разетояше” между’ плоскостями ТММ и БАВ, непремфнно меньше‘ 


части ЭТ == СЕ. Если себЪ предетавить, что число частей ребра 80, 
постененно увеличивалеь, сдЪлаетел больше всякой произвольно боль- 


ой‘ величины, то часть СК, вое ‘болбе и болЪе уменьшаяеь, будетъ 
приближалься къ нулю. При этомь и высота усфченной пирамиды 
БАВТМХ постепенно будеть приближаться къ пулю; а потому так- 
желобъемъ этой пирамиды все болфе и болЪе долженъ приближаться 


р 


къ нулю; но этотъ объемъ всегда’ должень быть больше разности, 


существующей между пирамидою-ЗАВОС и суммою вписанныхъ въ ней 


призиъ; сл6довательно при числ и, большемъ всякой произвольно 
2 


1 
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большой величины, разность между пирамидою ЗАВС и суммою впи- 
савныхъ въ ней призиъ, должна. имфть своияь предфлонъ нуль. Точно 
такихъ-же образомъ доказывается ‚что. разность между’ пирамидою 
Б'афс и суммою вписанныхъ въ ней призмъ имЪетъ своимъ пред ложь 
нуль. Такъ какъ суммы У ис вписанныхъ призмъ постоянно равно- 
м$рны, то ихъ предфлы, т. е. объемы пирамидъ ЗАВС и $'а6с дол- 
жны быть равны (П, 17). 

103. Теорема. Обжем» пирамиды измтряется одною третио 
яроизведеная ея основашя на высоту. 

1) Дана треугольная зал ЕАВС (фиг. 237). . 

т. 281; зн = Зам моавекати «6: прове- 
демъ прямыя АТ и СЕ параллельно 
къ ребру ЕВ до пересфченя О и 
Е съ плоскостью, проведенною чрезъ 
вершину Е параллельно къ осно- 

_ вантю АВС; получимъ треуголь- 
ную призму АВСБЕЕ, пиЪющую 
общее основате и общую высоту 
съ данною пирамидою. Образовав- 
шаяся. ‘призма АВСРЕЕ состоитъ 
изъ треугольной пирамиды ЕАВС 

и четыреугольной пирамиды ЕАОЕС (или 1). Проведя плоскость 

чрезъ ребра АЕ и ЕЁ, мы раздЪлимъ четыреугольную пирамиду (1) 

на двЪ треугольныя пирамиды ЕАШЕ (или ПП) и ЕАЕС (или [У)._ 

Эти пирамиды равномфрны, потому-что у нихъ общая вершина Е. 

(сльдовательно ихъ высоты равны) и ихъ основашя, равныя каждое. 

половинВ параллелограма АСЕ (П), равномфрны. Принявъ въ пи- 
рамидв (ПЛ) грань ЕЕ за оеновале и точку А за’вершину, мы за- 
мЪчаемъ, что эта пирамида АДЕЕ имфетъ общее основане и общую 
высоту съ призмою АВСОЕЕК; слЪдовательно эта пирамида равно- 
иВрна пирамидь ЕАВС (или Г). Такъ жакъ три пирамиды (Т, Ши 
ТУ), составлающия призму АВСОЕЕ, равномёрны, то каждая изъ 
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нихъ веть треть этой призмы. Зная, что объемъ призны АВСПЕК 
изифряется произведешемъ ел осповашя на высоту, мы заключаем, 
что объежь пирамиды ЕАВС измфряется третьею частью этого про- 
изведеня. 

2) Дана многоугольная пиражида АВСРЕЕ (фиг. 288). Про- 
ведя плоскости чрезъ ея высоту А@ и каждое изъ 
боковыхь ребръ АВ, АС, АБит, д., мы разсв- 
чемъ ее на треугольныя пирамиды АВС@, АСОС, 
АЕ ит. д., ииъющия высоту АС п основавтями 
треугольники ВС, С0@, РЕ ит. д., сумма ко- 
торыхъ равна основанию данной пирамиды; слфдо- 
вательно сумма этихъ пирамидъ, т. е. пирамида 
АВСПЕЕ, изхБряется одною третью произведеня 
основашя ВСОЕЕ на высоту Аб. 

Означивъ объемъ, основане и высоту пирамиды соотвЪтетвенно 
чрезъ У, А ил, получимъ для вычислешя ел объема слВдующую 0б- 


щую формулу 


Фиг, 288. 


УЕ АЛ, 
104. Следствале. 1) ДвЪ пирамиды пропорцональны произве- 


дешямъ ихъ основанй на высоты; т. е. если У = 1/зА.Й и у’ = 


1/3 А’.№’, то 
2 АА 
> Аи" 
2) ДвЪ пирамиды съ равномврными основанями относятся меледу 


собою, какъ ихъ высоты, т. е. если А = А’, то 
у в 


вая д 
3) ДвЪ пирамиды еъ равными высотами относятея между собою, 
какъ ихъ основавя; т. е, если Л =’, то 
У А 


— = — 


к дих 
4) ЛДвЪ пирамиды равкомфрны, если ихъ основанйя ее 


и высоты равны. 
24* 
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5). Чтобы вычислить объехь многогранника, должно раздфлить . 
тот многогранникъ на. ‚пирамиды, вычислить объемы этихъ пирз- 
мидъ и наконець взять ихъ сумму. Если внутри многогранника.воз- 
можно найти точку, равно-отстоящую отъ его граней, то перпенди- 
куляръ, опущенный изъ этой точки на одну изъ граней, будетъ 0б- 
щею высотою пирамидъ, составляющихъ многогравнивъ. Въ такомъ 
случа 0бземь равенз одной трети поверхности „мномлранника, 
помноженной на ‘пернендик улярз. 

105. Теорема. Успменная пирамида сё параллельными 


основашями равномтрна сумм трезо пирамидь, импю - 
чую высоту сз успченною ‚пирамидою, м 3 
основане, верхнее основанйе и среднюю зеометрическую мезебу 
этими основашями усъченной пира. ниды. 

Дана усфченная треугольная пирамида АВСОЕЕ (фиг. 259) съ 
параллельными основаняжи.. в. 
ведя плоскость ЕАС чрезъ ре 
"Аб и дагонали АЕ | р ‘граней 
АВЕО и ВСЕЕ, мы узнаемъ, что 
данная убфченная пирамида 60- 
стоить изъ треугольной пирамиды 

`ЕАВС (или Пи четыреутольной 
пирамиды ЕАСЕО (или 1). По- 
томъ проведя плоскость чрезъ ре- 
бра РЕ, СЕ и магональ СО грани 
АСЕ, мы узнаемъ, что пирамида ГП состоитъ изъ двухъ ‘треуголь- 
ныхъ пирамидъ ЕСОР (или ПТ) и ЕАСР (или ТУ); сл5довательно 
данная усфченная пирамида состолтъ изъ №: по пира 
милъ 1, Ши ТУ. “_ на 

Такъ какъ пирамида Т иифеть основашемь нижнее основаше 

АВС данной усБченной пирамиды и ея вершина Е принадлежить 
° верхнему основаню ПЕЁ, то высота пирамиды Т равна высотв дан- 
ное ченной пирамиды. Основаше ОЕЁ пирамиды ПП есть осно- 


Фиг, 289. 


= 
ване данной "ученой пиражиды и вя вери ©. инадлежить 
нижнему основанию АВС; сибдовательно Высота 1 ‚1 рава 
высот данной усвченной пирамиды, Пирамиды ТУ и НЕ, иифющя 
общую высоту, И ед] собою, какъ ихъ основашя АПС и 
сок и 3); в" 
|8  ВАОС _ АОС 
ЕСБЕ — СБ * * ..- (0; >. 
но. так вашъ треугольники АОС и СОЕ нуфютъ равных высоты, то 


ихъ площади относятся между собою, какъ ихъ основашя АСи ОК; 
АРС _ 46 о 
СРЕ № <= РЕ .... ( ). 


_ Ив нзедАый 525 пропорщй (1 и 2) составят пропорщя 
ВАРС АС | 
о ааа ГО дтэаР ЕСБЕ: БР ..(3 у 


Зная (96,2), что треугольники АВС и т Ь й 910 
площади подобныхь треугольниковъ отноеятея между собою, какъ 
квадраты сходственныхь сторонъ (ПШ, 142), мы имфемь 


т.е. 


ПОЗ авеза АбИтаа Г авезьняон 2. 
Я 4). 
о ве 
а _ Наль иЗЪ ий {Зи 4) мы получить 
ЕХрС” Улдвс. 
СРР УЕ” мы 
‚ АБС ие с (5). 


Зная, что объемъ пирамиды ЕСОЕ равенъ 1/з #. ЕЕ, гдё % 
веть высота усфченной пирамиды АВСОЕЕ, мы замфиимь въ выра- 
жени (5) объемъ ЕСПЕ равною ему величиною; получижь 


Гор ал Фи 
ЕАРС= 1/3. ЕЕ. ^ВС — 13 ВУ АВО. РЕ, 
| УрЕЕ ы 


гд8 множитель У АВО.ПЕЕ выражаетъ среднюю геометрическую ме- 
жду площадями оснований АВС.и ПЕР. Отсюда мы заключаемт , что 
пирамида ЕАОС равном рна такой пирамид, коей высота равна 


== боны 


высотЪ данной усЪченной пирамиды и основан!е равно средней гео- 
метрической между основашями АВС и ПЕК. 


2) Разефченемъ пирамиды ЗАВСОЕ (фиг. 290) плоскостью, 
Фиг. 290, параллельною къ основан!ю, 
р образовалась усфченная пи- 

рамида АВСОЕафсае. 

На илоскоети основашя 
АВСРЕ построимъ треуголь- 
ную пирамиду Э’Е@Н та- 
кимъ образомъ, чтобы ея осно- 
ваше Р@Н было раввожфрио , основаню АВСОЕ и высота 5'Т 
равнялась высот 5'К; тогда (104, 4) построенная и данная пира- 
миды равномЪрны. На высоть 5’ отложимь часть 5'/, равную от- 
рзку ЗА высоты ЭК и чрезъ точку / проведемъ плоскость параллель- 
но къ основашю ЕСН: тогда по предъидущему (99) сфчешя Хуй и 
оЪс4е равномфрны и также (104, 4) пирамиды Забсае и 5'/9й равно- 
ызрны. Такъ какъ А ВСОЕабсае =ЗАВСОЕ— Зафсае, Е@Н 0% = 
В'ЕОН— 5'/9й, ЗАВСЬЕ =8'Е@Н иЗарсае = 5'/0й, то усЪченныя 
пирамиды АВСОЕафеае и КФ Ной должны быть равномврны. Отсю- 
да мы завлючаемь, что `объемъ. усфченной многогранной пирамиды 
равенъ также сумм объемовъ трехъ пирамидъ, имющихъ общую 
высоту, равную высотв данной пирамиды, и основашями: верхнее 
основаше, нижнее основане и среднюю геометрическую межди этими 
основашями усфченной пирамиды. 


Назвавъ объемъ усЪченной пирамиды съ параллельными основа- 
шями чрезъ У, ея основашя чрезъ А ина и ея высоту чрезъ 1, полу- 
ЧИМЪ че формулу 


ии А зай 1/3 Ида ув (Аа У. Аа). 


106. ановлак Если извЪстна площадь основашя АВСОЕ= 


`А и дано отношене ›" между сходственными сторонами аб и АВ осно- 


— 811 -— 


ванй, то между. площадями а и А основанй` должно существовать 
отношене 


8 1 
Ап?’ 
откуда а==; а 


Подетавивъ : ": величину а въ выведенное выражене У ‚ пояучимъ 


= 4+). 
Эта формула удобно примфнлется къ - чиесленныхь во- 
просовъ. 


ПримЪръ. Вычислить объемь усфченной пирамиды, высота 
которой равна 3 футамъ и основания суть правильные шестиугольники 
©ъ сторонами въ | футъ и 2 фута. | 


— Площадь А=6 УЗ. Отношене =. Высота А —3. Объенъ 
у = кА, + 1/1) =18,186595 куб. фут. 


107. Теорема. Объеме усъченной треуюльной призмы ра- 
венз он орнох трех» п „ пирамидз, коих» 0б- 


ацее основане есть нижнее основана ‚ призмы и соотвътствую- 
ащея вершины суть вершины верхняю основаная. 


Дана усЪченная треугольная призма АВСЬЕЕ (фиг. 291) п изъ 

Фиг. 291. ‚ вершинъ 0, Е, К ея верхняго основаня ону- 
щены перпендикуляры ре, ЕН, ЕК на плос- 
‘кость нижняго основашя. Чрезъ ребро АС и 
ллагонали ЕА и ЕС траней ВАТЕ и ВСРЕ 
проведя плоскость, мы узнаемъ, что’ данная 
призма состоитъ изъ треугольной пирамиды 
ЕАВС и четыреугольной пирамиды ЕАСЕО. 
Чрезъ ребра ЕС и ЕЮ проведя плоскость, мы раздлимь пирамиду 
ЕАСРО на двб трёугольныя пирамиды ЕАЮС и ЕСПЕ; слфдова- 
тельно данная усЪченная призма состоитъ изъ трехъ треугольныхъ 
пирамидъ ЕАВС, КАРС, ЕСЬРЕ. Пирамида ЕАВС имфеть основа- 


= бак 


„шемъ треугольникъ АВС и. высоту ЕН. Принаявъ точки Шуи А, яе- 
жация на прямой, параллельной къ грани ВСЕЕ, за вершины“иира- 
мидъ ЕСОЕ и ЕАВС, мы узнаемъ, что эти пирамиды относятся ме- 


жду 60бою, какъ ихъ основаны ЕСЕи ЕСВ (10 4, 3); т.е. во = 
=. 


‚ Треугольниви ЕСЕ иЕСВ, находашиеся между параллель- 
НЫМИ = ЕС и ВВ; имфють равныя высоты и относятся между 


р . ЕСЕ __ ЕС 
с0бою, какъ ихъ основан; т.е. вв = кв: ИЗЪ. полученныхь 
ЕСРЕ __ ЕС 


пропорщй составитя -Глвс =ев; НО такъ какъ треугольники 
с ЕВН подобиы и о Ш чо м = 


- Пирамиды ЕАРС я ЕСПЕ, няъюшуя общую вершину ‘и‘сл%- 


довательно общую высоту, относятся между. собою, какъ ихъ. осно- 


БАРС _ = 
вашя; т, е. ЕСОЕ— о рольвих РСА и ВСЕ, заключен- 


ные между ао прямыми АЛ и СЕ, `имфють равныя вы- 


соты и слфдовательно относятел между с6б0ю, как их основан!я; т. е. 
16. ВА, А , 
Боро = бо: Изъ двухъ поелфднихь пропоршй составится 


В Е ; но изъ подобныхь ем АС и СЕК мы 


имъемь нЕ <=? ; «яЪдовательно на Об `Тавъ какъ 
пирамиды ВАВС; ЕСОЕ, ЕАБЕ. пропорцтональны ихъ высотамь 
ЕН, ЕК, 06 и объежь пирамиды ЕАВС равенъ = -.® то на 


основащи (104; 2) м либо ИОП и ВАС = 
„АВС. 3 у 
8. 


к 3 ка 
‚ вжаечии ; 


Назвавъ НЙ верхняго сах усв- 
ченной призмы отъ нижняго основашя АВС чрезъ, №7, №“ и иао- 
щадь, основания ‚АВС чрезъ А, получциь слЬдующее выражение ка 
У усЪченной призмы а Ван 


УзА + Ан А инд. (54и 


АР 


- 108. Сльдетвте. Въ уе5ченной прямой ‘призи® пернендикуляры 
16, ЕН, ЕК ‹овиадають съ боковыми ребрами РА ЛЕВ; ЕС и осно- 
ване АВС сдфлаетея прямымъ сЪченемъ; тогда есь фор- 
мула обратится въ _ ( НФ 
а у = Вс. (Е); 


‚слфдовательно усьченная прямая „Ярчама, узипрлется произве- 

`дещема ея прямаю спченя на ра армометтескую ея 60- 
боковыть реберь. накоттзфт Зханора ОА 

Основываясь на формул, по которой вычиеляется объем усф- 

Фиг. 293. — ченной прямой призмы, можно вывести еще выра- 

-*  жеше для объема усфченной наклонной призмы. 

Для этого раздфлимь усфченную наклонную призму 

АВСБЕЕ (фиг.292)) прамымъ сЪченемъ КСМ надвь 

усфченныя прамыя призмы КЬМАВС и КЫМПЕЕ. 

По предъидущему объемы этихъ призмъ равнаютел 


‚ КМАВС = в (“О ), 
КЫМОЕЕ- КОМ. мы 
Е+ СР 


откуда АВСОЕЕ-= КИМ. (АРВ 


т. 6. 0бъеме успченной наклонной. призмы равенз произведено 
площади ея а стчешя на ааа ариэметическую ся 
рек с 95 Нялая 

109. В Вывести р, для объема мноюран- 

ника, яраниченнаю параллельными прямоуюльниками АВС) и 

Фит. 298. ЕРСН(фие. 293) итрапешями АВЕЕ, 

СОН@, ЛЕНЬ и ВС@Е, зная, что 

АВ:==а, ВС —0, ЕЕ =с, Ед = Чи 

_ разстояще 1Х между зранями АВСП 
и ЕСН. ‘равно й. 

Проведежь прямое сфчеше ТКТМ и 


— Ам — 


потомь разсвчемъ данный многогранникъ плоскостью, проходащею 
чрезъ ребра ЕЁ и ОС на двф ус5ченныя наклонныя призмы АДЕВОЕ 
и РЕНСЕб. Объемь призмы АБЕВСЕ (см. 108), имвющей прямое 
сЪчеше ИМ, рые в = пм. (-^* ве )=^ `(2а-{ 6), потому- 
ни 1х. 
2 
ны имфющей прямое сЪчеше ТКТ», равенъ ©’ = ТКТ. е-: —=— _) 


к. \ 
=>. -Я (2с + а), потому-что площадь треугольника КЁ = сы == 


что площадь треугольника ПМ = =№. Объемь призмы 


&. Наконецъ объемъ даннаго инотогранника равенъ 24 
Уи И (ао (ео)... (1). 

Шо этой формул вычислимъ объемъ земляной насыпи, которой 
нижняя длина АВ == 25 саж., верхняя длина ЕЁ — 18 саж., ниж- 
ная ширина АР = 15'/з саж., верхняя ширина ЕН = $'/4 саж. и 
высота 1Х = 31/2 саж.; тогда о 

ЕР о. А (о; 18-25) — = 
908 13/4з куб. саж. 

Въ выведенномь выражении, У предположивъ 4 = 0, получимъ 

формулу 

У= (а 0....... @), 
которою выражается объемъ усфченной треугольной призмы, имЪю- 
щей основашями равные равнобедренные треугольники, одною боко- 


вою гранью прямоугольникъ и остальными гранями трапещи. 

НЫ что прямоугольники АВС и ЕР@Н подобны, 
т. в. === . Поноживь оные члены этой пропорщи на а 
и вы члены на (1, получимъ м — = ; откуда а*а? = аф.са 
и а4 =У 46.са. Потомъ дадимъ формул (1) слдующй видъ 


У = (26 - к -+ 24-4 аа). 


— 35 — 


Такъ какъ по задаю аи а — $5, то ее» ВЫ-. 
ражене обратитея въ 495 


= (даб са За) = А вы 
Наконець подставивь У 45.4 вифето а4, получимъ формулу 
У (46-+ са-НУа.е4), 
которою выражается объемь усфченной пирамиды съ параллельными 
основашями (105, 2). 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


112) Вычислить объемъ правильной шестиугольной пирамиды, коей 
высота равна 18 фут. и бокъ осповашя равенъ 5 футамъ. 

113) Бокъ квадратнаго основан!я правильной пирамиды равенъ 
3,2 фута и ея боковое ребро равно 15,8 фута, Вычиелить ‘объемъ 
этой порамиды. 

114) Вычислить объемъ правильной треугольной пирамиды, коей 
боковое ребро равно 3,2 фута и периметрь основашя ‘разенъ 8,4 
фута. 

° 5) Вычислить объемъ треугольной пирамиды, у которой каждое 
боковое ребро равно’ 6 футамъ. 8 

116) Высота пирамиды равна 8,4 ‘фута и стороны основан ‘со- 
держать 2,4 фута, 4 фута и 3,2 фута. Вычислить объемъ этой пи- 
рамиды. 

117) Боковая поверхность правильной пирамиды равна 50 ква- 
дразнымь футамъ и бокъ квадратнаго основан я равенъ 2,5 фута. Вы- 
числить объемъ этой пирамиды. 

118) Боковая поверхность правильной пирамиды, имЪющей ква- 
дратное основане в высоту въ 14 футъ, содержитъ 735 квадратныхъ 
футъ. Вычислить объемъ этой пирамиды. 

. 19) Вычислить бокъ квадратнаго основашя правильной пирами- 
ды, которой высота равна 12 фут. и объемъ равенъ 768 куб. фут. 

120) Найти бокъ квадратнаго основаня правильной пирамиды, 
которой объемъ равенъ 7,775 куб. фут. и боковое ребро втрое боль- 
ше бока основания. 

121) Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиды, кото- 


—_ 616 —— 


торой объемъ равенъ 96 куб. фут., вдвое. больше стороны ея правиль- 
наго основан! я. Сколько футъ содержить бокъ основан!я? ` 

122) ВеБ ребра правильной пирамиды сь квадратнымь основа- 
н!емъ, содержащей 1,8856 куб. фута; равны. Сколько футъ содержитъ 
каждое ребро? 

123) Высота правильной пирамиды, содержащей 66,499 куб. фута, 
15 футами больше бока ея квадратнаго основан!я. Сколько футъь со- 
‚держитъ эта высота? 

29 Сколько вЪсу въ пирамид® изъ песчанника, коей боковое 
ребро содержитъ 4 ар., ребро АВ прамоугольнаго осповашя АВС 
равно 13/з ар. и. ВС, вно. 11/8 ар., если. вфсъ куб. вершка 
воды равенъ 20,58 золот. и ось ПОЧВЕ СОстввлаеть 2,11 вБса 
воды? 41 т 

125) Нижнее основанше с неаныя пирамиды содержитъ 16 квад. 
футъ, верхнее основаше 9 квад. футъ и высота равна 8,7 фута. Вы- 
чиелить объемъ этой пирамиды. 

126) Вывести выражеше для объема правильной рлиный пира- 
миды съ крадратными основавями, означивь бокъ нижняго осно- 
ван! я чрезъ а, ‘бокъ верхняго основан!а чрезъ 6 и высоту пирамиды 
чрезъ 1. 

127) Вычислить площадь большаго основанйя усфченной пирамиды, 
которой объемъ содержитъ 916 куб. футъ, высота равна 12 футамъ 
и площадь меньшаго основан1я равна 25 квад. фут. | 

128) Объемъ усфченной правильной четыреугольной пирамиды 
содержитъ 21,546 куб. фут. и стороны ея основан1я равны 2,7 ‚фут. 
и 1,8 фут. Сколько футъ содержитъ ея высота? 

129) Объемъ усБченной правильной четыреугольной пирамиды, 
коей высота равна 15,6 фута, содержить 353,392 куб. фут. Сколько 
футъ содержить сторона ея большатго квадратнаго основашя, у 
бокъ менынаго основаня равенъ 3,4 фута? . 

130) УсБченная правильная треугольная пирамида, въ в 
бокъ нижняго основания 2 `футалиг больше бока верхняго основания, 
содержить 42,434 куб. фут. и 6 футь высоты. Вычислить стороны 
этихъ основан. 

131) Требуется приготовить желфзную тирю, вЪсомъ въ 5 пудъ, 
въ видЪ уеБченной правильной шестигранной пирамиды, коей верхнее 
ребро должно равняться 6 дюймамъ и нижнее ребро 4 раны Знал, 


— 9% — 
что вЪсъ кубическаго дюйма воды равенъ 3,84 дюйма и желЪзо въ 


7,2 раза тяжел$е воды, опредЪлить высоту гири. века эк -й ту 

132) Вычислить объемь усбченной призмы, коей боковыя ребра, 
равны 12,4 фут., 15,6 фут. и 11 фут., а ея прямое сфчеше равносто- 
роннй треугольникъ съ периметромъ въ 7,2 фута. ‚нва 

133) ОпредЪлить площадь прямаго сЪченя усЪченной треуголь- 
ной призмы, содержащей 28 дз куб. фут., зная, что ея боковыя ребра 
равны 83/4 фут., 7*/5 фут. п 6\з фут. 

‚ 134) Боковыя ребра усЪченной. треугольной. призмы относятся 
между собою, какъ числа 7,9 и 14, ея объемъ равенъ 100,8 куб. фут. 
и площаль ея прямаго сЪченя равна 8,4 квад. фут. Вычислить боко- 
выя ребра. - 

135) Стороны квадратпыхъ основашй усЪченной пирамиды равны 
412% фут., а каждое боковое ребро равно 6 фут. Вычислить объемъ 
этой пирамиды. 

136) Требуется вырыть ровъ такимъ образомъ, чтобы его верхняя 
длина равнялась 45 саж., глубина равнялась 6 фут., верхняя ширина, 
равнялась 2 3 саж., нижняя длина равнялась 42 саж. и вижняя шири- 
на равнялась 51/2 фут. Вычислить кубическое содержаше этого рва. 

137) Для проложешя желЪзной дороги требуется прорыть гору 
такимъ образомъ, чтобы выемка представляла усЪченную треуголь- 
ную призму, которой прямоугольная грань АСЕ находится на го- 
ризонтальной плоскости, проходящей чрезь подошву горы, а гори- 
зонтальное ребро ВЕ проходитъ чрезъ вершину горы. Зная, что высо- 
та @Н горы равна 512 саж., длина ВЕ = 11 саж., длина СЕ=20 саж. 
и длина АС=70 саж., опредфлить объемъ этой выемки. 


ТЕОРЕМЫ. 


| 138) Если чрезь ребро ВС правильной треугольной парамиды 

АВСР и средину Е иротиволежащаго ребра АО провести плоскость, 
то пирамида раздВлится на двЪ равномфрныя треугольныя пирамиды 
_ ВАСЕ и ВСПЕ. 

139) Параллелопицедь, построенный на трехъ ребрахъ ЗА, АС, 
АС треугольной пирамиды ЗАВС, сходящихся въ вершинЪ А, въ шесть 
разь больше этой пирамиды. 

140) Плоекости, проведенныя чрезъ кий ребра БА, БВ, БС 
треугольной пирамиды и соотвфтетвенно раздЪляюция углы ВАС 
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АВСи АСВ на двЪ равныя части, пересЪкаются по направлентю одной 
и той-же прямой. 

141) Плоскоети, проведенныя чрезъ боковыя ребра какой-нибудь 
пирамиды перпендикулярно къ ея основан!ю, пересБкаются по на- 
правленю одной прямой. 

142) Если чрезъ средвтя точки ребръ треугольной пирамиды ЗАВС 
провести прамыя параллельно къ противолежащимъ ребрамъ, то обра- 
зуетея пирамида, равная данной. 

143) Плоскости, раздЪляюнщия двугранные углы ВАЗС, АВЗС, ВСЗА. 
треугольной пирамиды соотвЪтственно на дв раввыя части, ии 
каются по направленно одной той-же прямой. 

144) Если боковыя грани ЗАВ, ЗВС и ЗАС ной в 
ЗАВС равны, то сумма периендикуляровъ, оп енныхь изъ какой- 
нибудь точки О основан!я АВС на боковыя грани, есть величина по- 
стоянная. 

145) Прямая ЕЁ, соединяющая средшя точки Е и Е двухъ про- 
тиволежащихъ ребръ АВи С тетраэдра АВСР, раздфляетъ на двЪ 
равныя части всякую прямую СН, пересфкаю 1съ прямою ЕЕипро- 
веденную между двумя противолежащими ами АС и ВО. 


ПЯТАЯ ГЛАВА, 


Подобные УНогриаир Отношеше ихъ поверхностей и объемовъ. Правиль- 
ные многогранники. 

110. Два многогранника называются 2одобными, еели ихъ гра- 
ни соотвфтственно- подобны и многогранные углы, составляемые по- 
добными гранями, равны. Вершины равныхъ миоготранныхъ угловъ 
двухъ подобных многогранниковъ называются соотвътствующи- 
ми вершинами. Два ребра, коихъ оконечности суть соотвтетвую- 
щия вершины двухъ нодобныхъ многогранников», называются с20д- 
ственными ребрами. 

Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ, но равенству многогран= 
ныхъ угловъ, всф двугранные и плоск1е-углы должны быть соотв т- 
ственно равны. 
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_ 111. Теорема. Глоскостью, проведенною параллелино из 
основаню пирамиды, опредъляется пирамида, подобная данной. 
Въ данной пирамидв ЗАВСРЕ (фиг. 290) образуется ефчене 
афсае плоскоетью, проведенною параллелюно къ основанию АВСОЕ;. 
это сфчеше служитъ основашемъ пирамидв Забс@е, которая должна 
быть подобна данной пирамидв ЗАВСОЕ. Въ самомъ дфлЬ, много- 
угольники АВСОЕ и асе подобны (96, 2) и по параллельноети 
прямыхъ АВ и ар, ВС и фе, СЛ и с4 ит. д. боковыя грани ЗАВ 
и Заб, ЗВС и 56е, 300 и Зса ит. д. также подобны. Потомъ пи- 
рамиды ЗАВСРЕ и Забс4е имфютъ общий многогранный уголъ 5; 
также трегранные углы А из равны, потому-что они содержать об- 
щи двугранный уголь ВАЗЕ; ДЗАВ= Д.Заб и ДЗАЕ= Д Зае. 
Точно также доказывается равенство прочихъ трегранныхъ угловъ. 
112. Теорема. До» треуюлькыя пирамиды подобны, если 
дв% 'рани одной подобны двум 'ранямз друюй пирамиды, оди- 
наково с5 ними расположенным, и двйранные уфлы, заключен- 
ные между этими зранями, равны. 
Въ данныхъ пирамидахъ ЗАВС и забс (фиг. 294) грани ЗАВ 
Фиг. 294. и ЗАС соотв тетвенно подобны гранямъ 
заб и зас, и двугранные углы ВАУС и 
фазс равны. Помфетимъ пирамиду абс 
въ пирамиду ЗАВС такихъ образомъ, 
> Чтобы вершина $ совпала въ вершиною 
$, и грани, составляющия двугранный 
уголь базс, улеглюсь на граняхъ, состав= 
ляющихъ двугранный уголь ВАЗС. Такъ какъ треугольник Ъ аб по- 
добенъ треугольнику ЗАВ и вершина а совпала съ точкою 0 ребра 
ВА; то ребро я помфстится на ребрф ЗВ и точка в упадетъ въ та- 
кую точку Е ребра ЗВ, чтобы ребро аб приняло положеше ОЕ, па- 
раллельное къ АВ. Также по подобю треугольниковъ <ас и ЗАС, 
ребро зе помЪетитея: на ребрЪ ЗС и точка с упадетъ въ такую точку 
Е ребра 36, чтобы прамая ОЕ была параллельна къ ребру АС 


— 95 


Отеюда слЪдуетъ, что основан‘ аре‘приметъ положене греугольника, 
УЕЕ; коего плоскость по предъидущему (39) параллельна къ‘ оенова- 
нию А ВС. Зная (111), что-пирамида ЭОЕЕ подобна пирамидь ЗАВС, 
мы заключаемь; чтотавже пирамиды сзафе и ЗАВС подобны. | 
113. Теорема: Деа мнокаранника, состоящие изь одина- 
каю  чисаа тодобныхль’ и ны нариес ни ь 
дровь; подобны. 07 
п Пирамиды КООЕли /с4е; ЕВОЕ‘ и ‚ебу; и ВЕЕ@ ин 
подобны и одинаково расположены (фиг. 295): Требуетея доказалъ, о 
“$ данные нии ия. равны 
коФыо 300 ТЕОТО м а) бхожитенныя трани дан- 
ныхъ  мнотогранниковъ; ^ с0- 
стоящих ‘изъ одинакаго’ чи= 
сла подобныхъ ‘и’ одинаково 
расположенных» треугольни- 
ковъ, подобны; такъ напри- 
мВръ грани ВСОЕ- и 6646 
подобны; потому-что треугольники СОЕ и сае, ВСЕ и се, ихъ со- 
ставляющие, подобны. Кромв того треугольники СОЕ и ВСЕ нахо- 
датся въ одной плоскости; а потому двугранные углы КСЕР и ЕСЕВ 
двухъ тетраэдровь КОРЕ и ЕВЕЕ взаимно дополняются до двухъ 
прямыхъ угловъ. Мо подобию тетраэдров /с@е и ЕСОЕ, ес/ и 
ЕВСЕ. мы заключаемъ, что двугранные углы /сеЯ и Гсеь, соотвт- 
ствующе двуграннымь угламь ЕСЕО и ЕСЕВ, составляють вмфет 
два прямые. угла; ‘& потому треугольники с@е и се находятся въ 
одной плоскости и ‘составляютъ грань бс4е, подобную грани ВСОЕ». 
6) Многогранные углы данныхъ многогранниковъ равны, потому- 
что сходственныл грани’ подобны и одинаково расположены; елЪдова- 
тельно вс плоскле углы должны быть равны и одинаково располо= 
жены. Кром того соотвфтетвующие двугранные углы этихъ много- 
гранныхъ угловъ равны, потому-что. два соотвфтетвующие двугранные 
гла, как напримвръь ВАСЕ и Баде; принадлежане двумъ подоб- 
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нымъ тетраэдрамь АВЕ и 9аве, равны; или-же два соотвЪтетвую- 
ще двугранные угла составлены изъ суммы соотвфтетвенно равныхъ 
двугранныхь угловъ; такъ нанримбръ двугранный уголь СВЕА, 
образуемый двумя граняжи ВСОЕ и АВЕ перваго многогранника и 
состоящий изъ трехъ двугранныхь угловь ВСЕК, ЕЕВС, ЕВА 
тетраэдровъ ЕВОЕ; ВЕЕ@, бАВЕ, равенъ двугранному углу сбеа, 
образуемому двумя гранями бс4е и абе втораго миогогранника и с0- 
стоящему изъ трехъ двугранныхъ угловъ бсеХ, еб, дефа тетраэдровъ 
ефсу, Бе/ц, дафе, потому-что эти тетраэдры по заданию подобны те- 
траэдрамъ ЕВСК, ВЕЕ@, САВЕ и одинаково съ ними расположены, 

114. Обратное предложен1е. Доа подобные тетраэдра 
мопутз быть раздълены на одинакое число как и одина- 
ково. расположенных» тетраэдровъ. 

Предположимъ что точка Е (фиг. 395) лежитъ внутри данкато 
многогранника. Соединивъ эту точку съ вершинами многогранника,- 
мы раздЪляемъ его на тетраэдры. Такъ какъ вершинамь С, 0, Е 
образовавшагося тетраэдра КСОЕ соотвётетвуютъ вершины с, 4, © 
втораго многогранника, то мы проведемъ плоскость /се такимъ обра- 
зомъ, чтобы надъ плоскостью с4е образовалея двугранный уголъ 
асе’, равный двугранному углу ОСЕР, составляемому плоскостью 
ЕОЕ надъ плоскостью СОЕ. Потомъ построимъ въ плоскости се, 
треугольникъ „/се, подобный треугольнику КСЕ, и раздфлимъ второй 
многогранникъ относительно точки / на тетраэдры точно такъ, какъ 
первый многогранникъ раздфленъ на тетраэлры относительно точки 
Е. Теперь докажемъ, что тетраэдры, образовавитеся въ данныхъ 
иногогранникахъ, соотвфтетвенно подобны, и для примфра сравнихъ 
тетраэдры КВСЕ и ./№се. Грани ЕЕС и ес этихъ тетраэдровъ, при- 
надлежания подобнымь тетраэдрамь ЕСЕЛ) и /се4, подобны. Также 
грани ЕСВ и сб, какъ соотвтетвующия грани данныхъ иногогран- 
никовъ, подобны. Кром того; если треугольники ЕСТ) и ВСЕ ле- 
жатъ въ одной плоскости, то двугранные углы ВСЕЕ и все, кото- 


рыми равные двугранные углы ОСЕР и @се/ дополняются до двухъ 
25 
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ирямыхъ угдовъ, должны быть равны; но также если треугольники 
ЕСР и ВОЕ не лежать въ одной плоскости, то’ двугранные. ‘углы 
ВСЕЕ и 2ее/ равны» потому-что ВСЕР = ВСЕБ -— ЭСЕЕ и бсеХ = 
рее4 —- ЧееХ, гдЪ двугранные/ углы! ВСЕО и се] данныхъ много- 
гранниковъ по’заланио равны и двугранные углы ОСЕР и 0 се подоб- 
ныхъ тетраэдровъ КОРЕ и/сае равны. Отсюда слдуетъ, чтотетраэдры 
ЕВСЕ и / се во всякомъ случа подобны (113). Точно тавже дока- 
зываетел подоб1е остальныхЪ тетраэдровъ. 

115. Сльдетвте. Дв$ точки Ри / называются соотвиутетвую= 
щими, еслигони взяты относительно двухъ подобныхъ многогранниковъ 
такимъ образомъ.; что прямыми; соединяющими" точку Е съ вершинахи 
Е, В, Е первато многогранника, и прямыми, соединяющими точку №еъ 
соотвфтетвующими вершинами с, 4, евтораго мнотогранника; образуются 
два подобвые и одинаково расположенные тетраэдра ЕСОЕ ‘и Уе4е. 

_ Двф прамыя Ю@ и /у называются схтодственными относительно 
двухъ подобных многогранниковъ; ‘евли оконечности Киб, и также 
Ди д, суть соотвЪтетвующия точки. 

116. Слэдсетвте. Оходетвенныя ребра двухъ подобныхъ ‘мно-= 
готранниковъ пропоршональны. Въ самомъ дЪлЬ, изъ подобныхъ 
ереси ое - ча ВЕР и Че}, ЕЕ@ зе ИТ. ы мы т еоины 

Пре ЗЕЕ тд 
117.Теорема. Деъкамя-нибудь стодетвенныяпрямыя т ротор 
зиональны сходственнымеранямедвуть подобнытьмнонлранниковз, 

Даны дв» сходетвенный грани АВСОЕ и асе (фиг. 296) двухъ 

Фиг. 296. ^^” подобныхь многогранниковь и дв 

д: казтя-нибудь сходетвенныя прямыя 
мт. и. Побтропмь тетраздры 
``’ РАВби Лабе, и тетраэдры САЗВе 

и 942. По подобю тетраэдровъ 
КАВС и /е, и тетраздровъ 
САВС и 9а6е, также тетраэдры 

’ Аб и Хасд должны ‘быть’ '10- 
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добны. Въ самомь дл, грани РАС и САС ситьтетвенно подобны 
транямъ /ас и дас и двугранные углы РАС@ и Лас. равны, потому- 
что РА6=РАСВ— АСВ, /асд = Гась— дасф, ЕАСВ = Хась и 


АСВ = 96. Изъ подобныхъ тетраэдровъ КАВС и Лафс получится 
АВ ва. 


а. - И ИЗЪ подобныхь ро КАСС и /асд выводитея 
_Е6 - — “Ас т ел% ва Ю:—=— — АВ, 
7 т-= ас‘ до: тельн. т: — ав . 


118. Теорема. Обземы двух подобные пирамидь отно- 
сятся между собою, какз кубы стодственныхе ребрз. 

1) Даны два подобные тетраэдра ЗАВС и забс (фиг. 294). 
Помфетимъ менышй тетраэдръ въ большемъ такимъ образомъ, чтобы 
основаше абс приняло положеше ОЕЕ, параллельное къ основано 
АВС. Объенъ тетраэдра ЗАВС, ихфющато основаше АВС и высоту 

5 $Н 
ЗН, равенъ У =“ - и объемъ тетраэдра, инБющаго основание 


РЕЕ. 5 


РЕЕ и высоту 51, равенъ х =-—— 5; а потому отношение ‘между 


этими объемами равно’ 


= 8% ви. 
— ЕЕ. , 
но по параллельноети плоскостей РЕЕ и АВС мы имЪемъ (96, 97) 
АВС _ _ЗН' ЗН 1584 геем 
"ОВ. ков - 
слЪдовательно 
АИ РТИ 
те ^ 


2) Даны два подобные многогранника У и У', которые разд%- 
лены на одинакое число подобныхь и одинаково расположенныхъ 
тетраэдровъ Р, Р'’, Р"..... ‚р, р, р“.... Зная, что сходетвенныя 
ребра подобныхъ многогранниковъ пропорцюнальны (116) и объемы 
подобныхъ тетраэдровъ вас кубамъ ихъ сходственныхъ 


ребръ, мы имфемъ Оба: 
== ее ть, 


< АВ’, Р вс онаы Вх, ы 
бы 
ИИ в 43 у 
р оааАь мибее Во д ВАШИ: В .. 
Ул: > ыы О А ай ИТ, Де, 
я МЕ ТР АВ* 
= р =... =» И Наконець 
г РРР... в” АВА 
р-+ь’ "+... а‘ 


119. Сльдствте, Такъ какъ площади подобных треугольни- 
ковъ пропорщюнальны квадратамъ сходственныхъ сторонъ, то. ‘т 


295) Е} \ ы2 
АВЕ дв  вЕб в’ бов. Е 
о ыг Я’ бананы 66 те -= оф 


НБ —= и = с4-= ИТ. Д., слФдовательно 
АВЕ АВ. ВЕС... В СЕ В". 
ет Сы Дань 


гттт 


откуда ао ит ‚ .. мы } > == А; ето 
АВЕ--ВЕС--СОЕ--.... _ АВ’. 
афе -+ Фес {+ сае-+ .... —  щ’ › 


т... поверхности двухь подобныть мноолранниковь иронерм- 
нальны квадратам® ить стодственныть ребуь. 

120. ПримЪръ Г. Даны деъ подобныя четыреуольныя пи- 
рамиды сз квадратными основанйями. Высота первой пирамиды 
равна 4,8 фут., ея бокз основашя равень 9,5 фут. и обземь 
второй пирамиды равенз 8 куб. фут. Вычислить высоту и бокъ 
основаная второй пирамиды. 


Объемь. первой пирамиды. равен 113.(2,5)?.4,3 = 10' О куб. ‚фт. 


Означивъ высоту в второй | пирамиды презь № ив ‘основан 
чрезь а, получимъ 


С ЗФ "0 Зм. А. 
у тах рати 18 № ат ал ; ФТКуда им ТОй 


рые а сдафиена 3508 2,25 ‘фута съ точ 
ностью до 0,01 фута. го со 


м. 4 


= = 


—_ Иримръ И. Вычислить объем прямоуюльнаю паралле- 
Зонынедии котораю измтрешя пропормеоналины ыы ы 5, 9 
и повертность равна’3 квадр. футаме. 

Повёрхноеть прямбугольнато параллелоницеда, котораго виуе 
зил суть 4 фут., б` фуги 9 фут., равна 

2.(4:94- 4.6 6.9) = 228 квад. фут. 

'Объемъ этого параляелонииеда. `равенъ. 216 куб. фут. 

`Означивъ объемь искомаго параллелолипеда, чрезь 1 и А и чрезъ 
а ето изифрене, че ебут ыы 4 фут, получииь — 


и 


в= г 588 зе 


Ио второй пропорцуи ош 4— р ут ‚ подотавимь у 95 
ичину въ первую пропорцю; п Подучиь поки 


— ы у — 21 
216 — вау 19' ть 1эу: 19 — 0,326, 570. фут, 


‹ъ точностью до 0;001 куб. фут. 

121. Правильные многогранники. Если многогранникъ 
составлейъ изъ правильных фигуръ одного рода такимъ образом, 
что въ каждой вершин его пересВкается по равному числу граней, то’ 
онъ называется правильнымь; слБдовательно въ правильномъ много- 
гранник$ вс ребра, а также веф углы, составляемые ребрами, должны 
быть равны. 

Чтобы узнать, какля правильных фигуры могутъ образовать пра- 
вильный многогранникъ, мы обратимъ внимане на слЪдуюния обстоя- 
тельства: въ каждой вершин многогранника должны пересфкаться 
не меньше трехъ граней, и сумма иплоскихъ угловъ всякаго много- 
граннаго угла должна быть меньше четырехъ прямыхъ угловъ. На 
этомъ основаши изъ угловъ правильнаго треугольника возможно обра- 
зовать углы: трегранный, четырегранный, пятигранный, потому-что 
3. 60° <360°, 4. 60° < 360°и5. 60° < 360°; но шестигран- 
ный уголъ не можеть быть составленъ изъ этихъ плоскихъ угловъ, 
потому-что 6. 60° = 360; слЬдовательно изъ правильныхъ треуколь- 
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иковЪ возможно составить правильные иногогранники трех различ- 
ныхь видовъ. Изъ угловъ квадрата составится только трегранный 
уголъ, потому-что 3. 90° < 860°. Четыре угла квадрата, и слёдо- 
вательно больше четырехъ угловъ, не могутъ образовать многогран- 
наго угла, потому-что 4. 90° = 3609. Отсюда слёдуетъ, что изъ 
квадратовъ возможно составить только одинъ правильный многогран- 
никъ. Изъ угловъ правильнаго пятиугольника можно составить только’ 
трегранный уголь, потому-что 3. 108° < 360° и 4. 108° >> 3600; 
слфдовательно изъ правильныхъ пятиугольниковъ составится только. 
одинъ правильный многогранникъ. Такъ какъ 3. 120° = 360°, 
3. 1284/°> 360°, 3. 185°>> 360% и т. д., то мы завлючаемъ, 
что изъ правильныхь многоугольниковъ, имфющихъь больше пяти 
сторонъ, невозможно образовать правильныхъ многогранниковъ. От- 
сюда сл$лдуетъ, что существуютъ правильные многогранники только’ 
пяти различныхь видовъ. 

1) Составивъ трегранный уголъ изъ плоскихъ ‘угловъ АЗВ, АЗС, 
В$С (фиг. 268), равныхъ каждый 60°; отложимъ на ребрахъ рав- 
ныя части ЗА, ЭВ, 5С и проведемъ плоскость чрезъ точки А, В, С; 
тогда образуетея многогранникъ, ограниченный четырьмя равными 
правильными треугольниками и содержащий четыре равные трегран- 
ные угла. Этотъ многогранникъ называется правильным тетра- 
эдромь (четырегранникомъ). 

2) Построимъ четырегранный уголъ, котораго плоекле углы с0- 
держать по 60° каждый, и отложимъ на’ ребрахъ (фиг. 297) рав- 

Фиг; 297.. - ныя части БА, ЗВ, 5С, ЗБ; тогда полученныя точки 
; А, В, С, Б находатся въ одной плоскости. Въ са 

/ \ = мощь дваБ, плоскость, проходащая чрезъ точки А, 
ее с В, С; совпадаетв съ плоскостью, проходящею чрезъ 
дос соточки А, В; Бу потому-что трегранные углы ВАСЗ: 

\ У иАВТЗ, содержаще общий двугранный уголь САВУ 

т (или РАВЗ) и равные, прилежание къ нему плоб- 

ме углы (66), равны. По равенству прячыхь АВ = В6 == 60 = РА 
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мы заключаемъ, что‘плоскость, ими ограниченная, сеть квадратъ. По- 
стронмъ съ другой стороны плоскости ‘АВЕО пирамиду З'АВСО, 
равную пирамид ЗАВСО; получится многогранникъ, ограниченный 
восьмью равными правильными треугольниками и содержаний шесть 
равныхъ четырегранныхь угловъ. Этотъ многогранникъ называется 
октаэдромь (восьмигранникомъ). 
3) Построивъ пятигранный уголь З (фиг. 298), котораго плос- 
‚ Фаг..298. ‚ ые углы содержать по 60° каждый, отложимь 
на его ребрахъ равныя части ЗА, ЗВ, 50, 5), 
ЗЕ; тогда плоскость, ограниченная прямыми 
АВ, ВС, СО, ОЕ и ЕА, будетъ правильный 
_ нятиугольникъ. Въ самомъ дфлф, точки А, В; 
0, 0 лежать въ одной плоскости, потому-что 
по равенству трегранныхъ угловъ ВАС и 
081$, плоскость, проходящая чрезъ точки А, В, С, составляетъ съ 
плоскостью ЗВС тотъ-же двугранный уголъ, который составленъ 
гранью ЗВС и плоскостью; проходящею чрезъ точки В, С, О. Точно 
также точка Е лежитъ въ плоскости, проходящей чрезъ точки В, 
, р. Кромб того стороны АВ, ВС, СП ит. д. равны и углы АВС; 
ВСП, СОЕ ит. д. раввы, какъ плосвле углы равныхъ трегранныхь 
угловъ. Потомъ построивъ правильные пятиугольники АЗСел, ВУПЧе, 
СЗЕса, ОЗА$с и ЕЗВаф, получимъ десять правильныхъ треугольни- 
ковъ ВСе, бей; Ес ит. д., связанных между собою и съ пяти- 
угольникомь АВСОЕ. Наконец построим на пятиугольник® абс 
плтиугольную пирамиду Э'абсае, равную пирамидь ЗА ВСЬЕ. 0бра- 
зовавиийся многогранникъ, состоящий изъ двадцати равныхъ равно- 
етороннихъ треугольниковъ и содержащий двфнадцать равныхъ паяти- 
гранныхъ угловъ, называется ихосаздроме (двадцалигранникохъ). 
4) Эксаздрь (шеетигранникъ) или кубъ ограничен шестью 
равными квадратами и содержить восемь равныхъ трегранныхь 
угловъ. 
5) Соединимь между с0бою три правильные пятиугольника 
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АВСОЕ, АВНОЯЕ, АЕЧВЕ (фиг. 299), стороны которыхъ равны, 
Фиг, 299, такимъ образомъ, чтобы ихъ плоскостяии обра- 
__ зовалея при точкф А трегранный уголъ; тогда 
образуются илосые углы СВН, ВЕС, РЕФ, 
равные каждый 108°; сл$довательно къ сое- 
диненнымъ между собою нятиугольникамъ можно › 
приложить равные имъ пятиугольники ВСЬКН 
и ЕБМРО. По той-же причин можно пом$- 
стить такой-же патиугольникь СЮХМЬ между положенными пяти- 
угольниками АВСОЕ, ВОБКН и РЕОРХ. Потомъ соединимъ между 
собою точно такимъ-же образом ‘еще шесть пятиугольниковъ, рав- 
ныхъ каждый пятиугольнику АВСОЕ, и наконецъ соединимъ между 
собою двЪ образовавшияся поверхности; что возможно, потому - что 
каждый изъ плосвихь угловь ФРВ, @НК, КОМ и т. д. равенъ 
105°. Образовавшийся такимъ образомъ многогранникъ называется 


додеказдромь (двфнадцатигранникомъ). И Е: РЕ ЗА 

_ Примпчаше. Предетавимъ себЪ , что вращенежъь около ребръ 

БА, ЗВ, АВ, грани ЗАО, ЗВби АВС правильнаго тетраэдра ЗАВС 

помфетятся на продолженной плоскости грани ЗАВ; тогда ребро 5С 

грани ЗАС приметь положеше ЗС’ (фиг. 300) и ребро ЗС грани 

Фиг, 300. ЗВС приметь положеше $6“. Такъ какъ 

в [АБС= ДАЗВ = Д.ВЗ6 = 60°, то пря- 

мыя 50’ и $С" должны составлять одну пря- 

в мую. Точно также по равенству угловъ ЗАб = 

ВАЗ = САВ = 60° и ВС = АВЗ=АВС= 

у 60°, ребро АС помфетится на продолжени 

прямой С‘А и ребро ВС помЪетитея на’ про- 

должеши прямой СВ. Образовавшийся равностороннй треугольникъ 

С0*'С* есть развернутая поверхность правильнаго тетраэдра на плос- 

кости. Подобнымъ образомъ можно развернуть поверхности прочихъ 
правильныхъ многогранниковъ на плоскости. 


146) Два сходственныя ребра двухъ подобныхъ прамидь содер- 
жатъ 43/4 фут. и 11% фут. и поверхность первой пирамиды состав- 
ляетъ 162 квадр. фут. Сколько квадратныхъ футъ содержитъ: по- 
верхность второй пирамиды ? 

14%) Разность поверхностей двухъ подобныхь пирамидъ, коихъ 
сходственныя ребра равны 41/2 фут. и 11/2 фут., составляетъ 135 
квад. фут. Вычислить поверхность этихъ пирамидъ. 

148) Разность между двумя сходетвенными ребрами двух подоб- 
ныхъ пирамидъ равна 2 фут. и поверхности этихъ пирамидъ содер- 
жать 144 квадр. фут. и 121 квадр. фут. Вычислить эти ребра. 

149) Требуется раздЪлить пирамиду, высота которой равна й, на 
двЪ части плоскостью, параллельною къ основан!ю. Опредфлать `раз- 
стояще плоскости сченя отъ вершины пирамиды. ^ 

_ 150) Требуется раздфлить на двф равныя части правильную пи- 
рамиду плоскостью, параллельною къ квадратному основаню. На 
сколько футъ должна отстоять плоскость сфченя отъ вершины пира- 
миды, если боковое ребро содержитъ 6 фут. и бокъ основавш равенъ 
РУ: РР 

150 а сходственныя "уебра ‘двух о пирамидъ равны 
8,3 фут. и 2,7 фут., и объемъ первой пирамиды содержитъ 592,704 
куб. фут. Вычислить объемъ второй пирамиды. 

152) Объемы двухъ подобныхь пирамидъ содержать 54,872 куб. 
фут. и 5,832 куб. фут. Вычислить ребро второй пирамиды, если 
сходственное ребро первой парамиды равно 3,8 фута. 

153) Боковое ребро правильной четыреугольной пирамиды равно Ь 
и бокъ ея квадратнаго основазя равенъ а. Вычислить объемъ цира- 
миды, которая, им$ющая высоту й, должна быть подобна данной пи- 
рамидЪ. 

154) Разность между двумя еходственными ребрами двухъ подоб- 
выхь пирамидъ, содержащихь 19,683 куб. фут. и 4,096 куб. фут., 
равна 1,1 фут. Вычислить эти ребра. 

155) Пирамида, имфющая высоту й и основаше А, разсЪчена 
плоскостью параллельно къ основашю такимъ образомъ, что объемъ 
образовавшейся усЪченной пирамиды равенъ У. ОпредЪлить площадь 
сЪчения. 
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156) Бокъ нижняго основан1я усЪченной четыреугольной ппрами- 
ды равенъ а, бокъверхняго ‘основашятравенъ В и’высота пирамиды 
равна #. На сколько должна отстоять отъ нижняго основашя плос- 
кость, проведенная параллельно къ основашямь и раздляющая пи- 
рамиду на дв равныя части? 

157) Чрезь средину высоты пирамиды пропедена плоскость па- 
раллельно къ основанию; велфдетые чего образовалась усЪченная пи- 
рамида, коей объемъ 1,645 куб. футами меньше объема данной пира- 
миды. Вычислить объемъ усфченной пирамиды. 


ТЕОРЕМЫ, 


158) Число плоскихЪ угловъ, образумить ребрами многогранни- 
ка, вдвое больше числа ребръ. 

159) Веяюй многогранникъ можеть быть раздВленъ на тетраэдры. 

160) Объемы двухъ тетраэдровь ЗАВС и Забе, имфющихъ обний 
трегранный уголь $, относятся между собою, какъ произведен!я 
ЗА. БВ. 5С и Ба. 55. 5 ребръ, составляющих этотъ трегранный уголъ, 

160 Объемь правильнаго тетраэдра, коего ребро равно.а, выра- 
жается чрезь —.- 2 3. 

162) Въ какомъ-нибуль тетраэдрЪ ЗАВС плоскость ЗА, разд%- 
ляющая двугранный уголь ВАЗС на дв равныя части, раздВ лить 
противолежащее ребро ВС на части, пропорщюнальныя къ прилежа- 
щимъ гранямъ ЗАВ и БАС. 

163) Два многогранника суть симетрическе, если ихъ соотвЪт- 
ствующия вершины расположены симетрически относительно одной и 
той-же плоскости. 

164) Лва симетричесв!е многогранника могуть быть раздфлены 
на одинакое число симетраческихъ тетраэдровъ. 

164,2) Два симегричесве многогранника равномфрны. 

165) Если на прямыхъ ОА, ОВ, 0С..., соединающихъ как -ни- 
будь точку О съ вершинами А, В, С.... многограниика, ‘или & про- 
должени этихъ прямыхъ отложены пропоршюональные имъ отрЪзки 
Оа, 05, Ос...., то образуется многогранникъ съ вершинами а, о 6..5) 
подобный дайнбму многограннику. 


ых 


ОТДВЛЪ Ш. 


о крРУГЛЫхХЪ ТВЛАХЪ. 


ПЕРВАЯ ГЛАВА. 


Происхождеше цилиндрической поверхности. Прямой цилиндръ съ круговыми 
освованими. Боковая поверхноеть, полная поверхность и объемъ прямаго ци- 
_ аиндра. Развертываше цилиндрической поверхности на плоскости. 


122. Прямая Аа (фиг. 301), переи$щаюжаяся по кривой ли- 
Фиг. 301. — и параллельно къ постоянной прямой, производитъ, 
цилиндрическую поверхность. Подвижная прямая 
Аа называется производящею, а кривая лия, по 
` которой совершается ея движеше, получаеть на- 
зван!е направляющей. 
Если направляющею взята сомкнутая кривая 
лия АМВМ, а производящею взята прямая Аа, 
то ‘при движеши точки А по кривой лини АМВМ, оконечность @ 
опишетъ на плоскости, параллельной къ плоскости данной направляю- 
щей, кривую линю атфи, равную нанравляющей АМВХ. 
Тфло, ограниченное цилиндрическою поверхностью и параллель- 
_ ными плоскостами АМВМ и ати, называется цилиндрома. 


Поверхность, образовавшаяся движешемъ прямой Аа, называется 
боковою поверхностью цилиндра. Плоскости, ограниченныя кривыхи 
линями АМВХ и атри, суть основашя цилиндра. 

128. Цилиндръ называется жрямыме, если его производящая 
перпендикулярна къ плоскостамъ его основаюй. Если-же производя- 
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щая ииЪетъ наклонное положеше относительно основанй, то цилиндръ 
называется наклоннымь. Еели направляющая цилиндра есть окруж- 
ность круга, а производящая перпендикулярна къ этому кругу, то 
цилиндръ называется прямым с5 круовымь основанемд. 

Представимъ себф, что прямоугольникъ АСса (фиг. 302) обра- 

Фиг. 302. щаетея около стороны Сс; тогда обращешемъ прямыхъ 
4 СА и са образуются два равные круга, которыхъ плоскости. 

перпендикулярны къ прямой Сс, а прямою Аа, остающеюся, 

при обращен!и прямоугольника постоянно параллельною къ 

255 Се, образуется цилиндрическая поверхность. Отеюда мы 

заключаемъ, что обращешемъ прямоугольника АСса около 
стороны Сс образуется тЪл0, ограниченное цилиндрическою поверх- 
ностью и двумл равными кругами, коихъ плоскости перпендикулярны 
къ производящей; т. е. образуется прямой цилиндръ с круювымз 
основанемь; слфдовательно прямой цилиндр» происходит. отз 
обращеня прямоуюльника около одной изь ею сторонъ. Разстоя- 
не Сс между основашями прямаго цилиндра, равное его производящей, 
называется его высотою. Прямая Сс называется, также осью пря- 
маго цилиндра. 

При обращени прямоугольника АСса около его бока Сс веякая 
точка 0) прямой Аа описываетъ окружность круга, коего центръ на- 
ходится на оси Сс и коего плоскость перпендикулярна къ оси; потому- 
что при обращеши прямоугольника, периендикуляръ ОЕ, опущенный 
изъ точки О на ось Сс, не измЪняетъ своей длины и своего положеня 
относительно оси. Всякое сФчене прямаго цилиндра плоскостью, пер- 
пендикулярною къ его оби, называется прямым съченгемь. Отеюда 
сл$дуетъ, что прямыя съченя прямаю цилиндра суть равные 
круши. 

Геометрическое мЪсто точекъ, равно-отстоящихъ отъ данной пря- 
мой, есть цилиндрическая поверхность, коей направляющая есть 
окружность круга и ось есть данная прямая, 
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‚124. Если основашя какой-нибудь призмы суть многоугольники, 
вписанные въ основашяхь цилиндра, то говорятъ: яризма вписана 
в5 цилиндут. Боковыя ребра призмы, вписанной въ пиамедр нахо- 
дятся на его боковой поверхности. 

Въ прямомъ цилиндр. Ааа (фиг. 303) съ круговымъ основа- 

‚ Фиг. 303. — щемъ вшисана призма, коей основане есть правиль- 

г ный многоугольникь, имфющЙ и сторонъ. Потомъ 
2  воишемъ въ ототь-же цилиндр призмы, коихъ 
основашя суть правильные многоугольники съ 2и, съ 
4п, съ Зп ит. д. сторовами. 

Периметры Р, Р’, Р" ит. д. этихъ. многогран- 
никовъ, постепенно увеличиваются и все боле и 
болфе приближаются къ окружности С основаня ци- 

диидра, никогда не достигая ея; а потому боковыя поверхности == 
Рй, 3' =, 5" = Р"Й ит. д. вписанныхь призмъ также посте- 
пенно увеличиваются и все болфе и, болфе приближаются къ боковой 
поверхности пилиндра, никогда не достигая ея; слФдовательно боко- 
вая поверхность прямаго цилиндра съ круговымъ основашемь есть 
предфлъ, къ которому стремится боковая поверхность вписанной пра- 
вильной призмы, если число боковыхъ граней этой призмы сдфлается 
больше всякаго произвольно большаго числа, 

Такъ какъ площади (©, 9’, 9" итё д. правильныхъ многоуголь- 
пиковъ, вписанных въ круг С, имфютъ своимъ предвломъ пло- 
щадь этого круга, то объемы У = 07, У = 0%, У“ = ЦР ит. д. 
разематриваемыхь вписанныхъ. призмъ, постепенно увеличиваясь, все 
болфе и боле приближаются къ объему цилиндра, но всегда остаются 
меньше его; слфдовательно объемъ цилиндра еъ круговымь основа- 
вемъ есть предфлъ, къ которому стремитея объемъ вписанной пра- 
вильной призмы, еели число боковыхъ граней этой призмы сдфлается 
больше. всякой произвольно большой величины. 

225. Въ какомъ-нибудь цилиндр АПаа (фиг. 304) впиеана 
призма АВСОЕас4е, имфющая основашемъ выпуклый многоуголь- 


никъ А ВСРЕ. Раздфайвъ каждую изъ дугъ АВ, 
ВС, СБ ит. д. на дв равных части и соединивъ 
получениыя точки еъ вершинами А, В, С, Ъ, Е, по- 
лучимъ многоугольникъ, ижвющий вдвое больше сто- 
‘ронъ, нежели многоугольникъ АВСОЕ. Точно та- 
| `` кимь-же образомь составимъ многоугольникъ, им ю- 
ий вдвое больше сторонъ, нежели второй многоуголь- 
никъ. Потомъ ностроимъ четвертый иногоугольникъ 
иибюний вдвое большие сторонъ, нежели трети, и продолжимь это 
дЪйствие до безконечноети. При этомъ стороны многоугольниковъ, по- 
степенно уменвшаяеь, будуть приближатьея въ нулю, и также 0о- 
ковыя грани призуь, построенных на этихъ многоугольникахь, все 
болье и боле приближаются къ нулю; слЪдовательно боковая поверх- 
ноеть и объемъ пилиндра АФУ а суть предфлы, къ которым реа 
боковая поверхность и объемъ внисанныхъ призмъ. 

_ 126. Теорема. Боковая поверхность прямао цилиндра сз 
пруювым» основашеме измъряется произведенем» окружности 
610 основаня на высоту. 

Въ данномъ прямомъ цилиндрЪ ©ъ круговымь основашемь (фиг.» 
303) виисана прамал призма АВСРЕЕафсае7. Везконечнымь удвое- 
немъ числа сторонъ многоугольника АВСРЕЕ (или числа 60ко- 
выхЪ граней призмы) получится призма, ихфющая основаше, ко- 
тораго периметръ Р‚ такъ близко подходить къ окружноети С осно- 
вашя цилиндра, что разноеть С — Р, меньше всякой произвольно 
малой величины; тогда разность между боковыми поверхноетями ци- 
линдра и разсматриваемой призмы также должна быть меньше вея- 
кой произвольно малой величины; & потому мы въ прав принять, 
что периметрь Р, сливается ©ъ окружностью Си боковая поверх- 
ность призмы совпадаеть съ боковою поверхноетью цилиндра. По 
этой причин мы принимаемжъ цилиндръ за призму, иуфющую” ‘осно- 
вашемь многоугольникъ, стороны которато, ‘меньтия всякой `произ- 
вольно малой величины, сливаются съ окружностью основашя ци- 


= 96 


линдра. Знал, что ‘боковая поверхность правильной призмы, из ющей 
основан!е съ какимъ угодно чиеломъ сторонъ, измёряется произведе- 
немъ периметра`ел основаня на высоту, мы заключаемь, что’боковая 
поверхноеть цилиндра изм ряетея произведешемь окружности НУкио- 
ваня на высоту. о | ихз 

” Назвавъ чрезъ В радтусъ осповашя цилиндра, чрезъ № его вы 
уе Аа и чрезъ В его боковую. поаены пес формулу 

с м 

Полная поверхность цилиндра, состоящая изъ его боковой по- 

верхности и суммы площадей его основан, равна 


= 2жВ.й --.2=В* = 2тВ (В + 7). 

12. "Слздотьь, Два прима цидивара, съ круговыми осшова- 
паи подобны, если прямоугольники АСса и А’С'с'а’, обращешехь 
которыхъ произошли эти цилиндры, подобны; слфдовательно деа пра- 
мые цилиндра с5 вруювыми 0с новашями подобны, если ить высо- 
ты Сс и С'с' пропориональны радгусамь АС и А'С' основана. 

__Назвазь чрезъ Зи 5' боковыл поверхности двухъ подобныхъ пря- 
аъ цилиндровъ съ круговыми основашями, чрезъ Ти Т’ ихъ подныя 
поверхности, чрезъ й ий’ ихъ высоты и чрезъ Ви В' радлусы ихъ 
основашй, а 


= я В = жВ., 5‘ = ВА; откуда 
#31 АЙ, ВА. ВИ. й 
Е Я 
з К? 3 1 
Пт УРА ЛЯ м ла в ГИ И ти= ра” 
в. й 
Изъ данной пропорщи ее „ боставятея сложныя пропорщи 
ВА В ЕЛ *. 


с ат ей О СО НИ Га 
Зная, что Т = Э=В(В-ЕЙ) и Т'= он Ч), получимъ 
ЗЫ ВМ _ в ВИ 
А эй — В) — Е и: чм ; откуда 
й вк т йа 


| го ЗаИЯЕня И ты 


= В == 
слЬдовательно боковыя или полныя повертности двухь подобных 
прямыхь цилиндровь относятея между собою, какъ квадраты 
радгусовь ить основан? м какь квадраты ить высотъ. 

128. Следствие. Въ наклонномъ цилиндр Ааа (фиг. 304) 
вписана призма АВСОЕабсае. Боковая поверхность этой призмы, 
состоящая изъ параллелограмовь А Вва, ВСсь, Сас ит. д., изив- 
ряется перимётромъ Р ея прямаго сфчешя КОНКЪ, помноженнымь 
на ребро Аа (82). Удвоивъ число боковыхъ граней этой призмы до 
безконечности, мы можемъ сдфлать разность между боковыми поверх- 
ностями цилиндра и призмы мемьше всякой произвольно малой вели- 
чины; тогда разность между прямымь, сфчешень КОНКТ, цилиндра 
и прямымъ с$чененжь призмы также будетъ меньше всякой произ- 
вольно малой величины. Отсюда по предъидущему (127) мы заклю- 
чаемъ, что боковая поверхность наклоннао цилиндра измтъ- 
ряется длиною ео рама не помноженною на ею я 
водящую. | 

129; Примъчане. Боковая поверхность прямой призмы, 4: 
дучи развернута на плоскости, представится въ видф прямоугольника, 
коего основанте равно периметру основаня призмы и высота равна ея вы- 
сотф. Въ самомъ д5лЪ, предетавимь себЪ, что призма АВСОЕРабсаеХ 
(фиг. 303) прорфзана по направлению ея ребра Аа, и что трань 
АВ?а, обращаясь около ребра’ В5, помЪетится на продолжени илос- 
кости ВСсб; тогда ребра ВА и ба, пернендикулярныя къ ребру ВФ, 
помфетятся на продолжени ребръ СВ и сб, оставаясь перпендику- 
лярными къ ВР. Потомъ обратимъ двЪ соединенныя трани около 
ребра Сс такимъ образомтъ, чтобы ихъ плоскость составляла продол- 
жене грани СПс. Продолживъ это д®йствйе описанным. _ сбразомт, 
мы приведемъ всю боковую поверхность призмы въ плоскость послЪд- 
ней грани КАа/; тогда эта боковая поверхность изобразится прямо- 
угольникомь А‘А“а“а’ (фиг. 805), коего основаше А‘'А“ равно пе- 
риметру АВ-- ВС СО ОЕ -+ ЕЕ-ЕРА и высота А’а’ равна 
боковому ребру Ал. Евли число сторонъ правильной призмы, вписан- 


в 


Г Фиг. 305. ‚ ной въ цилиндр, увеличивается до 

безконечноети, то образуется прямо- 

угольникъ А‘А“а“а’, коего высота 

А‘а’ равна высот призмы, а оено- 

. ване А‘А“ такъ близко подхо- 

А А дить къ окружности основашя ци- 

линдра, что разность между этими лишями меньше всякой произ- 

вольно малой величины; тогда прямоугольникомь А‘А“а“а’, коего 

основане равно окружности основашмя цилиндра и высота равна его 
высотф, изобразится развернутая поверхность цилиндра. 

130. Теорема. 0б5ем» прямаю цилиндра с» круовымь 
основащемь измюряется площадью ею основамя, помноженною 
на ею высоту. 

Въ прямомъ цилиндр АБаа (фиг. 308) вписана прамая приз- 
ма АВСОЕРабсаеУ, коей основане правильный многоугольник. 
Извфетно (124), что постепеннымъ удвоещемь числа сторонъ много- 
угольника А ВСОЕЕ, его площадь такъ близко подходитъ къ площади 
круга АСЕ, что разность между этими площадями сдфлается меньше: 
веякой произвольно малой величины; тогда разность между объемами 
цилиндра и призмы также будетъ меньше всякой произвольно малой 
величины; & потому мы можемъ зам нить площадь основашя и объ- 
емъ призмы площадью основашя и объемомъ цилиндра, принимая 
цилиндръ за правильную призму, иивющую основашемъ многоуголь- 
никъ, котораго стороны сливаютея съ окружностью круга. ИзвЪстно 
(91), что объемъ прямой призмы, имЪющей оеноване съ какимъ уго- 
дно чиеломъ сторонъ, измфряется произведенемъ площади ея основа- 
ня на высоту; слфдовательно объемъ прямаго цилиндра равенъ пло- 
щади его основая, помноженной на высоту. 

Назвавъ объемъ прямаго цилиндра чрезъ У, радлусъ его оено- 
вашя чрезъ В, и его высоту чрезъ й, получимъ формулу 

У:= 282.4. 
Слъдствие. Если объемы двухъ подобныхъ прямыхъ цилиндровъ 
26 
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суть Ун\', радусы ихъ основан равны Ви В‘яихъ высоты суть 


Вий, то получимъ 


ем, ея и = св; 


откуда 
У в в Ъ 
у — = - в’ ИЛИ 
у № В в 
УЕ в — Е 
-. нА ва Ф. 
д 22 


слЪдовательно обёемы кони цилиндровь относятся между 


собою как» кубы родёисовь ит основа или како нубы итевысоте. 


Если В = В, 1о получитея 
У й 


у — № ; : 
т. е. объемы двух» прямыть цилиндров, импющить равные ра- 
ре основан, относятся между собою, какь ихь высоты. 


еже не мун-миниития ариюрца +в + арофнн 
У В | Е ра 
М К" › 


слфдовательно объемы двух прямылз инлиндровз, импющихь рав= 
ныя высоты, относятся между собою, какъ квадраты радёусове 
итх основа. 


ме 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

166) Вычис. тить *) боковую поверхность цилиндра, коего высота. 
равна 18 фут. и ламетръ основавйя равенъ 2,5 фут. 

167) Боковая поверхность цилиидра, коего аметръ основанёя с0- 
держитъ 25 фута ный да 35 ивя фе. Сколько ыА: содержить 
высота пилидра? ти соакаци я таЕОВЯ ца оля" 

168) Боковая поверхность цвирдрау коего сон содержит, 12,5 
фута, м. 82,5 квадр. фут. Сколько футъ содержить аметръ осно- 
вания? (= =° Е 


169) Въ пизиидрь, коего, высота и 24 ий и амеь оено- 


——_— ь 


ее и И, тих вопрововть Дозжно Ваять и 3.14. 
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ван!я равень 2,8 фут., внисанъ параллелонинедь съ квадратнымъ 
основалнемъ. На сколько полная поверхность ‘цилиндра больше пол- 


ной поверхности паразллелопи педа? (= = ”) г 


170) Вычислить объемъ цилиндра, коего высота равна 12 фут. п 
рад1усъ основашя равенъ 1'» фут. ‚ 

1910) Окружность цилиндра, коего высота равна 48 фут., сохер- 
жить 14,13 фут. Сколько кубическ. футь содержитъ объемъ цизин- 
дра? 
112) Вь прямоугольномь параллелопипед», коего высота равна 35 
фут., а бокъ квадратиаго основав я содержить 2,4 фута, вписанъ 
цилиндръ. На сколько объемъ цилиндра меньще объема. параллело- 
пипеда? (= = = ‹ 

173) Сколько футъ содержить даметръ цилиндра, коего бы 
м, 8 футаи объемъ содержитъ 540,2 куб. фу? 

14) Вь цилиндрический сосудъ, коего даметръ равенъ 9 дюйм., 
налита вода сосудомъ, коего Ламетръ равенъ 3 дюйм. и высота равна 
8 дюйм. Сколько футъ ‘высоты заняла вода въ рана сосудЪ, если 
вторымъ сосудомъ вода наливалась 6 разъ? 

195) Вывести выражеше для объема цилиндра, в коего высота равна 
й и боковая новерхность равна Р. | 

176) Вывести выражеше для объема цилиняра, коего полная по- 
верхность равна Т и даметръ основания равенъ О, 

197) Высота цилиндра равна даметру его основашя и рад1уеъ 
основан1я равенъ В. Вывести рыражене для объема п полной поверх- 
ности этого цилиндра. > 

118) Вывести выражене для объема цилиндра, коего полная по- 
верхность равна Т и высота равна маметру основан!я. 
— 9). Вывести выражеше. для объема; цилиндра, коего полная по- 
верхность равна Т и окружность основашя равна Р. 

180) Сколько футь со ить высота и ламетръ основания. ци- 
линдра, если его объемъ равенъ 25,12 куб. фут. и полная поверхноеть 
равна 56,52 квадр. фут? 

- 118) Вывести выражеше для полной ноды цилиндра, коего 
объемь равенъ. У и высота равна Й,_ 
182) Вычислить высоту и даметръ основашя цилиндра по из- 


въетному ‘объему. У: данной боковой поверхности 5, к 
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‚ 83) Сколько футъ содержитъ даметръ основан!я цилиндра, коего 
высота равна 14 ф. и полная поверхность содержитъ 11957/зо квад. фут.? 
184) Окружность цилиндра, коего полная поверхность содержитъь 
1173/; квадр. фут., равна его высотЪ. Сколько футъ содержитъ д- 
метръ основан!я? 

185) Высота цилиндра 20,44 футами больше окружностиего осно- 
вая и его полная поверхность содержить 439,6 квад. фута. Сколь- 
ко футъ содержитъ его высота? 

186) Высота пилиндра, коего полная поверхность содержитъ 
127,6275 квадр. фута, въ шесть разъ больше даметра основашя. 
Сколько футъ содержитъ высота? 

197) Поверхности двухъ подобныхъ цилиндровъ равны 17,64 квад. 
фут. и 30,25 квад. фут., аокружность меньшаго цилиндра. содержитъ 
8,4 фута. Сколько футъ содержитъ окружность большаго цилиндра. 

188) Рысота цилиндра, коего полная поверхность содержитъ 69,08 
квад, фут., равна 10 фут. Сколько кубическ. футъ содержитъ объемъ 
этого цилиндра? 

159) Сумма объемовъ двухъ цилийдровъ, имфющихъ высоты въ 
1,2 фут. п 1,5 зут., равна 4 куб. фут. Сколько куб. футъ содержитъ 
каждый цилиндръ? 

190) Высота цилиндра, коего объемъ содержить 1031 куб. фута, 
больше окружности основавя на, 13/7 фута. Сколько футъ содержитъ 


: : 22 
дламетръ основашя? (==). 


ТЕОРЕМЫ. 


191) СБчене цилиндра плоскостью, проведенною чрезъ его ось пли 
параллельно къ оси есть параллелограмъ. 

192) СБченя прямаго цилиндра съ круговымъ основашемъ илос- 
востями, проведенными параллельно къ оси, суть прямоугольники, & 
сЪчешя плоскостями, се сет чрезъ ось, суть оз _прямо- 
угольники. бе рвать 

193) Плоскость, проходящая чрезъ производящую АВ цилиндра и 
прямую ВС, касающуюся къ основанию цилиндра въ точкЪ В, ка- 
сается къ боковой поверхности этого цилиндра по поправлевю пря- 
мой АВ. 

194) Если прямая АВ, ограниченная поверхностью цилиндра 
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нересЪкаетъ его ось, то эта прямая дЪлится осью на двЪ равныя 
части. 

195) Полная поверхность прямаго цилиндра, коего радбусъ осно- 
ванйя равенъ В и высота равна й, равномфрна кругу, коего радусь 
есть средняя пропорщюнальная между суммою 7+ В и даметромь 2В 


————5715^ 


ВТОРАЯ ГЛАВА. 


Происхождене конической поверхности. Прямой ковусъ еъ круговымт осно- 
ванемъ. Усфченный конусъ еъ круговыми основанями. Боковая поверхность, 
полная поверхность и объежь прямаго и ус®ченнаго конуса. 

130. Прамая БА (фиг. 306), перемфщающаяся по кривой ли- 

Фиг. 306. ни, и при этомъ постоянно проходящая чрезъ 
точку $ неподвижной прямой 50, производить 
коническую поверхность. Постоянная прамая 
БО называетел осью конической поверхности, 
точка 5 — ея вершиною, прамая ЗА — ея 
производящею иди реброме, кривая лия 
ВМХ — направляющею. 

Если мин ВА, при ея обращени около неподвижной 
точки 8, составляетъ постоянно одинъ и тотъ-же уголь я съ прямою 
50, то какая-нибудь точка В производящей БА опишетъ окружность 
круга, котораго плоскость перпендикулярна къ прямой ЗО и коего центръ 
находится на этой прямой. ДЪйствительно, при обращении прямой 
ЗА, периендикуляръ ВС, опущенный изъ точки В на прямую 50, 
не изифняетЪ своей длины и сохраняетъ периендикулярность къ пря- 
50. Отсюда мы заключаемь, что геометрическое мЪето прямыхъ, 
проходящих чрезъ данную точку 5 и составляющихъ постоянный 
уголь и съ ланною прямою БО, есть коническая поверхность, имю- 
щая вершину В и ось 50. 

131. Тло, ограниченное коническою поверхностью и плоскостью 
ВМОХ, называется конусом. Плоскость ВМОМ, ограниченная кри- 
вою лишею, есть бснованёе конуса, разстояше ЗС вершины $ отъ 
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плоскости основашя, называетел высотою; и поверхность, происшед= 
шал отъ ых. и ЗВ, называется боковою о 
вонуса, м 


Конуеъ, происшедиий отъ обращен я прямоугольнаго треугольника 
ЗАС (фиг. 307) около катета ЗС, называется прямым» конусом» 
сё круювымь основанемз. Ось ЭС (или высота) этого конуса должна 
пройти чрезъ центрь С круговаго основашя. 


Фат. З0Т. Два прямые конуса съ круговыми основанями 

й подобны, если прямоугольные треугольники, обра- 
щененъ которых они произошли, подобны. 

р. 97 132. Вели изъ. какой-нибудь точки а гипоте- 

ана \ музы ЗА прямоугольнаго треугольника ЗАС (фит.. 

4—6 В 301), обращешемь котораго около катета ЭС обра- 


зовалея прямой конусъ съ круговымъ основанемъ, 
опущенъ перпендикуляръ ас на ось $С, то прямая ос опишетъ круг, 
коего центръ находится на оси _86 и коего илоекоеть пернендикулярна 
БЪ ЭТОЙ Оси, нотому-ч7о приобращени прямоугольнаго треугольника зас 
около катета с, прамая ас не измЪняетъ своей длины и остается 
перпендикулярною къ прямой 5С. Отсюда слфдуетъ, что всякое с$- 
чене прямаго конуса съ круговымъ основашемь плоскостью, прове- 
дениною перпендикулярно къ оси, т. е. параллельно. къ основантю, 
есть кругъ, котораго центръ находится на оси. 


Часть АВЪа конуса, заключенная между его основанемъ и сЪче- 
немъ, параллельнымь къ основан!ю, называется усьченнымь кону- 
сом» сё параллельными основанями. 


= 


ос 0% 133. Если осповаше пирамиды иногоугольникь 
АВСОЕЕ (фиг. 808), виисанный въ осповани ко- 


нуса, и ея вершина совнадаетъ съ вершиною этого 
конуса, то пирамида вписана вё конуст, Боко- 
выя ребра пирамиды, вписанной въ конубЪ, нахо- 
датся на его боковой поверхности. 


— а = 


Въ прямой конуеъ съ круговымъ основашемь вшишемъ правиль- 
мую пирамиду, коей основаше правильный многоугольникъ съ сто- 
ронами. Означивь бокъ АВ (фиг. 308) этого овновашя чрезъа, 
боковое ==. м пирамиды чрезь { и апооему 56 чрезъ 6; получим 


= Ур“. Потом виишень въ этоть-же конусъ правильныя пи- 


рахиды, р 2п, 4п, 8п ит. д. боковыхъ граней. Периметры Р, 
Е. Ри“ ит. д. основашй этихъ цирамидъ, постепенно увеличивалеь, все 
болфе и боле приближаются къ окружности С основашя конуса, но 
всегда остаются меньше ея. При этомъ соотвфтетвуюния аповемы по- 
стененно приближаются къ боковому ребру 2 (потому-что съ уменьше- 


. а? 
немъ стороны а, вн  — - 4 Постепенно увеличивается и ве- . 


зичина бо= Ур 24° постели Ирибхижается къ велачинь 


УЁ =) и 6боковыя ето ва 3, 5', 5" ит. д. вписанныхъ пи- 
рамидъ вее болЪе и болЪе приближаются къ боковой поверхности ко- 
нуса; слЪдовательно боковая поверхность прамаго конуса есть пре- 
дЪль, Ъ ‚воторому отремится боковая поверхность виисанной пра- 
`Вильной п пирамиды, если число боковыхъ граней этой пирамиды сдЪ- 
лается больше всякой произвольно большой величины. 

Объемъ правильной пирамиды, вписанной въ прамомъ конусз, 
веегда меньше объема этого конуса, потому-что основаше пирамиды 
должно быть меньше основашя конуса. Объемъ этой пирамиды, по 
мВрЪ увеличеня числа ея боковыхъ граней, все боле и болфе при- 
ближлется къ объему конуса; сльдовательно объемъ прямаго конуса 
есть предфлъ, къ которому стремится объемъ вписанной правильной 
пирамиды, если боковыя грани ел сдфлаются меньше всякой произ- 
вольно малой величины. 


134. Теорема. Боковая поверхность прямато конуса сз 
пкруювымь основанемх измъряется произведенемь окружности 
основанёя на половину ребра конуса. 


Въ данномъ прамомъ конус вписана правильная пирамида (фиг. 
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308). Удвоивъ число боковыхъ граней этой пирамиды до безконеч- 
йоети, мы можемъ дойти до пирамиды, имфющей основане, котораго- 
периметр Р, такъ близко подходить къ окружности С основаня 
конуса, что разность С — Р, будетъ меньше всякой произвольно ма- 
лой величины; тогда разность между боковыми поверхностями конуса 
и этой пирамиды и разность между ребромъ конуса и апооемою пира- 
миды будуть меньше всякой произвольно малой величины. По этой 
причин® мы въ правф принять прямой конусъ за правильную пира- 
миду, имБющую основашемъ многоугольникъ, которато стороны мень- 
ше всякой произвольно малой величины, т. е. которыя сливаются съ 
окружностью основаня. Такъ какъ боковая поверхность правильной 
пирамиды, имфющей какое угодно число боковыхъ граней, изи®- 
ряется произведешемъ периметра основан!я на половину апоеемы, то 
замфвивЪъ эту боковую поверхность, периметръ основаня и аповему 
соотвЪтетвенно: боковою поверхностью конуса, окружностью основа- 
мя и ребромъ, мы узнаемъ, что боковая поверхность прямаго конуса 
равна окружности основашя, помноженной на половину ребра. 
ОзначивЪъ боковую поверхность прямато конуса чрезъ 3, 
ребро чрезъ [Г и радусъ круговато основашя чрезъ В, получимъ 
формулу 
В= 28. = В. 
Полная поверхность прямато конуса съ круговымъ основанемъ равна 
Т=хВ. 1+ В? ==В(- В). 
135. Слвдствте. Если два прямые конуса, коихъ ребра суть 


1и Г, радусы основанй равны В и В, и высоты суть й ий’, по- 
добны, то ы— и = г = м и сложныя пропорщфи Е 
=- м Е — =>. - Назвавъ боковыя поверхности о конусовъ 
чрезъ "и 5' и ихъ полныя поверхности чрезъ Т и Т’, получимъ 


пропорщи 
Ве ре НЫ. т _ва+тю вов 
8 — 284 АВСКЙР (1) И ие= ВВ В! В ... (2). 


Въ пропорщи (1) замбнивъ >. дробью ее и потомъ 


В 
дробью в,, получимь 
8 
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ий 
{ 


К? Г $ Г 


“= ва— [а и также 5 —' 


Въ пропорцию (2) подетавимъ :- вифето ; + ы ‚ получимъ 


т 
Г” 
_ Отеюда слёдуетъ, 


[Ы 2 


АНЯ Е 


что полныя поверхности двутз подобныть 


прямыхь конусовъ, также ить боковыя поверхности, относятся 
между собою, какъ квадраты радйусовь основан , какз квадра- 
ты ребрь и какз квадраты высот. 

136. Следствие. Обращещемь грани ЗАВ правильной пира- 
милы ЗАВСОЕЕ (фиг. 308) около ребра ЗВ, помфетимъ эту грань 
на продолжен!и грани ЗВС. Потомъ обратимъ дв соединенных грани 
около ребра ЗС такимъ образомъ, чтобы ихъ плоскость помфетилась 
на продолжени грани ЗСО. Продолжимъ это дЪйстве до тЪхъ поръ, 
пока ве боковыя грани пирамиды помфетятея въ одной плоскости съ 


Фиг. 309. 
и 


к 


посл днею гранью ЗКА ; тогда образовавшимея 
полигональнымь секторомь Забсйе/а’ (фиг. 
309) представится на плоскости роззернутая 
боковая поверхность пирамиды. Основанте 
этого сектора правильная ломанная линя, рав- 
ная периметру основашя пирамиды. 

Если число сторонъ правильной пирамиды, 
виисанной въ прямомъ конусв, увеличится до 
безконечноети, то ва плоскости образуется 
секторъ, коего радлтусъ равенъ боковому ребру 
ЗА пирамиды, а дуга равна окружноети осно- 
вания конуса. Образовавшимся секторомъ За4а’ 
(фиг. 310) представляется на плоскости раз- 
вернутая боковая поверхность конуса. На- 
звавъ чрезъ Г ребро даннаго конуса, чрезъ В 
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радусь его основана, чрезь и число градусовъ, содержащихся въ 
угл аа’ сектора, получимь пропорщю 
п __ дуг. ааа’, 


3609 — 2 
но дуга а4а’ = 2=В, сл довательно 
ВЕ: ия 3600. 


3609 231 

Если (= 28, то п = 180°, т.е. дуга развернутой боковой по- 
верхноети конуса равна полуокружности. Прамой конусъ, коего 
окружность основашя представляетея на плоскости полуокружноетью, 
называется равнобочныме. Въ сфчеши этого конуса. плоскостью, 
проходящею чрезь его ось, получаетея равностороный треуголь- 
НИБЪ. 

137. Теорема. Боковая поверхность усьченназо конуса 65 
параллельными основашями измьряется полусуммою окружно- 
стей ею основа ий, помноженною на ею ребро. 


Боковая поверхность усЪченнаго конуса АВЕЛ (фиг. 1) вы 
Фиг. 311. 


няется разности боковыхъ поверхностей прямыхъ конусовъ ЗАВ и 
ЗОЕ. Къ ребру ЗВ изъ его оконечности В возставимъ перпенди- 
куляръ ВТ, равный длинЪ окружности основаня конуса $ ЗАВ. Сое- 
динивъ точки Зи Ё, проведемъ прямую ЕХ параллельно къ ВТ, и 
докажемь, что прямая ЕМ равна длин окружности основашя конуса 
БОЕ. Для этого разсмотримъь подобные треугольники ЗЕЕ и 5ВС, 


иЗЪ тя получится 
ВЕ _ ЕЕ окруж. ЕЕ 
$в— в0—- окруж. ВС 


— = 


п изъ подобныхь Тохьжиковть ЗЕХ и ЭВ, выводитея 
5, __ЕМ 
ры 


Наконецъ изъ выведенныхъ пропорщй составится пропорщйи 
_окруж.. ЕЕ _ЕМ 
окруж. ВС _ —вь, 


въ воторой поелфдующе члены равны; слВдовательно также предъ- 
идущие чдены равны, т. е. 
окруж. ЖЕ ЕМ. 

а, что боковая поверхность конуса ЗАВ измфряется произведе- 
немъ '/зокруж. ВС Х ЗА и площадь треугольника ЭЗВЬ равна произ- 
ведентю ‘/2 В Х ЗВ, мы замфчаемъ, что боковая поверхность конуса 
БАВ равномфрна площади прямоугольнаго треугольника _ ВИ. Такъ 
какъ боковая поверхность конуса ЗОЕ изяфряется произведещемъ 
/зокруж. ЕЁ Х $1 и площадь треугольника ЗЕМ равна '/зЕХХ ЗЕ, 
то боковая поверхность конуса З)Е равном рна площади прямоуголь- 
наго треугольника ЗЕМ. Отсюда слфдуетъ, что боковая поверхность 
усЪченнаго конуса равномьрна площади транеши ВЕХП. Такъ какъ 


площадь этой трапеши равна ВЕЖ в. = Е). ВЬ = овруж. ВСи 


ЕМ — окруж. ЕЕ, то боковая поверхность усЪфченнаго конуса изм$- 
ряется произведенемь его ребра ВЕ на полуериму окружностей ВО и 
ЕЕ его оснований. 

Назвазъ радуеы ВС и ЕЁ основан! усБченнаго конуса чрезъ 
ВиК,, его боковую поверхноеть чрезъ 5, полную поверхность чрезъ 
Т и ребро ВЕ чрезъ 1; "получимь формулы 

- 8=^(В- В’! и 
Т = «(В - ВН «в - тВ'? == В В+ (ВЕ ВИ. 

138. Следствте. Чрезъ средину Н ребра ВЕ проведя прямую 
НМ параллельно къ В и плоскость параллельно къ основанямъ 
усбченнаго конуса, узнаемъ, что прямая НМ равна длинз окружно- 
сти НК. Такъ какъ площадь трапеши ВЕМГ, изм ряется произве- 
денемь ВЕХ НМ, то боковая новерхноеть уеЪченнаго конуса АВЕО 


Зее и 
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должна измфряться произведешемъ его ребра ВЕ на окружность НК 
сЪченя, проведеннаго параллельно къ основанямъ и равно-отстоя- 
щаго отъ нихъ. 

Назвавъ радлусь НК чрезъ , получимъ еще формулы 

$ = 2тг.Ё и Т = (В? В? 2). 

Сяъдствте. Боковая поверхность конуса ЗАВ, будучи развер- 
нута на плоскости, изобразитея секторомъ Заа’ (фиг. 310) и боко- 
вая поверхность конуса ЗОЕ изобразится секторомъ ЗеХ; слФдова- 
тельно боковал поверхность усфченнаго конуса АВЕО представляется 
на плоскоети круговою трапешею аа’/е. ; 

139. Теорема. 0бземь прямаю конуса сз круювымз осно- 
ванземь измпряется третьею частью произведемя площади 
основанйя на высоту. 

Въ прямой конусъ (фиг. 308) впишемъь правильную пирамиду 
ЗАВСПЕЕ. Известно, что безконечнымь удвоешемъ чиела сторонъ 
многоугольника АВСРЕЕ (или числа боковыхъ граней пирамиды), 
разность между площадями круга АН и многоугольника АВСОЕЕ 
можетъ быть сдфлана меньше всякой произвольно малой величины; 
тогда разность между объемомъ конуса и объемомъ пирамиды сдф- 
лается также меньше всякой произвольно малой величины. По этой 
причин®. мы въ правз замфнить объемь пирамиды ЗАВЕРЕЕ объ- 
емомъ конуса ЗАП и площадь основашя АВСОЕЕ площадью круга 
АН, принимая конусъ за пирамиду, ииЪющую основашемъ правиль- 
ный многоугольникъ, котораго сторона меньше всякой произвольно 
малой величины. Такъ какъ объемъ правильной пирамиды, имБющей 
какое угодно число боковыхъ граней, измВряется площадью основашя, 
помноженною на треть высоты, то объемъ конуса измФряется также 
площадью основашя, помноженною на треть высоты. 

Назвавъ объемь прамаго конуса чрезъ У, радлуеъ его основашя 
чрезъ В и высоту чрезъ й, получимъ формулу 

У Г два... 
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140: Слъдотвте. Если два прямые конуса, коихъ высоты суть й и 
1’ и радусы отноватй равны В и В’ подобны, то должно быть # =^. 


Назвавъ объемы этихъ конусовъ чрезъ У и У', получимъ У = хВ о Е 


‘ 2 | 
№! = кВ". и 
ВО ай? _й 
< ОИ "а 
Е ® в 
Замфнивъ въ этой пропорщи дробь /„ дробью -;, получимъ 
Бз 
у в; 
слЪдовательно также получится 
мн И 
у: == 3 . 


Отсюда слфдуетъ, что объемы двухз подобных прямыть кону- 
с0в% относятся между собою, какё кубы радиусов» ить основа- 
ий и какъ кубы ить высотз. 


' : у Ё 
“Исли радусы Ви В' равны, то получится уг=о у Т. ©. 0б8- 
емы двухь прямыхь конусов, коить рабусы основан равны, 
относятся между собою, какз ить высоты. 
У в» 
Если высоты й ий’ равны, то получится у; = цу Т. @. 0б%емы 


двуть прямыть к0нус0в5, имъющитв равныя высоты, относятся 
между собою, какз квадраты радлусовь основана. 

141. Сльдствте. ИзвЪетно, что обращешемь прамоугольника 
Весь (фиг. 302) около стороны Сс образуется цилиндръ АВфа. Въ 
то-же самое время прямоугольный треугольникъ Сбс образуетъ пря- 
мой конуеъ. По предъидущему объемь цилиндра АВа = «В.Л и 
объемъ конуса Сс = =В”. -* слфдовательно объежь конуса СЪ со- 
ставляеть третью часть объема цилиндра АВра, и объемъ, образуе- 
мый треугольникомь ВСЬ, составлять дв трети объема цилиндра 
АВва. 


142. Теорема. Успенный конусь сз параллельными осно- 
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вамями равномпренз суммь трехзпрамыть конусов, имоющихь 
общею высотою высоту усъченнао конуса, а основанаями ниж» 
нее основане, верхнее основаше и среднее сометрическое между 
этими основащями. т 
Данный усфченный конусъь АВЕР (фиг. 312) равенъ разности 
За, прамыхъ конуеовь 1АВ и ШЕ. 
На плоскости нижнаго основана 
усфченнато конуса построимъ тре- 
угольную пирамиду Забс, коей вы- 
сота Зи равна высот 1 и оено- 
ван абс равномёрно основанию ко- 
нува ТАВ. Продолженною плос- 
костью верхняго основана усЪчен- 
нато конуса мы разефчемъ пирамиду Забс; въ сВчеши получится тре- 
угольникъ 4е/, равномрный кругу ОЕ. Въ самомъ дЪлЪ, по парал- 
лельности основан усфченнаго конуса, плоскость 1СА пересфчетъ 


верхнее осповане по направлешю прямой ЕО, параллельной къ СА; 


а потому составитея пропорщя В -а Назвавъ площади круговъ 
СА и ЕО чрезъ () и ©’, мы имфемъ 
иг и также Зе. ‚пя 
По и плоскостей ЧеГ и абс получится (97) про- 
порщя а = 3 Е -, Такъ какъ 99 = [С и 5й = Е, то изъ двухъ ио- 


слЪднихъ пропорщшй составитея пропорщя 

Г р -__ @6е 703 Важ 
| ыы 12 ей ‹ 
въ которой НЯ абс р ‚лвдовательно круг 
мБренъ треугольнику 46}. Назовем площади био абс и 
Чеу‘чрезъ (и 9’. Зная, что объем конуса ТАВ = 1/30 Ж и объ 
емъ пирамиды Забс == 1/34 Ж $4, мы заключаемъ, по равенству ию- 
щелей Она; и равенству высоть 16 -и В9; что ‘конусъ ТАВ” равно- 
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мфренъ пирамид Забе. Объемъ конуса ОЕ изифряетея произведенень 
1/30’ ТЕ, объежь пирамиды З4с/равенъ 1/з0' х 8, ‚ площади и’ 
равны и высоты ТЕ ий равны; слфдовательно конусъ ФЕ равном} - 
ренъ пирамид® З4е/. Отсюда`мы закаючаель, что усфченный. конусъ 
АВЕП равномбренъ усфчелной пирамид абс4еХ; но объенъ этой пи- 
рамиды равенъ */зй9 (9-9 + У 99' и4=0, 9'= 4% = ЕС; 
слфдовательно объежь уефченнаго конуса равен 
*з6С(9--9-+ 90’); 
т. е. этоть конусъ равномфренъ сумм трехъ прямыхь конусовъ, 
имфющихь высотою высоту ЕС усБченнаго конуса и соотвзтствую- 
щими основашями: круги СА и ЕЛ и среднюю чомотринес кую между 
этими кругами. 
_ Назвавъ ралусы СА и ЕО чрезъ Ви В*, и высоту ЕС чрезъ ,. 
получинь формулу 
У = зв? - В’? В»). 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ *). 


__.: 96) Вычислить поверхвость прямаго конуса, коего ребро содер- 
жить 7,5 фута и окружность основаия равна 12,56 фута? 
197) Вычислить поверхность прямаго конуса, коего ребро ‘равно 


г я 22 
18 фут. и Маметръ основан равен 102 фут. (=). 
198) Вычислить боковую поверхность прямаго конуса, коего вы- 
сота 16 фут. и маметръ основаны 6 фут. 


199) Боковая поверхность. прямаго конуса содержить 99 квад. 
фт; и окружность его основан! я риа 13,2 фута. Сколько футь с0- 


держитъ его ребро и высота? (п = т 


200) Боковая поверхность прямато конуса, коего ребро равно 17 
фут., содержить 427 ‚04 квад. фут. Сколько у > содержить даметръ 
основав я и высота? 

_ 301) Боковая цоверхность прямаго копуса, коего высота равна. 
7,5‘фута, содержить 106,76 квад. м: теНы футь бодержитв его 
ребро и дамегрь основан? ео 


*] Для решен!я этихъ воироеовЪъ должно взять я — 3,14. 
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202) Поверхность прямаго конуса содержить 391 квад. фут. и 
его.ребро равно 4'/4 фута. Сколько. футь содержать даметръ его 
основаня и высота? 

203) Поверхность прямаго конуса содержить 58,96 квад. фут. п 
его ребро 9,2 футами больше даметра основан!я. Сколько футъ со- 
держатъ маметрь основанйя и высота конуса? (= 23). 

204) Поверхность прямаго конуса содержать 138,16 квад. фут. и 
окружность его основашя 7,44 футами больше ребра. Сколько футь 
содержитъ дламетръ основан!я? 

205) Поверхность прямаго конуса содержитъ 7,04 квад. фута, а 
его высота и маметръ основашя содержатъ вмЪст% 3,8 фута. Сколько 
футъ содержать высота и дзаметръ основашя? (п = 2/1). 

206) Если маметръ основанйя прямаго конуса, коего поверхность 
содержитъ 13,345 квад. фута, увеличить 1 футомъ и ребро увели- 
чить также 1 футомъ, то поверхность образовавшагося конуса, соста- 
вить 31,4 квал. фута. Сколько футъ содержать даметрь основаня 
и ребро даннаго конуса? 

207) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего высота равна 6 
фут. и ражусь основаня равенъ 11 фут. 

208) Обращешемъ прямоугольника ВСсЬ около стороны Сс (фиг. 
302) произошель цилиндръ, коего высота содержитъ 7 футъ и да- 
метръ основав я равенъ 2,8 фута. Вычислать объемъ тЪла, проиешед- 
шаго отъ обращеня треугольника ВСФ. (п = 3). 

209) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего ребро равно 5,4 
фута и окружность основан я содержитъ 6,28 фута. 

210) Вычислить объемъ конуса, происшедшаго обращешемъ пря- 
моугольнаго треугольника ЗАС (фиг. 307) около катета 50, зная, что 
катеть ЭС — 1,8 фута и катетъ СА — 1,35 фута. 

211) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего боковая поверх- 
ность представляется на плоскости круговымъ секторомъ, имфющимъ 
радусъ въ 15 дюймовъ и центральный уголъ въ 120°. ИИ 

212) Найти радусь основанйя прямаго конуса, коего. пбраиь со- 
держитъ 397,3632 куб. фута и высота равна 12 фут. 

213) Прямоугольный параллелопипедъ, имъюций изм5ревшя въ 24 
фута, 27 футъ и 42,39 фута, равномфренъ прямому конусу, коего 
основаше имЪетъ въ окружности 169,56 фута. Найти высоту этого 


конуса. 
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_ 914) _Поверхибсть прямаго . конуса. ‘содержить 439,6 квадрат. 
фута н его даметръ равенъ 8 фут. Вычислить ‘объемъ этого ка- 
нуса. - Ук 9 

215) Прямой | вонусь, коего ребро равно 61/2 фут. и ‚раду оено- 
вашя равенъ 2/2 фут., требуется раздЪлить ва двь равныя части 
плоскостью, параллельною къ основанию. Опредълить разстолы® этого 
сЪченя отъ вершины конуса. 


216) Сумма объемовъ двухъ прямыхъ конусовь А и В составляеть 
22,765 куб. фут., высота конуса А равна 7 фут., высота. конуса В 
равна 6 фут. и даметръ основалия конуса А однияъ футомъ, боль- 
ше д1аметра овнованиа конуса В. Опредфлить объемъ каждаго ко- 
нуса. 


217) ДЛаметры основан й двухъ подобныхь оуаеь равны 1,5 
фута и 2 футамъ, и объемъ меньшаго конуса содержить 13,5 ЗИ 
скаго фута. Найти объем большаго конуса. 

918) Объемы двухъ подобныхь конусовь суть 34 куб. фут. и 272 
куб. фут. и высота менышаго конуса равна 8 фут. Найти высоту боль- 
шаго конуса. 

219) Вычислить боковую поверхность усвченнаго конуса, коего 
ребро равно 8 х.: и радиусы. ‚основам, ‚ содержать, 5 т ц 4 

- Фиат ове в осооие т ша 


уго я 


220) "Вычислить по. ную поверхность ана конуса, коего ре- 
бро равно 12 фут. и окружности о“Иован!, содержать 25,12 и 15,71 
фута. 

221) Боковая поверхность усфченнаго конуса содержитъ 1246 1/5 
квад. фут. и окружности его основан! равны 40/3 и 28° 4 фут. Сколько 
ть содержитъ ребро этого конуса? 

5) Боковая поверхность. усЪченнаго конуса со держить 29,045 
квад. “фут. и радусы его основанй равны 1,25 и 0,6 фута. ' Сколько 
футъ содержать ребро и высота этого конуса? 

223) Полная поверхность усфченнаго конуса содер жить `96. 712 
квад, фут. и маметры его основан!й равны 6 в 2 фут. колько фут ъ 
содержать ребро и высота этого конуса? : = 

294) Поверхность усфченнаго конуса содержитъ.45,96 квад. фут 
сго боковая поверхность содержить 80,615 квад. фут. и ребро-равно 
3,9 фут. Найти радусы его оснований. 


эт 
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225) Боковая поверхность уеБченнаго конуса содержить 44 квад. 
фут., ребро равно 4 фут. ‚и радусь нижняго основашя 3 футами 
больше рамуса верхняго основан. Найти эти радтуеы. (® = 24). 

226) Полная поверхность усфченнаго конуса содержить 39'/ 
квад. фут., его ребро равно 5 фут. и сумма даметровъ его основан 
равна" 4 фут. Сколько футъ содержить кажлый изъ этихъ д- 
метгровъ ? 

227) Принявъ бочку за сумму двухъ равныхъ усфченныхъ кону- 
совъ, имЪющихъ одно общее основан!е, вычислить вмЪетимость бочки, 
коей высота й равна 6 фут., ралусъ г дна равенъ 1,3 фута и радтусъ В 
выпуклости равенъ 1,7 фута. 

225) Рад1усы основашй усфченнаго конуса равны 3,4 фута и 
1,4 фута, и его ребро равно 5,2 фута. Вычислить их этого 
конуса. 

229) Вычислить объемь усфченнаго конуса, коего ребро ра- 
вно 5 фут. и окружности его основанй содержать 7,85 и 6,28 
фута. 

230) УсЬченный конусъ, коего высота равна # и радтусы оспова- 
ый суть В их, раздЪленъ на три части плоскостями, проведенными 
параллельно къ основанямъ и раздЪляющими высоту й на три рав- 
ныя части. Вычислить объемъ каждой части даннаго конуса. 

231) Объемъ усфченнаго конуса содержитъ 1186,92 кубическ. 
фут., его высота равна 18 фут. и радусъ нижняго основан я ра- 
венъ 6 фут. Сколько _футъ содержнтъ радусъ верхняго осно- 
вания? 

232) Требуется раздфлить ны конусъ на двЪ равныя ча- 
сти плоскостью, параллельною къ его основашямъ. Назвавъ высоту” 
конуса чрезъ й и радтусы его оснований чрезъ В и х, опредЗлить раз- 
стояше плоскости сфчешя отъ большаго основаня конуса и радусь 
этого сЪчешя. 

233) Объемь м копуса "содержа `615, 441 куб. та, его 
высота 2 футами больше маметра нижняго основашя и этотъ да- 
метръ 7 футами больше радуса верхняго основаня. Найти высоту и 
радлусы основан!й. 
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ТЕОРЕМЫ. 


234) Боковая поверхность прямаго конуса измЪряется произведе- 
нтемъ его ребра на окружность круга, проведеннаго чрезъ средину 
ребра. 

235) СЪчев!я прямаго конуса плоскостями, проходящими чрезь 
его ось, суть равные равнобедренные треугольники. 

236) Обращешемъ прямоугольнаго треугольника АВС около ка- 
тета АВ и потомъ около катета ВС происходятъ два прямые конуса, 
которыхъ объемы обратно пропорцюнальны высотамъ конусовъ. 

237) Объемъ прямаго конуса, коего ребро {Г равно даметру осно- 
ванйя измВряется произведенемъ 154 зу 3. 

238) Объемъ прямаго конуса, коего ребро равно { и высота равна 
1, измфряется произведешемь \з7й(1 + #) (—№). 

239) Если чрезъ какую-нибудь точку С основав! я конуса ЗАВ про- 
ведены производящая ЭС и касательная СО къ основано АСВ, то 
плоскость, проведенная чрезъ эти прямыя, касается къ конусу по на- 
правлентю ЭС. 


г. 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА. 


Шаровая поверхность. Шаръ. Съчене шара. Большой кругъ шара. Малый 
кругъ. Полюсы круга. Касательная плоскость. Задачи. 

148. Сферическою или шаровою поверхностью называется по- 
верхноеть, происходящая отъ обращения полуокружноети АСВ (фиг. 
Фиг. 313. 313) около даметра АВ. При этомъ обра- 

щенти полуокружноети АСВ, веВ точки ея по- 
етоянно равно - отстоятъ отъ ея центра 0; 
слфдовательно точки сферической поверхности 
равно- удалены отъ центра ел производящей, 
а потому сферическою поверхностью можно на- 
звать геометрическое мфето точекъ простран- 


ства, равно-отетоящихъ отъЪ постоянной точки, 
21 
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При обращени полуокружности АСВ, веЪ точки ея описываютъ 
круги, коихъ центры находятея ва 0еи АВ вращешя и коихъ плос- 
кости перпендикулярны къ этой оси. 
Шаромь называетея тфло, ограниченное сферичеекою поверх" 
ностью, или происходящее отъ обращения полукруга около дламетра; 
Разстоле ЕО’ какой-либо точки Е ‘сферической поверхности отъ ел 
центра называется радгусом» шара. ВеЪ радисы. шара равны, Пря- 
мал АВ, соединяющая дв® точки шаровой поверхности и проходя- 
щал чрезъ ел цевтръ, называется Огаметром» шара. Веб даметры 
шара равны, потому-что каждый дламетръ есть удвоенный радуеъ. 
144. Теорема. Всякое съченше шара плоскостию есть круг. 
Такъ какъ точки образовавшагося еЪчешя находятся на шаро- 
вой поверхности, то они равно-удалены отъ центра; но известно (17), 
что геометрическое мЪсто точекъ какой-нибудь плоскости, равно- 
отстоящихъ отъ постоянной точки, есть окружать круга. 
145. Сльдстваь. Еели центрь О шара (фиг. 314) 1 находится 


Фиг, 314. на плоскоети сфченя, то эта точка есть 

г центръ сфчешя АСВ, имъющаго раду- 

< Рае о сомъ радцеъ шара. Если-же центрь О 
я `’ |`_\ шара находится вн плоскости евченя, 
ЖЕ в г. то центръ Е есть проекшя центра О па 


а. плоекости этого сфченыи (17). Радщеь 
5 а Е@ = г сфчешя 06 есть валетъ пра- 
моугольнаго треугольника ОБС, коеготия 
мотенуза 06 есть радусъ В шара и катеть ОЕ равенъ разстоянйо 
4 центра шара отъ плоскости сфченя. Раде” опредФляетея по бе. 
иуль г? — В? ао - и СХ 

Круги сфчешя, коихъ центры: ня са етронт шара и 
ноихъ радиусы суть радусы шара, называются болишими круами. 
Веб болыше круги шара равны между собою, потому-что ихъ радувы 
гуть 'радуеы шара. Два большие круга АЕВ и СЕР (фиг. 315) ие- 
реефкаютеся по направленно дзаметра’ ЮЁ шара, потому-что каждый 


— ИТ — 


Фиг, 315. изъ нихъ ироходиь Чрезь центръ 
шара, Такъ каюъ эти круги им» 
ютъ общий центрь еъ тарожъ; то 
этоть центръ дояженъ находиться 
на прямой ЕК ихъ пересф чения; 
слфдовательно прямая ЕЁ есть дла 
метръ большихь круговъ АЕВ и 
СЕЬ. Отсюда мы заключаемъ, что 
двапересъкающиесяболие нра 
взаимно дълттеся на двъ равныя 


части. 

Кругъ сфченя, не проходяний чрезъ центрь шара, называется 
малым круюмь, потому-что его радусъ меньше радлуса шара. 

146. Сльдствале. Веякая прамая, пересекающая сферическую 
поверхность, какъ напримфръ СЕН (фиг. 315), имфеть съ нею только 
дв% обийя точки, потому-что окружность круга, проходящая чрезъ 
ОН и ет 0 мм, первсфвдется этою ирямою въ двухЪ точках® 
бин. 

147. тои Оконечноети Ри Р' даметра (фиг. 314), 
проведеннаго въ шарЪ перпендикулярно къ кругу О@Ё, называются 
полюсами этого круга. Два параллельные круга НК и РОГ изфють 
одни т%-же полюсы Ри Р". Центръ О шара, центръ Е какого-нибудь 
круга ФЕ сВчешя и его полюсы Ри Р' находатея на одной пря- 
мой, перпендикулярной къ плоскости этого круга Большой кругь 
РЕР*; проходящий чрезъ полюсы Ри Р' круга ВЯЕ, периендикуля- 
ренъ къ этому кругу, потому-что кругь РОР’ содержитъ прямую РР", 
нерпендивулярную въ плоскости ОСЕР. 

148. Олвдетвле. Предетавимь себЪ, что шар (фиг. 314) 
раздьленъ кругомъ АО на дв® части АРВ и АР’В, которыя пом%- 
_ щены основанями на одной и той-же плоскости. Потомъ положивъ 
часть АРВ ни АР’В, мы узнаемь, что основанёя этихъ частей со- 
вые тоя, потому-что каждое изъ нихъ равно вругу АО; также ио- 
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верхности АРВ и АР'’В совмфетятся, потому-что вез ихъ точки 
равно - отстоять отъ общаго центра О шара и основашя АО. Отсюда 
слЪдуетъ, что большой круз раздъляеть шарь и шаровую поверх- 
ность соотвътственно на двъ равныя части. Каждая половина 
шара называется полушаремь. | 

149. Теорема. Всь точки окружности какою-нибудь 
сьчешя шара равно- отстоять оть полюсовх этою круш съ- 
чешя. 

Прамая РЕ (фиг. 314), соединяющая полюсъ Р съ центромъ Е 
круга ОО, пернендикулярна къ этому кругу, а прямыя РГ, Рб, 
РЕ суть наклонныя, равно-отетояния отъ основашя Е перпендику- 
ляра РЕ; слфдовательно эти наклонных равны. По равенству хордъ 
РП, Ре, РЕ, соотвфтетвующия имъ дуги большихъ круговъ РАР", 
РСР*, РВР' также равны. 

Такимъ-же образомъ доказывается, что разстояшя РА, РС, РВ 
точекъ большаго круга АСВ отъ полюса Р равны. Дугамъ РА, РС, 
РВ соотвЪтетвуютъ прямые углы РОА, РОС, РОВ, коихъ вершины 
находятся въ центрЪ большихъ круговъь РАР', РСР', РВР'; ра%до- 
валельно каждая цзъ дугъ РА, РС, РВ равна четверти окружности 
большаго круга. , | 

150. Сльдствте. Говоря о полюсф какого-пибудь малаго круга 
Р@Е шара (фиг. 314), мы подразужВваемь полюсъ Р, ближайший 
къ этому кругу. Прямая РУ, соединяющая полюсъ Р съ какою-нибудь 
точкою 0) малаго круга РЕ, называется его холярнымз разстоя- 
емз. Дуга Р@ большаго круга РСР", заключенная между полюсомъ 
Ри какою-нибудь точкою @ малаго круга 0ОЕ, называется софе- 
рическимь радусомз этого круга. Сферичесый радлусъ какого - ни- 
будь большаго круга АСВ равенъ четверти окружности этого круга, 
и полярное разстояше равно боку квадрата, вписаннаго въ большом 
круг. 

151. Следствте. Для начертаня окружности на шаровой по- 
верхности употребляется циркуль съ дугообразными ножками. Чтобы 
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описать окружность какого-нибудь круга ОЕ, дадимъ циркулю 
раствореше, равное пблярному разстояню РО и, поставивъ одну 
ножку въ полюс Р, опишемъ другою ножкою окружность. 

Чтобы опредфлить полюсъ большаго круга АСВ (фиг. 314), 
должно изъ двухъ какихъ-нибудь точекъ А и С окружноети АСВ 
описать дв дуги большихъ круговъ; точкою Р пересфчетя этихъ 
дуг опредзлается требуемый полюсъ. Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ 
углы РОА и РОС прамые, то прямая РО периендикулярна къ ра- 
диусамъ ОА и 0С, и сафдовательно она также перпендикулярна 
къ нлоскоти ОАС. Отсюда слФдуетъ, что точка Р есть иолюсъ 
круга АСВ. - 

Для начертания окружности большаго круга должно наперед 
опредфлить его полярное разетояние, а для этого необходимо опредф- 
лить радлусъ шара (см. зад. 160 на 128 етр.). 

152. Теорема. Два равные малые круа равно - отстоять 
отх центра шара, и разстояне малио кра оть центра шару 
ттьмз болмие, чъьмь менише этотг круз, 

° Плоскость, проведенная чрезь центр 0 шара (фиг. 315) и 
центры Ми № данныхъ малыхъ круговъ, пересфкаетъ шаровую по- 
верхноеть по направлению окружности АСВК большаго круга, и малые 
круги ГХ и КМ по направленю ихъ даметровъ 1С и К]; эти да- 
метры суть хорды круга АСВК. По предъидещему (Т, 135) раз- 
к О№ и ОМ равны, если хорды ТС и КЪ равны, т.е. есам 

уги Хи КМ равны. Разстояне ОМ больше разстоямя ОМ (Т, 

140). вели хорда 1С больше хорды К, т. е; если кругь ТХ больше 
круга КМ. 

153. Теорема. Плоскость, проведенная перпендикулярно 
кз радусу шара чрез» оконечность этой прямой, касается кз 
шару, и на обороть: всякая плоскость, касающаяся кь шару, 
долокна быть перпендикулярна * к ею радиусу, протодящему чрез 
точку касаня. 

Чрезъ оконечность А (фиг. 316) рада ОА шара проведена 
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Фиг: 316. плоскость ВАС периендикулярно къ этому 
радаусу. Гребуется доказать, что эта 
_ плоскость касается къ шару. Соединивъ 
какую-нибудь 1) плоскости ВАС съ цен- 
тромъ 0, получим наклонную ОУ, ко- 
торая больше перпендикуляра ОА; ел$- 
довательно точка Г) находитея вн шара. 
Тавимъ-же образомъ мы узнаемь, ‘чо 
воф точки плескости ВАС, кромф точки 
Иов 9 А, лежатъ виф шара; елдовательно эта 
плоскость и шаръ нию только одну общую точку А. 

На оборотъ: если пловкоеть ВАС касается къ тару въ точк% А, 
то всякая точка Г) этой плоскости лежить внф шара, а потому раз- 
стояще ОТ) больше ОА; слфдовательно прямою ОЛ выражается крат- 
чайшее ‘разстоянше центра О’отъ плоскости ВАС, т. е. прямая ОА 
перпендикулярна къ плоскости ВАС. 

154. Слвдствле. Чрезъ точку, данную на сферической поверх- 
ности, возможно провести плоскость, касательную къ шару, и только 
одну такую плоскость, потому-что (14) чрезъ данную точку всегда 
можно провести плоскость перпендикулярно къ данной прямой, и при- 
томъ только одну плоскость. 

155. СладствиЕ, Чрезъь точку А проведемь на сферической 
поверхности дугу, на которой возьмемъ какую-нибудь точку К. Про- 
ведя сфкущую АС, соединимъ средину а хорды АК еь центромъ 0; 
тогда прямая Оа перпендикулярна къ АК, потому-что АОК равно- 
бедренный треугольникъ. Представимь себ, что съкущая щая Аб, обра- 
щалеь около точки А, постепенно приближается къ тельной АС; 
тогда при совпадени средины а хорды АК съ точкою А, также 
точка К совиадетъ съ точкою А, и уголь Оа( совифетится съ угломъ 
ОАС; сл6довательно уголь ОАС долженъ быть прямой, Отсюда мы 
заключаемъ, что касательная АС къ дуг, проведенной на шаровой 
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поверхности, нериендикулярна къ радтуеу ее пара, ‚мии 
чрезъ точку А касании. 

Плоскость, касающаяся къ шару въ ‘какой-нибудь точк А, ©0- 
держитъ въ себЪ касательныя ко всЪмъ дугамъ, проведенвымь. чрезъ 
точку А на сферической поверхности. 

156: Следствте. Чрезь прямую ОА (фиг. 317), соединяющую 

ат центръ О шара еъ точкою А, данною виЪ шара, 
проведемъ плоскость; эта плоскость въ еЪчени 
съ таромъ даетъ больной кругь РВР'У, къ ко- 
[2х торому проведежъ касательную А В изъ точки А. 
шо Обращентемь полуокружности РВР“ около ви 
АО образуется поверхность шара; въ то-же вре- 
мя касательная АВ производить поверхность 
+ пряматго конуса, имвющаго основашемь кругъ 
ВОР, описанный прямою ВЕ. Во всякой точк% 
С круга ВСП конуеъ и шаръ ихфютъ общую касательную плоскоеть, 
потому-что производящая АС и касательная СК къ кругу ВОО 
опредфзляютъ плоскость, касательную къ конусу, и кромф того эти 
прамыя лежатъ на плоскоети, касательной къ шару. Отсюда слФдуетъ, 
что чрезъ точку А, данную вн® шара, возможно провести безчиеленное 
множество плоскостей, касающихся къ шару, и что ве касательныя 
АВ, АС. АБ..., проведенныя къ шару изъ одной точки, равны 
ие ку собою. 

157. Теорема. Пореспчещем двухь шаров» образуется 
кру, перпендикулярный кецентральной лини шаровь и имтью- 
щей центр» ма этой прямой. 

Фиг. 318. 


Оть разебченя шаровъ С и С' (фиг. 
318) плоскостью, проходящею чрез пен- 
тральную лин СС’, образуются боль- 
пие круги; имбюне обния точки А и 
В. Обращенемь этихъ крутовъ около 
прямой СС’, точка А, общая кругам С 
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и С’, опишетъ окружность круга, периендикулярнаго къ прямой СС’ и 
имфющаго центръ на этой прямой. Этою окружностью опредфляется 
пересфчен!е данныхъ шаровъ. 

158. Примпчане. Два шара, имЪюцие только одну общую 
точку, касаются въ этой точкф. Точка касания двухъ шаровъ на- 
ходится на ихъ центральной лиши, потому-что если чрезъ точку ка- 
сатя шаровъ провести къ нимъ касательную плоскость и также про- 
вести прямую перпендикулярно къ этой плоскости, то проведенная 
прямая должна пройти чрезь центры шаровъ. Шаръ относительно 
другаго шара можеть имфть пять различныхь положенй, Назвавъ 
чрезъ Ви градусы данныхъ шаров и чрезъ 4 разстояше между ихъ 
центрами, мы имфемъ: 1) 4 > В -{ », ели первый шаръ находится 
вн втораго; 2) 4 = Вх, если шары касаются изъ-внЪ; 3) 
4 < В гии 4 >> В — к, если шары перееЖкаются; 4) 4 = 
В — /, если шары касаются изъ-ввутри; 5) 4 — В — х, если первый 

шаръ находится внутри вторато. 

159. Теорема. Чрез» четыре точки А, В, С, ), не лежа- 
ийя в5 одной плоскости, можно провести сферическую поверх 
ность, но только одну такую поверхность. 

Требуется опредфлить точку, равно-отетоящую отъ данныхъ 
точекъ А,В,С и 0 (фиг. 319). Если изъ центра Е окружности, опи- 

Фиг. 319. санной около треугольника АВС, возставленъ 
перпендикулярь ЕН къ плоскости АВС, то 

имъ опредфлится (17) геометрическое мЪето 
$<:-® точекъ, равно-отетоящихъ отъ точекъ А, В, С. 
ъ № Точно также перпендикуляръ Ебр, возставлен- 
ный къ плоскости АПС изъ цеятра Е окруж- 

ноети, проходящей чрезъ точки А, 0, С, веть геометрическое Ъето 
точекъ, равно-отетолщихъ отъ точекъ А, О, С. Такъ какъ дв прямыя 
ЕН и ЕС мотутъ пересфкалься только въ одной точкЪ, то суще- 
ствуетъ только одна точка, равно-отетолщая отъ данныхъ точевъ. 
Докажемъ теперь, что прямыя КН и Е@ дЪйствительно пересвкутся. 
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Для этого проведемъ плоскость Р чрезъ средину К прямой АС пер- 
пендикулярно къ этой прямой. Такъ какъ эта плоскость есть гео- 
метрическое мЪсто точекъ, равно-отетоящихъ отъ точекъ Аи С, то 
она должна содержать прамыя Еб и ЕН. Прямыя КЕ и КЕ пере- 
сфчешя пловкости Р съ плоскостями АВС и АС должны пере- 
сФкаться, потому-что плоскости АВС и АПС пересфкаются. Прямыя 
Е и ЕН, находянияся въ одной плоскости Ри соотвЪтетвенно пер- 
пендикулярныя къ двумъ пересфкающимся прамымъ КЕ и КК, должны 
пересфваться; сафдовательно точка О ихъ пересфченя есть центръ 
требуемаго шара. 

Слэъдствтя. Два шара совивщаются, если у нихъ четыре общуя 
точки, не лежашя въ одной плоскости. 

Если изъ центровъ окружностей, описанныхъ около граней тетра- 
эдра, возставлены перпендикуляры къ гранямъ, то эти периендику- 
ляры пересекаются въ одной точк%. 

160. Задача. Найти радгусь шара. 


Изъ какой-нибудь точки Р (фиг. 320) сферической поверхности 
^ Фиг. 320. 


опишемъ какимъ-нибудь радлусомъ окружноеть круга и на ней возь- 
мемъ точки А, В, С. Отифривъ циркулемъ прямолинейныя разетоя- 
шя АВ, АС, ВС, построимъ на бумаг треугольникъ афс, равный 
треугольнику АВС, и потомъ опредфлимь центръ 4 окружности, про- 
ходящей чрезъ точки а, 6, с; получимъ прямую а4, равную ралусу 
АТ круга АВС. Чрезъ точку 4 проведемъ прямую перпендикулярно 
къ а@ и изъ точки а радтусомъ, равнымъ полярному разстояню РА, 
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опишеяЪ дугу до переефчешя р съ проведенныхь пернендикуляромъ. 
Наконець изъ точки @ къ прямой ар возставимъ перпендикуляръ до 
пересфченя р’ съ ооеныя рр’; прямою рр’ изобразитея 
дхаметрь РР’ шара. 

161. Задача. Чрез» дж точки, данныя на шаровой то- 
вертности, описать окружность больниио круа. 

Изъ данныхъ точекъ ЕиГ (фиг. 320), принявъ ихъ за полюсы, 
опишемь дв дуги большихъ круговъ; точкою Р“ пересёченя этихъ 
дугъ опредфлитея полюсъ большаго круга, проходящаго чрезъ точки 
ЕиЕЁ (151). Наконець изъ точви р" опишемь окружность боль- 
шаго круга. ь 

Сльдствте. Если данныя точки суть оконечноети “какого-нибудь 
даметра АВ шара (фиг. 314), то вопросъ допускаетъь множество 
рьшенй, потому-что дуги большихъ круговъ, описанныя изъ точекъ 
А и В, совпадають и образуютъ окружность ‚большаго , круг. РР“ ] 
слфдовательно всякая точка этой окружности есть полюсь большаго 
круга, проходящаго чрезъ точки А и В. 

162. Задача. Чрез» точку, данную на сферической поверт- 
ности, описать ду большиио крупа перпендикулярно кз окррж- 
ности даннаю большило крупа. : 

Изъ данной точки А (фиг. 321), принятой за полюсъ, опишемъ 

Фит. 321. дугу большаго крум до пересфчешя Р съ 
окружностью СЕЛ даннаго большаго круга, и 
изъ точки Р, принатой за полюсъ, опишемъ дугу 
АВ. Эта дуга периендикулярна къ окружности 
„ СЕВ, потому-что ея полюсъ Р находится на 
этой окружности. 

163. Задача. Раздълить дуиу большею 
круйа на двъ равныя части. 

На поверхности шара (фиг. 321) опредлимъ двЪ точки Ки@, 
равно-отетояиая отъ оконечностей Ви Е данной дуги ВЕ и соеди- 
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этой дуги нериендикулярна къ хордь ВЕ въ ея срединф, то эта 
плоскость раздфаяеть дугу ВЕ на двф равныя части. 1. 

Слэдствте. Дуга Е@ раздфляеть также на дв равныя части 
каждую изъ дугь малыхъ круговъ, проходящих чрезъ точки В ув 
нотому-что эти луги имфють общую хорду ВЕ. 

Примпчане. Предъидущее Бшеше относится также къ вопросу, 
по которому требуется описать дугу К@ большаго круга, проходя- 
щую въ периендикулярномь положеши чрезь средину дуги, соеди- 
нлющей двЪ данный точки, шаровой поверхности. 

164. Задача. Олисать окружность малаго круш чрезь 
три почки, данныя на поверхности чара. 


Опишень (фиг. 322) дуги ЕО и Е@ ‘большихь круговъ (163) 


Фиг. 322, чрезъ средшя точки дугь АВи ВС, соединяю- 
ВЕНА щихъ данных точки А, Ви В, С, периендику- 
г  в)^  ларнокъ этимъ дугамь. Точка Р пересвченя 


7 ум 
в / дугь ЕО и Е@ равно-отстоитъ отъ точекъ А, 
ых В и С. Наконець изъ точки Р, принятой за 
| полюсъ, опишемъ окружность радлусомъ, рав- 

нымъ полярному разетояню РА. 


Сльдетвуе. Этимъ построешемъ можно найти 
полюсъ даннато малаго круга. 


ТЕОРЕМЫ И ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ. 


` 840) ВЪ прямомъ цилиндр построить шаръ, касающийся къ бо- 
ковой поверхности цилиндра. ° 

341) Въ равнобочномъ цилиодрь возможно вписать шаръ такимъ 
образомъ, чтобы онъ касался къ основашямь цилиндра, а къ его бо- 
ковой поверхности. по направленю большаго круга. 

242) Въ прямомъ конусЪ съ круговымь основашемъ возможно вии- 
сать шарь, касающ!йся къ осиованио конуса, а къ его боковой по- 
верхности по направлению малаго круга. 

243) Если ребро прямаго конуса равно а, его высота равна № и 
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радлусь его основанйя равенъ х, то радусь вписаннаго шара равенъ 
7® 
а+г 

244) Прямая ОС, соединяющая центръ О шара съ центромъ С 
круга, находящагося вн шара, перпендикулярна къ этому круту. 
'Гребуется доказать, что прямыя АО, БО, РО ит. д., соединяющйя 
центръ О съ точками данной окружности ‚ пересЪкаютъ поверхность 
шара въ точкахъ а, 6, Чит. д., лежащихъ на окружности круга, па- 
раллельнаго къ данному кругу С. 

245) Чрезъ данную прямую АВ возможно провести двЪ касатель- 
ныя плоскости къ данному шару. 

246) Если чрезъ данную прямую АВ проведены двф плоскости Р 
иР’, касаюнияся къ данному шару, и какая-нибудь точка Е прямой 
АВ соединена съ точками О и Е касания, то прямыя ОЕи ОЕ состав- 
ляютъ равные углы съ прямою АВ. 

247) Если двф пересЪкаюцияся плоскости Ри Р’ касаются къ 
двумъ неравнымъ шарамъ, то прямая АВ пересфчен!я плоскостей Р 
и Р. пересВкаетъ центральную линйю шаровъ или ея продолжеше. 

248) Опредлить центръ и радусъ шара, касающагося къ данной 
плоскости и къ цилиндрической поверхности, коей прямое с5чеше 
есть кругъ. 


и радусь круга касанйя равенъ и“ — —а 


нии 


ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА. 


Измърен!е поверхности тЪла; происшедшаго отъ обращещя правильной лома- 
ной лини. Поверхность шароваго пояса. Поверхность шара. 


165. Теорема. Если двъ прямыя АВ и МХ (фиг. 323) 

Фиг. 323. находятся въ одной плоскости, 

это обращенемь прямой А В около 

МХ образуется поверхность, ко- 

торая измпряется проекийею СП) 

` прямой АВ на МХ, помноженною 

на окружность круа, коею раз 

О'усь есть перпендикулярь ЕЁ, возставленный из» средины Е 
прямой АВ 00 пересьченая Е сз осью вращеная. 
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1) Обращентемъ трапеши АСУВ, въ которой углы АСР и ВОС 
прямые, около прямой СПО, образуется усеченный конусъ, котораго 
боковая поверхность (188) наче произведешемь 

З«.ЕН. А). 

Приди прямую А@ параллельно къ оги МХ, получимъ два по- 
добные треугольника АВ@ и ЕКН, потому-что ихъ стороны соотвфт- 
ственно перпендикулярны. Изъ этихъ треугольниковъ получится про- 
порщя 

ЕН _ ЕР 
Аб — АВ" 
которая даетъ два равныя произведеня 
ЕН.АВ = ЕР. Аб. 

Въ формулЪ (1) замфнивъ произведеше ЕН.АВ равныхъ ему 

произведенемь ЕК.АС, получимъ 
2 к. ЕЁ. АС или 2 т. ЕР. СО..... (2). 

2) Если прямая АВ параллельна къ жи ММ, то прямая ЕЕ 
обратится въ ЕН и прямая СО сдлается равною АВ; тогда поверх- 
ноеть, происходящая отъ обращеня прямой АВ около оси ММ, вы- 
разитея чрезъ 

2к.ЕН.АВ..... (3) 

3) Если точка А прямой АВ совпадаетъь съ точкою С прямой 
МХ, то прямая Аб совиъстится съ осью МХ и поверхность, проис- 
ходащая отъ обращешя прямой АВ, выразится чрезъ 

т.ВО.АВ =2т.ЕН.АВ; 
ЕН _ ЕЕ 


но др = Ав. и ЕН. АВ—= ЕК.АЬ, сльловательно получится 


- @т.ЕЕ.АФ.... (4). 
`. 166. Всякая ломаная линия, которая состоить изъ равныхъ пря- 
мыхъ лин, составляющихъ между собою равные углы, называется 
правилиною ломаною лищею. Правильная ломаная лия можетъ 
быть вписана въ круг и можетъ быть около него описана, потому- 
_ ито она составляетъ часть периметра правильнаго многоугольника. 
Пентръ и радуеъ правильной ломаной лини суть центръ и радтусъ 
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круга, виисаннаго въ этой лини или около ноя описаннаго. Чтобы 
въ дугь круга (фиг. 309) вписать правильную ломаную линию, 
должно раздфлить эту дугу на равных части 46, се, е@ ит. д. в 
провести хорды ар, $с, 4 и т. д. Перпендикуляръ, опущенный изъ 
центра 3 на одну изъ равныхъ хордъ. называетея ановемою | пра- 
вильной ломаной лини. 

167. Теорема. От обращеня правильной ломаной лини 
около оси, не переспкающей ея, происходить повертность, поз 
торая измпряется окружностью: вписаннаю круа. помножен- 
ною на проекцию ломаной лини, ваную на оси вращена, = 

Дана правильная поманая. длины АВСО. (фиг. 324). "ибющаЯ 

Зиг. 99. центръ О и анооему ОЕ = ОЕ = 06. 

ИзвЪетно (165), что поверхность () про- 

исходящая отъ обращентя прямой А Воко- 

ло си МХ, измБряетея произведешемъ 

2 =.0Е.45. Назвавъ чрез (’ и (" по- 

верхноети, `пронеходящия т ен Пен Си СО около 

оси ММ, получимъ ()’= 2т.0Е.Жи 0" = т. 0Е. са. На- 

Бовець поверхность, происходяшал оть обращения рковаий лома- 
ной лиши А ВСУ, равна 

00-0“ =2*.оБ. «ый = = 21. 0Е.а4. 

168. Поясомь называется часть сферической поверхности, за- 
ключенная между Двумя рараллельными кругами. Эти круги суть 
основания пояса и разстояне между ними есть его высота. При обра- 
щени полуокружноети РАТР' (фиг. 814) около дламетра. РР", дуга 
ОН производить полсъ; коего оенованшя суть круги ОЕ и НК, опи- 
сываемые точками О. и Н, и высота” есть шроекщя ВЫ драарьня 
оен РР”. муз ржи «енот 

Часть щаровой поверхности, ироисшедшая отъ обращения дуги 
РЬ около ‘осн РР’ (фиг. 314), называется сферическим» сеъмен- 
том»: Круть ВЕ называется основанемь сферическато сегмента ий 
прямая РЕ ево высотою. 
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169. Теорема. Поверхность поясл измъряется ею вы- 
сотою, помноженною на окружность большиио круа. 
Раземотримъ поясъ (фиг. 325), происшедний отъ обралцения дуги 
АУ круга около даметра РР’. Высота ЕЁ этого пояса опредфляется 
перпендикулярами АЕ и ПЕ, опущенными изъ оконечностей Аи) 
Фиг. 325. дуги АП на ось РР’. Потомъ впишемъ 
въ этой дуг правильную ломаню АВСЬ, 
коей апооема прямая ОС, и назовемъ 
чрезъ () поверхность, происходящую отъ 
обращентя лини А ВСУ околооси РР". Из- 
вЪетно, что постепевнымъ удвоещемъ чи- 
сла сторонъ правильной ломаной лини, 
каждая сторона можеть быть сдЪлана 
меньше всякой произвольно малой величины; тогда периметръ АВС 
такъ близко подойдетъ къ своему предфлу, что разность между дугою АВ 
и периметромь АВСО будетъ меньше всякой произвольно малой вели- 
чины, и также аповема 0 = У бд. — 9 такъ близко подой- 


детъ къ радусу ОА, что разность ОА — О@ сдлается меньше вся- 
вой произвольно малой величины. При постепенномь приближени 
периметра АВС къ дуг АП, поверхность (© постепенно прибли- 
жается къ поверхности 3 пояса; слфдовательно поверхность пояса 
есть предЪлъ, къ которому стремится поверхноеть (@ при безконеч- 
номъ увеличени числа сторонъ виисанной ломаной лини. На этомъ 
основани поверхность пояса можетъ быть принята за поверхность, 
проиешедшую отъ обращеня правильной ломаной линш, стороны ко- 
торой меньше всякой произвольно малой величины; а потому основы- 
ваясь на предъидущемъ (167), мы заключаемъ, что поверхность 8 
пояса изм ряется окружностью ОА, помноженною на высоту ЕК. На- 
звавъ высоту ЕР пояса чрезъ й и радлусъ ОА чрезь В, получииъ 


формулу 
—= ЭтВ.й. 
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170. Слъдствак. Поверхности 5 и 8' двухъ поясовъ, прина- 
длежащихъ двумъ равнымъ шарамъ, относятся между собою, какъ ихъ 


высоты йий; т. е. 


38 лос. = 
о кВ ИВ 5 — 


171. Слъдоетвте. Раземотримт сферичесвй сегментъ, происшед- 
щй оть обращешя дуги РО (фяг. 325) около маметра РР’. По 
предъидущему (169) поверхность $ сферическаго сегмента выразится 


чрезъ 
32.20. РЕ — п. РР^.РТ; 


но такъ кавъ (И, 75) в = р и РР.РЕ = РО", то 
8=т. РО; 

слфдовательно поверхность сферическалю семента равномтрна 
ялощади круш, ково радйусв есть хорда, стяивающеая произво- 
дящую дуиу сегмента. 

172. Теорема. Поверхность шара измпряется произве- 
денемь ею баметра на окружность большаью круш. 

Принявъ поверхность 5 шара за поверхность пояса, коего вы- 
сота равна дламетру 2 В шара, мы получимъ по предъидущему (169) 


формулу 
8 = 28.28 = 4=В*%; 
слВдовательно поверхность шара равна учетверенной площади 


болышало круш, или она равна площади крую, коею радёусь ра- 
вень Яаметру шара. 


Примфры. 


1) Зная, что прадусь экватора содержитз 15 зеофрафиче-. 
скихь миль, выразить ве квадратныхь миляхь поверхность зем- 


и эт} м. * 


о шлра. 
Окружность 2тВ экватора = 15 Ж 360 — 5400 миляиъ; 


— АВ — 


откуда его даметрь 28 = ^*® — 5400 Х 0,3183098861 — 


171$,857333494 мил. | 
Поверхность 5 земнаго шара = Э*В.2В = 
5400Х 171$3,37338494 = 92$31916,278676 квад. мил. 
2) Поверхность шара равна одной квадратной сажени; сго'ь- 
ко сажень содержить радгусь? 
Зная, что поверхность шара равна 4В? = 1 кв. саж., мы най- 
денъ В = У = 1/3 0,31830886 —= 0,9821 вах. 
173. Сльдствте. Назвавъ радусы двухъ шаровъ чрезъ В и В/, 
ихъ маметры чрезъ Ди 'иихъ поверхности чрезъ Би 5', получимъ 
8 = 4^ В? = =)? и 5' = 4^В'? = к0'з; 


8. № 8. = ль 
откуда 5 — ва И 257 = ре, 


т. 6. поверхности двухь шаров» относятся между собою, какз 
квадраты ихь рад усовь или баметровь. 


- 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


249) Оть шара, коего радусъ равенъ 2,4 фута, отдВленъ поясъ, 
имфюний высоту въ 1,5 фута. Вычислить поверхность этого пояса. 
(*_3.14). 

250) Поверхность пояса содержить 10613 квад. фута и его вы- 
сота равна 45/5 фута. Вычислить радусь шара, которому принадле- 
жить этотъ поясъ. (® = 2/1). : 

251) Высота сферическаго сегмента, коего поверхность содержать 
21,98 квад. фут., равна 1,4 фута. Опред$лить радусь шара, которому 
принадлежитъ этотъ сегментъ. (п = 3,14). 

252) Вычислить поверхность шара, коего лламетръ равенъ 43% 
фута. (^— 3,1416). 

253) Окружность большаго круга шара содержитъ 9,42 фута. Вы- 
числить поверхность этого шара. (п — 3 ,14). 

254) Поверхность шара содержить 153,86 квад. фут. Сколько 
футъ содержить его ламетръ? (п = 3.14), | 

255) Вычислить поверхность пояса, коего основашя, лежашйл по. 

28* 
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одну сторону центра шара, имЪють даметры въ 4 и 2 фута, зная, 
что рад1усъ шара равенъ 2,4 фута. (п = 3,14). 

256) Рал1усъ шара равенъ 6 фут. ицентръ этого шара находится 
между основашями пояса, коихъ рад1усы равны 3 фут. и 41 фут. Вы- 
числить поверхность этого пояса. (т — 3,14). , 

257) Требуется плоскостью разеЪчь шаръ; коего радусь равенъ 
2,6 фута, такимъ образомъ, чтобы поверхность образовавшагося сег= 
мента содержала 26,13 квад. фут. ОпредЪлить разстояве плоскости 
сВченя отъ центра шара. (п = 3,14). 

255) Вычислить объемъ куба, вписаннаго въ шаръ, коего поверх- 
ность содержить 6,16 квад. фут. (® — *). | 

259) Поверхность сферическато сегмента содержитъ 18,84 квал. 
фут. и его высота 2 футами меньше рад1уса шара. Вычислить рад1усъ 
шара. (п — 3,14). 

260) Вычислить полную поверхность полушария, коего дламетръ 
равенъ 1,4 фута. (п — 22/1). 

261) Шаръ, коего радусъ равенъ В, разеВченъ плоскостью. Зная, 
что радлусъ образовавшагося сфченйя равенъ », вывести выраженте для 
поверхности меньшаго изъ образовавигихсея сегментовъ. 

262) Дламетръ шара 2,14 футами меньше окружности большаго 
круга. Вычислить поверхность этого шара. (т = 3,14). 

263) Поверхность шара А должна равняться сумм поверхностей 
шаровъ В и С. Рад1усъ шара В равенъ 4,5 фута и окружность боль- 
шаго круга шара С равна 15,7 фута. Сколько футъ долженъ содер- 
жать рамусь шара А? (п—=3,14). 

264) Шаръ разсБченъ плоскостью такнмьъ образомъ, что ея раз- 
стояше отъ центра шара равно радусу круга сЪчешя, и поверхность 
отсЪченнаго сегмента содержитъ 14,71 квад. фута. Опред$лить ра- 
мусъ круговаго сЪчешя. (п — 3,14). 

265) Суима даметровъ двухъ шаровъ равна а и сумма ихъ по- 
верхностей равна $. Вычислить даметры этихъ шаровъ. 


ТЕОРЕМЫ. 


266) Поверхность шара равна боковой поверхности равнобочнаго 
цилиндра, описаннаго около шара. 


_ = 
267) Если окружность большаго круга равна Р, то поверхность 
шара выразится чрезъ ко ; - 


268) Поверхность шара равна /з полной поверхности циливдра, 
описаннаго около шара. и 
269) Поверхность сферическаго сегмента относится къ плоскости 
его основан!я точно такъ, какъ ламетръ шара относится къ разно- 
сти между этимъ д1аметромъ и высотою сегмента. 
‚ 210) Поверхность пояса относится къ поверхности шара точно 
такъ, какъ высота пояса относится къ дламетру шара. 

271) Обращенемъ круга С около прямой ММ, лежащей вн® его, 
но въ его плоскости, образуется тЪло, которое называется кольцомь» 
Длина окружности круга, описанной при обращени круга СО его 
центромъ С, составляетъ длину кольца. Поверхность кольца изм%- 
ряется окружностью его производящей, помноженною на его длину. 

212) Если полуокружность, раздфленная на три равных части АВ, 
ВС, СО, обращается около жаметра АО, то поверхность $ пояса 
происходящая отъ обращенйя средней дуги ВС, равна сумм% поверх- 
ностей (© и ©’ сегментовъ, происходящихъ оть обращевя крайних 
дугь АВи СБ. | - 

_ 913) Часть шаровой поверхности, заключенная между двумя полу- 
окружностями большихъ круговъ, иифющихь обийй жаметръ, назы- 
вается сферическимь двусторонникомь. Поверхность  сферическаго 
двусторонника РСР’О измЪряется дламетромъ РР’, помноженнымь на 
дугу СО большаго круга, заключенную между полуокружностями РСР. 
и РОР”. 

214) Поверхность $ шара составляетъ *» поверхности @ равно- 
бочнаго конуса, описаннаго около шара. 


кии 


ПЯТАЯ ГЛАВА. 


Объемъ т®ла, происшедшаго отъ обращен:я треугольника, Объемъ тла, про- 
исшедшаго оть обращен я правильнаго многоугольнаго сектора. Объемъ шаро- 
ваго сектора. Объемы шара, пояса и шароваго сегмента. 

174. Теорема. Если треуюльникь обращается около оси, 
находящейся 65 ©10 ПЛОСКОСТИ и проходящей чрезо е10 вершину, 
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это образующийся обземь измьъряется произведещемь поверх- 
ности, описанной бокомз, лежащимь против» неподвижной вер- 
шины, на третью часть высоты, соотвътствующей этому 
боку. | 

Данный треугольникъ можеть имфть три различных положеня 
относительно оси вращеня. 

1) Данъ треугольникъ АВС (фиг. 326), котораго сторона АВ 
лежитъ на оси вращешя МХ. 


Фиг. 326, 
Объемъ, происходяниЙй отъ 
ие ^_ 1 — обращенитреутольникаА ВС, 
| 7 равенъ сумм объемовъ двухъ 
\ | 5 конусовъ, происходящих отъ 


МА в ВМА ВЬ м 


; обращеншя  прямоугольныхъ 


треугольниковъ АСТ) и ВСУ, 
если высота С) находится внутри треугольника АВС. Если-же высо- 
та СТ) находится внф треугольника АВС, то образующийся объемъ ра- 
венъ разности объемовъ двухъ конусовъ. При обращени треугольника 
АВС около оси МХ, прямоугольник АВВ'А’, инфющИЙ съ нимъ общее 
освоваше и общую высоту, производить цилиндр. ЭтотЪ цилиндръ ра- 
вонъ сумм или разности двухъ цилиндровъ, происходящихъ отЪ обра- 
щеня двухъ прямоугольниковь АЮСА‘ и ВОСВ', коихъ сумма или раз- 
ность равна прямоугольноку АВВ'А‘. Известно (141), что объемъ 
конуса АСТ) равенъ одной трети объема цилиндра АПСА’ и объежь 
конуса ВСО равенъ одной трети объема цилиндра ВОСВ'; сл»дова- 
тельно объем, происходящий отъ обращешя треугольника АВС, есть 
третья часть объема цилиндра АВВ’А‘ иди 

объемь АВ = тб”. АВ. 

Опустивъ перпендикуляръ АЕ изъ вершины А на противоде- 
жаший бокъ ВС, мы узнаемъ, что С).АВ = АЕ. ВС, потому-что 
важдое изъ этихъ произведенй выражаеть удвоенную плошадь тре- 
угольника АВС. Въ выведенной формул объема АВС замбнимъ 


— 185 = 
произведене СО .АВ равнымъ ему произведешежь А. ВС; получим 
объемь АВС = Узкб0.АЕ.В6. т 
Такъ какъ произведеше ®Со.ВС выражаеть боковую поверх- 


ность конуса ВОО (134) или поверхность, происходящую отъ обра- 
щешя стороны ВС треугольника АВС, то 


объемь АВС = поверх. ВС. --8 


2) Вершина А треугольника АВС (фиг. 327) находится на ося 

Фиг. 321. о вращемя МХ и продолженная сторона 

Я СВ пересвкаетъ ось въ точкв О. Такъ 

какъ треугольникъ АВС равенъ разности 

треугольниковь АСП и АВР, то объемъ, 

происходяний отъ обращения треугольника 

АВС, равенъ разности объемовъ, происходящихъ отъ обращеня 
треугольниковь АС) и АВ; слфдовательно 


объемь АВС = (новерх. 06 — поверх. ВВ) +. — поверх. ВС. = 


3) оршииа А треугольника АВС (фиг. 328) находится на оси 

Ч 92 ‘зращеня ММ и сторона 
ВС параллельна къэтой 
оси.Объемъ, происходя- 
пой отъ обращения тре- 
угольника АВС, равенъ 
сумив или разности 
объеновъ, происходящихь оть обращеня треугольниковь АВЕ и 
АСЕ. Объемъ, происхоляний отъ обращешя треугольника АВЕ, равенъ 
двумъ-третямъ объема цилиндра (141), происходящаго отъ обраще- 
я прямоугольника АВ’ВЕ, и объенъ, происходящий отъ обращешя 
треугольника АСЕ, равенъ дзумъ-третямъ объема цилиндра, ироис- 
ходящаго оть обращеня прямоугольника АС’СЕ; слЬдовательно въ 
обоихъ случалхь объемъ, происходяний отъ обращена треугольника 
АВС, равенъ двумъ-третямъ объема цилиндра, происходящаго отъ 


4 вмымл с в М 
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обращешя прямоугольника В'С’СВ, равваго сунив или разности 
прамоугольниковь АВ’ВЕ и АС’СЕ; т. е. 
объень АВС = /этАЕ?.ВС. 
Такъ какъ произведеше 2<АЕ.ВС выражаеть боковую поверх- 


ность цилиндра, происшедшаго отъ обращен!я прямоугольника В'С’СВ, 
пли поверхность, описанную стороною ВС, то 


объемъ АВС — поверх. а 


115. Теорема. Обземь, происходяиий отз обращешя пра- 
вильнао мнооулюльнало сектора около оси, лежащей въ ео плос- 
кости и проходящей чрезь ею центрз, измъряется произведе- 
емо поверлности, описываемой основашемь сектора, на третию 
часть апобемы этой ломаной линги.. 

Данъ правильный мисгоугольный секторъ ОАВСП (фиг. 329), 

Фиг. 329. коего центръ О лежитъ на оси вращеня ММ. 

в Раздфлимь данный секторъ на треугольники 

\ / У прямыми, соедивяющими его центръ О съ вер- 

\ ‚8 шинами основаня АВС. Объемъ, происходя- 

к | щий отъ обращеня этого сектора, равенъ сум- 

.: ы Х мБ облемовь, происходящихь оть обраще- 

н!я полученныхъ треугольниковъ. Назвавъ аповему основашя АВСШ 

чрезъ а, получимъ (174) 

объемъ ОА ВСУ = объем. АОВ В объем. ВОС + объем. СО) 


— поверх. АВ. -3 + поверх. ВС. 3 поверх. ср. 
— (поверх. АВ-{ поверх. о 09. 
— поверх. АВС. 9 < 


176. Въ полукруг с (фиг. 330) данъ секторь АОВ; 
имфюний основашемъ дугу АВ, коей проекщя на даметрь ММ есть 
прямая аб. Обращенемъ полуокружности МАВМ около д1аметра МХ 
образуется шаровая поверхность. При этомъ дуга АВ производить 
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Фиг, 330. пояеъ и радлусы ОА и ОВ, ограничиваю- 

ще секторь АОВ, образують боковыя 

“7 в поверхности двухъ конусовъ, имбющихъ 
основашями круги Аа и В. Часть объема, 

А шара, заключающаяея между боковыми 
м @ Г] ея поверхностями этихъ конусовъ и под- 


сомъь АВ, есть шаровой секторь, с0- 
отвЪтствующ круговому сектору АОВ; слБдовательно шаровымъ 
секторомъ называется объемъ, происходящий отъ обращешя круговаго 
сектора около его вн шняго д1аметра. Поясъ, образуемый обращенемь 
дуги круговаго сектора, называется основамем» шароваго сектора. 


177. Теорема. Обзьемь шароваю сектора измъряется 
произведеемь поверхности ею основашя на треть радиуса 
шара. . 

Объемъ шароваго сектора ееть предфлъ объемовъ, происшедшихъ 
отъ обращешя правильныхъь многоугольныхъ секторовъ, вписанныхъ 
вЪ соотвфтетвующемь круговомъ секторф, если число сторонъ ихъ 
основан!й будетъ увеличено до безконечности. При этомъ безконеч- 
номъ увеличении числа сторонъ, разность между дугою АВ и лома- 
ною лишею АВСЛ (фиг. 329) сдЪлается меньше всякой произвольно 
малой величины и разность между радлусомь ОА и аповемою @ сд$- 
дается столь малою, что эти ирамыя можно принять сливающимися; 
тогда поверхноеть $, происшедшая от обращеня ломаной лими 
АВСЬ, обращается въ поверхность 3 пояса и объемь г, проиешед- 
ий отъ обращешя многоугольнаго сектора ОАВСО, обращается въ 
объемъ У шароваго сектора. Такъ какъ шаровой секторъ есть тфло, 
происходящее отъ обращения многоугольнаго сектора, коего основа- 
не содержитъ безконечное число весьма малыхъ сторонъ, и аповема 


равна радтусу ОА = В, то объемь шароваго сектора (175) равенъ 


У = 8. 


`178. Следствие. Назвавъ чрезъ В радлусъ шара и чрезъ # 
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выс01у ЕТ, пояса (фиг. 314), служащаго основанемьъ шаровому сек- 
лору, мы получимъ (169) поверхность пояса, равную $ = ЭжВ.й. 
Подетавимь эту величичину $ въ формулу для объема У шароваго 
Фектора; получится 
* к — 3/3 ®В?.л, 
т. 6. 0бземь шиаровало сектора равенз двумз-третямь пяощади 
большиио круа, помноженнымз на высоту пояся, служашиио 
сектору основанемь. 

179. Слъдотвле. Если объемы двухъ шаровыхъ секторовъ, 
принадлежащих равнымъ шарамъ, суть Уи \', и поверхности ©0- 
отвфтетвующихъ поясовъ т Зи’, то ыы выражении 


У = 8.° кину =. 


составитея пропорция 

5 * 

==; 

вбибыление объемы двух шаровыхь секторов», принадлежащить 
равным» шарам», относятся между собою, какф поверхности 
соотеътсевующуить поясовъ. 


У 
у 


180. Теорема. Обземь шара измъряется произведешемз 
©1о поверхности на одну треть ею радиуса. 

Отъ обращешя полукруга МАВХ (фиг. 330), въ которомъ про- 
веденъ радтусъ ОА, около дламетра МХ произойдетъь шаръ, соетоя- 
шай изъ двухъ шаровыхъ секторовъ, образуемых круговыми секто- 
рами МОА и АОХ. Назвавъ объемъ этихъ шаровыхъ секторовъ 
чрезь ри #', поверхности соотвЪтетвующихъ имъ поясовъ чрезъ $ и 
8', и радусь ОА чрезь В, получижь (177) \ 

© = 8.138 и! = 8, 1/3 В 
отеюда объемь У тара равенъ 
и = (+ 3).%. 

'Такъ какъ сумма ;-- 5’ поверхностей поясовъ равна поверхности 

8 шара, то объемъ У =. 1/3 В. 
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По предъядущему (172) извфетно, что поверхность $ = 478*; 
слВдовательно объемъ а 


У 4кн?. ® — чжВ'....... (1). 
Назвавь даметръ шара чрезъ 0, получимъ еще формулу 
\ = «0. =1 О... (2). 


ПримЪры. 1) Вычислить 0бъемз шара, зная, что д а- 
метр экватора равенз 1718,87 милям». 

Вычислимь объемь земнаго шара по формулв (2), подетавивъ 
3,1416 вмЪсто ти 1718,37 вибето 0); получимъ 

1/6.3,1416.(1718,87)3 = 2659068650 куб. мил. (почти). 

2) Вычислить радусь шара, содержамиио одинз кубический 
фут». 

По формул (1) мы имфемъ */з=В* = 1; откуда 

У . _узх Зе — 
1,44 дюйма съ точностью до 0,01 дюйиа. 

181. Следотвле. Означивъ радтусы двухъ шаровъ чрезь В и 
В', и изъ объемы чрезь Уи \', получимь У = “/зт В и У' = 
4/з=В/3; откуда 

еж. 

у — в, 
Ч. @. 0б5емы двуть шаров» относятся между собою, какъ кубы 
ить радиусов. 

ПримЪръ. Если принять радёусь земнаю шара за еди- 
ницу, то радёусь солнца равень 108,5. Во сколько разх 0бземь 
солниа больше объема земнаю шара? 

Объемъ солнца во столько разъ больше объема земнаго шара, во 
сколько разъ 108,5° больше 1; слЗдовательно объемъ солнца соста- 
вляетъ 1271259,125 объема земнаго шара. 

182. Теорема. Обьемь мноютранника, описаннао около 
шара, равень поверхности мношлранника, помноженной на одну 
треть радуса шара. 


— ва 


Плоскостями, проведенными чрезъ центръ шара и каждое изъ. 
ребръ многогранника, мы раздфлимъ многогранникъ на пирамиды. 
Эти пирамиды имфютъ общую вершину въ центр» шара и основа- 
ями грани даннаго иногограниика. Каждая изъ этихъ пирамидъ- 
измвряется произведенемъ площади ея основаня на одну треть вы- 
соты, т. е. на одну треть радтуса шара; сльдовательно объемъ мно- 
гогранника равенъ его поверхности, помноженной на одну треть ра- 

длуса шара. - 
у Объемы двухъ многогранниковъ, описанныхъ около двухъ рав- 
ныхъ шаровъ, относятся между собою, какъ ихъ поверхности. 

188: Теорема. Обьемь, происходящей отв обращеня крую- 
вало сезмента около даметра, лежащиио внть е10 плоскости, равно 
половинъь объема конуса, коезо основанёе имъетз радгусомь хорду 
душ семента и высота равняется проекщи этой торды на оси 
вращетя. 

Круговой сегиентъ АКВ (фиг. 324) равенъ разности между кру- 
говымъ секторомь ОАКВ и треугольникомь ОАВ; слфдовательно, 
объемъ, происходаций отъ обращения сегмента АКВ около даметра 
МХ, равенъ разности объемовъ, происходящих отъ обращеня сек- 
тора ОАКВ и треугольника ОАВ. Назвавъ объемъ сектора ОАКВ 
чрезъ и, объемъ ОА В чрезъ х', радлусъ ОА чрезъ В, хорду АВчрезъ Н, 
ея проекцю «рф чрезь й иановему ОЕ чрезъ а, получимъ (177 и 174) 

© = */зк В ри 
$' = поверх. Н.3 —/зка?.}; 
отсюда г — г’ = У = */зт (В*—а').1. 

Такъ какъ ОАЕ прямоугольный треугольник, 

то ОА* — 0ОЕ*= АЕ” = ыы или В? —а* = . 2 ; слЪдовательно 
= ут. Л = 1/в® Н.А. 

Примъчаще. Если круговой сегментъ равенъ полукругу, то объ- * 

емъ, происходащЙ оть обращешя этого сегмента, равевъ объему 
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‘шара; слёдовательно подставивъ Н = = ММ = Ш въ послЬднюю 
‘формулу, получимъ формулу для объема шара 

= Ар 
которая уже прежде (180,2) была выведена. 

184. Теорема. Объем шароватю пояса равен» объему шара, 
импюшкио даметромь высоту пояса, безь полусуммы 065ем0в5 
двуть цилиндровъ, импющихь высотами и основашями высоту 
и основашя пояса. 

Прамыя сС и ЧО (фиг. 324) суть радуеы круговъ, происшед- 
шихъ отъ разевчешл шара плоскостями, перпендикулярными къ его 
даметру МХ, и отрёзокъ с4 даметра шара есть высота пояся, коего 
основашя суть круги сб и 40. Объемь У пояса с@ равенъ сумм 
объемовъ © ис', происходящихъ отъ обращен!я круговаго сегмента 
СН и трапещи СОас. Назвавъ радусы сб и 40 чрезъ В и К,, 
хорду СП чрезъ Н и ея проекцию с@ на даметрв ММ чрезъ й, по- 
‚лучимъ (1583 и 142) 

р = ИвкН?.й из" = 1/3 (В В В.К.).й; 
откуда У = */вт (Н* + 28.2 + 282 + 28.В.).№. 

Опустивъ изъ точки 0 перпендикуляръ ОГ на прямую Сс, полу- 
чимъ прямоугольный треугольникъ СПГ, въ которомъ 

0 *= о" сГ,* = са* + (бе — ра)* или 
С0* = с4* + 6с*- а? — 214.6 = #- В В — 2В..В. 
Подетавивъ эту величину СО* въ формулу У, получимъ 
— вт (ЗВ? 3В*).Л или 
У = УвслЗ- 1/2 (св .А- тВ?.Л), 
тд членъ 1/6 7/3 выражаетъ объемъ шара, коего д1аметрь равенъ вы- 
сотв А даннаго пояса, а произведешями =В/?.й итВ?.й измряются 
‚два цилиндра, имЪющие высотою прямую Л и основанями круги 04 
и Сс. 

185. Сльдствте. Если основаше ПА пояса равно нулю, т. е. 

«ели плоскость ПА сЪченя, периендикулярная къ дламетру ММ, едз- 
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дается плоскостью, касательною къ шару, то поясъ СОас обралится 
въ шаровой сегменть №с, высота с@ обратится въ прамую сМ=Н' 
и выведенная формула приметъ слВдующ видъ 
У' = 1в=Н'3 + В.Н" 

слфдовательно обзем» сферическаю семента равен объему шара, 
импюииио даметромь высоту сезмента, вмъстаь сз объемом ци- 
линдра, имъющаю основашемь и высотою основание и высоту 
семента, 


ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


#15) Вычислить объемъ шара, коего радусъ равенъ 2,25 фута *). 

276) Вычислить объемъ шара, происходящаго отъ обращен/я полу- 
круга около дламетра, содержащато 33/3 фута. (< — 3,1416). 

27%) Найти ражмусь шара, коего объемъ равенъ 113,04 куб. дюйм. 

218) Найти дламетръ шара, коего объемъ равенъ 381 '/ куб. фут. 

279) Вычислить объемъ шароваго сектора, зная, что высота пояса, 
служащаго ему основанемъ, равна 2 фут. и радлусъ шара равенъ 4,5 
фута. 

280) Сколько дюймовъ содержить высота полса, соотв тствую- 
щаго шаровому сектору, котораго объемь равенъ 847,8 куб. дюйма, 
если радусь шара равенъ 9 дюйм. ? 

281) Объемъ шароваго сектора содержитъ 7,85 куб. фута и вы- 
сота соотвЪтствующаго пояса равна 0,6 фута. Сколько футъ содер- 
жить радлусъ шара? 

282) Окружность большаго круга шара содержитъ 1,418 фута. 
Вычислить объемь этого шара. 

253) Вычислить объемъ шара, если площадь ба льшаго круга со- 
держитъ 78,5 квад. дюйм. 

284) Если ралусъ шара увеличить на 0,3 дюйма, то его объемъ 
увеличится на 6,89544 куб. дюйма. Вычислить даметръ этого шара. 

285) Вычислить поверх ность шара, коего объемъ содержитъ 1,76625 
р дюйма. 


*) Длязрвшеня этихъ вопросовъ должно взять г — 3.14. 


` 


286) Вместимость шара равна 9,944 куб. дюйм. и разность между 
его наружнымъ и внутреннимъ даметромъ составляетъ 1 футъ. Вы- 
числить даметры. 

287) Вычислить объемъ шароваго сектора, когда извЪетно, что 
высота его пояса равна 1 футу и поверхность шара содержитъ 50,24 
квад. фут. : 

288) Вычислить объемъ шара, внисаннаго въ кубЪ, коего д1аго- 
наль равна 12 дюйм. 

289) Вычислить объемъ пояса, коего нижнее основан!е отстоить 
отъ центра шара на 0,4 фута, разстояше между основанями равно 
1,5 фута и рамусь шара равенъ 2,4 фута. 

290) Вычислить объемъ пояса, зная, что ражмусы его основан!й 
содержать 2 и 3 фута, и его высота равна 2 фут. 

291) Шаръ разсфченъ двумя параллельными плоскостями, отстоя- 
щими отъ точки его поверхности на 0,8 фута и 1,8 фута. Вычислить 
объемъ образовавшагося пояса, зная, что радусъ шара равенъ 2,4 
фута. н 

292) Вычислить объемъ шароваго сегмента, зная, что его высота 
равна 0,6 фута и ламетръ шара равенъ 3 фут. 

293) Шаръ, коего дламетръ равенъ 2 \/з фут., раздЪленъ плоскостью 
на дв части. Вычислить объемы этихъ частей, зная, что радусъ 
круга сБченя равенъ 1 футу. 

294) Высота шароваго сегмента, коего объемъ содержитъ 7,235 
куб. фут., равна 1,2 фута. Сколько футь содержитъ радтусъ соотв т- 
ствующаго шара? 

295) На сколько объемъ равнобочнаго конуса, коего ребро равно 
2 фут., больше объема шара, вписаннаго въ конусеЪ такимъ образомъ, 
что онъ касается къ основан!ю и боковой поверхности конуса. 

296) Въ прямомъ конусЪ, высотою въ 12 дюймовъ, впасанъ шаръ, 
касаюпийся къ основанию и боковой поверхности конуса. Вычислить 
объемъ конуса, зная, что дламетръ шара равенъ 6 дюйм. 

297) Вычислить объемы двухъ шаровь, зная, что разность их 
радлусовъ равна 1 футу и разность ихъ поверхностей составляеть 62,8 
квад. фут. 

298) Сумма объемовъ двухъ шаровъ равна 1172,266 куб. дюйм. и 
сумма ихъ радтусовъ равна 10 дюйм. Вычислить даметры этихъ ша- 
ровъ. 
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299) Разность поверхностей двухъ шаровъ равна 16,94 квад. 
дюйм. и объемы этихъ шаровъ относятся между собою, какъ числа 


216 и 125. Вычислить дламетры этихъ шаровъ. =”). 


ТЕОРЕМЫ. 


300) Если поверхность шара равна 5, то его объемь выразится 


8 /8 
чрезь 5 - 


301) Если поверхности куба и шара ие то объемы этихъ тъль 
относятся между собою, какъ числа Узи Уб. 

302) Объемъ шара равенъ * объема цилиндра, описаннаго около 
шара. 

303) Объемъ шара равенъ объему прямаго конуса, коего высота 
равна рад1убу шара, а ражусъ основан!я равенъ даметру шара. 

304) Если шаръ, котораго рад1усъ равенъ В, разсВченъ двумя 
параллельными плоскостями, отстоящими отъ какой-нибудь точки 
шаровой поверхиости най ий’, то объемъ образовавшагося пояса 
выразится чрезъ 7 [(й —7*)? В — 13(%° — 43]. 

305) Если около круга описаны квадратъ и правильный треуголь- 
никъ такимъ образомъ, что сторона квадрата. совпадаетъ съ бокомъ 
треугольника, то обращешемъ всей фигуры около высоты треуголь- 
ника, проведенной перпендикулярно къ совмЪстившимся сторонамъ, 
образуются шаръ, цилиндръ и конусъ, коихъ объемы относятся между 
собою, какъ числа 4, 6, 9. 

306) Если около круга, коего радусь равенъ В, описанъ ква- 
драть АВСР и на его сторон АВ построенъ равнобедренный тре- 
угольникъ ЕАВ, коего вершина лежитъ на окружности круга, то 
обращешемъ фигуры около высоты ЕЁ треугольника ЕАВ образуются 
конусъ, шаръ и цилиндръ, коихъ объемы относятся между собою, 
какъ числа 1, 2, 3. (Архимедова теорема). 

307) рожь точку А дуги АМВ круговаго сектора АМВС проведена 
касательная, равная хордЪ АВ. Требуется доказать, что при обра- 
щен фигуры около рад1уса АС прямоугольный треугольникъь АЕС 
образуетъ прямой конусъ, равномЪрный шаровому сектору, образую- 
щемуся круговымъ секторомъ АМВС. 

308) Если прямыя АС и АВ (фиг. 328) равны, то обращенемъ 
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равнобедреннаго ‘треугольника АВС около оси ММ происходить объ- 
емъ, равный */з объема цилиндра, коего высота равна боку ВС и ра- 
дусь основаня равенъ высотЪ АЕ треугольника. 

309) Обращешемъ параллелограма АВСО посл Здовательно. около 
двухъ смежныхь сторонь АВ и ВС образуются два объема У и дм 
которые обратно пропорщональны этимъ сторонамъ. + 


ПРИЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРЫ КЪ ГЕОМЕТРИИ. 


Выражене линй, площадей и объемовъ числами. Однородность выраженй. 
Возстановлене однородности. Построеше алгебраичеескихъ Формулъ. Решене 
геометрическихъ задачъ спомощ!ею Адлгебры. Отрицательныя рьшешя. 


186. Во второй части Планиметрйи весьма часто встрЪчалась 
надобность выражать лини числами; такъ наприм8рь при рёшени 
задачи (85, П): „раздвлить прямую въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шеи“ мы выразили данную прямую АВ числомъ а, предположивъ, 
что отношеше между этою прямою и какою-нибудь единицею т 
длины равно а. 

ИзвЪетно, что для вычисленя какой-нибудь площади должно 
составить произведене двухъ чиселъ, выражающихъ отношеня двухъ 
линй къ какой-нибудь единицЪ, и для опредфлешя какого-нибудь 
объема, должно неремножить три числа, полученных отнесешемъ трехъ 
линй къ какой-нибудь единиц; слфдовательно для площадей и 
объемовъ нЪтъ надобности употреблять особыхъ означений. 

На оборотъ: всякое отвлеченное число можетъ быть изображено 
лин!ею, если отвлеченная единица будетъ заифнена какою-нибудь еди- 
ницею длины и потомъ будетъ построена линя, отношене которой къ 
единиц® длины равно- данному числу; такъ напримвръ число У 2 мо- 

29 
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жетъ быть изображено гипотенузою равнобедреннаго. прямоугольнаго 
треугольника, котораго катетъ равенъ какой - нибудь единиц длины. 

Означеше лин! числами даетъ возможность примнять алгебри- 
ческля дфйств!я къ рЬшентю геометричеекихъ задачъ. Ршене гео- 
метрической задачи спомошиею Алгебры состоитъ изъ трехъ частей: 

1) составлешя унавнен!я по условйямъ заданнаго вопроса, 2) р%- 
шения уравненя, и 3) построен!я найденной величины неизвЪетной, 
т. е. составлешя чертежа по полученному рёшеню уравнешя. 

187. Приведен`е геометрическихъ задачъ къ уравненамъ и р%- 
шенте сихъ послфднихъ будетъ разсмотрфно впослВдетв!и; & теперь 
познакомимся съ свойствами численныхь выраженй, означающихъ 
лин, площади и объемы, и съ построешемъ формулъ. 

Въ выражени = числа а, 6, с суть отношения лишй А, В, С 

В 


къ какой-нибудь единиц т, т. е. а = 5, = Вс Е: Зра -4 
тельно данное выражене произошло отъ выражешя 9: — = Я 


въ которомъ эт есть единица. Въ этомъ выражени единица т вхо- 
дитъ иножителемъ только одинъ разъ, а потому оно называется вы- 
раженем5 перваю измтреня и означаетъ лимю. Въ числитель 
.;  @а36 
выражения „, единица повторяется множителемь четыре раза, а въ 
знаменател$ три раза; слЪдовательно оно перваго изи5решя. Каждое 
: а? ее 40° Е 
изъ выраженй 4?, ^,, У 1568, сн Называется выраженшемь 
вторато измтреня и означаетъ площадь. Выражешя а°, а%, абс, 
У ас? суть третьяю измъреня и означаютъ объемы. Ве выра- 
женя, которыхъ измфрешя выше третьяго, не означають геометри- 
в а? 6 - 

ческихъ величин. Замфчательны выраженя 5, »са И Т. Д., ВЪ 
которыхъ измфреше числителя равно изм5реню знмменателя; они на- 
зываются выраженями нулевало измъренгя. 

‚ Одночленныя выражешя одно и того-же измфрешя называются 
однородными. Возможно произвести сложеше и вычитане только 
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надъ однородными одночленами. Полученная: сумма или разноеть 
должна быть величина однородная съ данными одночленаии; & потому 
веяюй многочленъ, коего члены суть еще: < има назы 


вается однородныме; такъ напримвръ а? — “” а. : : ре 
многочлен, втораго измФреня, 

188. Если при рёшен!и какого-нибудь геометрическаго вопрос® 
отношеше каждой лини къ какой - нибудь сдиниц® означалось буквою 
и ни одна изъ ли Й не принималась за единицу, то выражене не- 
извЪстной, полученное изъ составленнаго уравнешя, должно быть одно- 
родное. Въ самомъ дл, означивъ отношен1я данных лин къ ка. 
кой-нибудь единиц$ буквами а, 6, с, 4.... и отношене искомой лини 
къ той-же единицв буквою %, получимъ выражене 2, которое должно 
состоять изъ однородных членовъ перваго измфренйя, потому-что 
(187) всяый многочленъ составляется сложешемь и вычитанемъ 
однородныхъ одночленовъ, и образовавшаяся сумма или разность 
должна быть одного измБреня съ каждымъ одночленомъ. Такъ на- 


ь А 
примфръ получивъ выражеше + — в, гдЪ Аи В два многочлена, мы 


замфчаемъ, что изм рене чивлителя А единицею выше измфреня знаме- 
нателя В, потому-что число 2 означаетъ линию; слфдовательно члены 


г 2-2. . 
дробнаго выражения ; должны удовлетворать условмямъ однородности. 
ф А 
Точно также въ выражени х = И в › Полученномъ изъ уравнешя 


Вх? — А, каждый изъ многочленовъ А и В долженъ быть однород- 
НЫЙ, и кром$ того измфреше многочлена В должно быть двумя еди- 
ницами ниже изм рента многочлена А. 

Принявъ за единицу одну изъ лий, входящихь въ заданный 


вопросъ, мы хожемъ получить для аня выражене неодно- 


. =: а 
родное; такъ наприм$ръ выражене 2 = - ВЕ а получилоеъ не- 


однородымъ, потому-что одна изъ данныхъ лин принята за еди- 

ницу. Для возстановленя однородности, должно ввести множителемъ 

линю, принятую за единицу, такимъ образомъ, чтобы выражеше 
29* 
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удовлетворяло усломямъ однородности. Въ полученномь выражени 
числитель и знаменатель содержатъ члены перваго, втораго и третьяго 
изнЪрени; но измрешме числителя должно быть единицею выше 
изиврешя знаменателя; слВдовательно предположивъ, что пропущена 
данная лишя 7, принятая за единицу, мы доржая помножить на т? 
зленъ а перваго измъреня въ числитель, на т? членъ — 6? втораго 
изиреня въ числителВ и членъ — р перваго измврешя въ знамена- 
тел, т на т членъ ас* третьяго измфрения въ числител и 
чяенъ 2” втораго измфреня въ знаменателВ. ПослЪ этого получится 


выражение 
__ ат — т" + ат __ т(ат — т р ас) 
бьный НОЕ 2 рые °. 
Этижь введешежь множителя т и о степеней выражен 2 не 
изыВняется, потому- что т —= 1. Еели извфетно, что неоднородное 


выражеше уе Е означаетъ лин, то каждый членъ подко- 


ренной величины долженъ быть втораго измфренйя. Предположивъ, 
что данныя лини отнесены къ единиц , мы помножимъ членъ а 


вс р 
на 71 и членъ 4 на тз; лы рае ны 


. 


189. Ршенемъ уравнешя, составленнаго по усломаямъ теоме- 
трическаго вопроса, получается выражеше, показывающее, какля 
именно геометричесвя построеня должны быть произведены для полу- 
ченя искомой лини. Чтобы познакомиться съ построенмемъ алгебраи- 


ческихъ выраженй предлагаются слБдующие примфры. 

1) Выраженше х = ы 
трехъ прямых а, В, с, ностроеше которой извЪетно ры п. 
4. 


р 
с боставивъ пропорцию == =, , опи- 


означаетъ четвертую пропорщональную 


2) Изъ выражешя х = 


. шемъ на прямой ВС — с нолуокружность (фиг. 171). Потомъ отло- 
жимъ хорду ВА =и изъ А опустимъ пернендикуляръ АО на д 
метръь ВС; получимъ отрзокъ ВО = <. 
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3) Выражеше 2 = У 46, получаемое изъ пропорщи =“ = 2 , 
означаетъ среднюю пропорцональную между прямыми аиф. Построе- 
не ея извфетно (76, П). 

4) Выражене 2 = Иа? -{ 5? означает гипотенузу прамоугожь- 
нато треугольника, коего катеты суть а иф. Построеше праший а х 
извЪетно. 

Выражене х = уа* — 5? означаетъ катетъ прамоугольнато 
треугольника, имфющаго гипотенузу а и катетъ 5. Побтроене‘ пря- 
мой 2 извЪетно. 

5) Чтобы построить выражене х = те ‚ построимъ четвертую 
пропорщональную Л прямыхъ 4, 6, 4; елдовательно получимъ / = 
Е их = и. ”, Потомъ построимъ четвертую пропорщюнальную пря- 
мыхъ /, с, © для получешя прямой 2. Такинъ-же образомъ хи 


афеде[. 

выражене 2 — сдыи - 

6) Чтобы построить выраженше х = 13, внесемь множитель 

а подъ радикаль; получимь выражене 2 = И За? = Иа.За, ко- 
торое строится по примЪру (3). 


7) Чтобы построить выражене 2 = -- и 3, сдвлаемь преобрал 
зоване 2 = У Е =Уч—т1=У—( “ )*. Послфдиее вы- 


ражеше строится по примру (4). 
ле. 
Г 


8) Въ выражеши 2 =; отдфлимъ общйЙ множитель с 3& 


; а--ь)е 
скобки; тогда получимъь выражене х = а *, въ которомъ 2 сеть 


четвертая пропоршональная прямыхъ а-- В, си. Построенше ея 
извфетно (67, П). 

9) Преобразовавъ. выражеше 2 — У а? — ар, получимь выра- 
жеше х = У а(а— 5), ое поетроене извЪетно (76, 2, П). 


=. 


10) Выражене х = — представится въ слфдующемъ вихв 
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я = © #9 Потомъ построимъ прямую 9 = — но примвру (1), 


прямую № = м по прим®ру (5) и наконець прямую 2 = 9 —й. 

11) Чтобы построить выражеше 2 = уа?-{ 5? — са, предио- 
ложимъ е? —= а? {- 5*и/? — с. Потомъ построимъ е = Иа? Ъ? 
(по 4) и/= уси (п 3). Наконещь построимь 2 = Ие — 78 
(шо 4). 

12) Выражене 2 = Ки 5 — 1) означаеть бокъ правильнаго 
десятиугольника, вписаннаго въ круг, коего радтусь В (99, Ц). 
Преобразовавъ это выражен!е, получимъ_ 

РЕ у"— В =Ув?-+ (№) —1 В 


_ Построимъ сперва а = Ув-+ Се И ПОТОМЪ х =@— -3 


13) Выражене # = И “' Я преобразуется въ 

2=у рии. 

Построимъ прямоугольный треугольникъ АВС по даннымъ ка- 
тетамь АВ = аи ВС =. Къ гипотенуз8 АС изъ ея средины 0 
возставимъ перпендикуляръь ОЕ = '/зАС и проведемь прямыя АЕ и 
СЕ. Катеть СЕ образовавшагося равнобедреннаго прямоугольнаго 
треугольника АЕС равенъ х. 

2) Чтобы построить выражение 


я = И«[ + > (« Е, у], 


гдз т и п какя-нибудь числа, построимъ с —= р (шо 2) и в = 


ь 
ак нь адм 
Е=е+е = 4. м (а >=). Наконець построимъ 2 = Иа/. 


190. Задача. В треуюльникъ вписать квадрать таким 
образомь, чтобы одна сторона ею помъстилась на сторонъ тре- 


— М — 
зролиника, а противолежащия ей вершины че на ре 
остальных» сторонах треуюльника. — 

Фит. 331. Предположимъ, что вопроеъ рф- 
шенъ и что построенъ требуемый 
квадрать РЕК@ (фиг. 381). При 
внимательномь разсмотрёви чер- 
тежа мы зам чаемъ, что для построе- 
я требуемаго квадрата достаточ- 

Рае Г 2527 Хх но найти его вершину № (или вер- 
шину Е). Для опредфленя вер- 

шины О должно найти разстояне ВР, т. е. гипотенузу прамоутголь- 
наго треугольника ВО@, коего катеть 06 есть бокъ искомаго ква- 
драта; слЪдовательно для рёшентя вопроса должно найти стороны пря 
моугольнаго треугольника ВО@, & для этого необходимо сравнить 
его съ подобнымъ ему прямоугольным треугольникомъ АВН; въ ко- 
торомъ ве строны извфстны. Назвавъ сторону АВ чрезъ с, разтояне 
ВО чрезъ 2, высоту АН чрезъ 1 и бокъ 06 чрезъ у, получимъ иро- 
порщю # = 5; откудау =°.й...(1). Такъ какъ образовавшевея 
уравнеше содержитъ двЪ неизвЪетныя ти у, то оно недостаточно 
для ршен1я вопроса. Требуется составить еще уравнеше, содержащее 
неизвЪстныя 2 и у. Для этого возьмемъ подобные треугольники АДЕ 


и АВС и назовемъ сторону ВС чрезъ а; тогда получимь -®_ = °—_ 


и у —= = „а... (2). Сравнешемъ уравненйй (1) и (2) мы полу- 
чимъ уравнение 

5 д. а 

с 
съ одною неизвфетною, изъ котораго найдемь х = а слЪдова- 


тельно прямая х = ВП есть четвертая пропорщональная прямыхъ 
а, си а, построеше которой, по примЪру задачи (67,11) ‘произ- 
водится вотъ такъ: продолживъ сторону ВС = а, отложимъ часть 
СК = Л, соединимь точки А и К и проведемъ чрезъ С прямую СЭ 
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параллельно къ прямой АК. Потомъ изъ точки О) опустимъ перпен- 
хдикуляръ 06 и ВС, чрезь 0) проведемь ПЕ параллельно къ ВС к 
наконецъ изъ Е опустимъ пернендикуляръ ЕЁ на ВС; получится тре- 
буемый кварать РЕЕС. 


ВЪрность произведеннато построеня доказывается слфдующимъь 


образомъ: по : едет прямыхъ АК и ГС мы имфемъ = -ч 


ас. 
т А} а+" 

Примпчание Т. Геометрическимь доказательствомъ пов рается 
произведенное построеше, а не самое ръшене предложеннаго вопроса. 
Однако. врность рьшешя задачи зависить преимущественно отъ. 
вфрнаго составлешя и рёшеня уравненя, а потому, если возможно 
должно повфрять полное рзшеше предлагаемой задачи. Полное и гео- 
метрическое ВЫ предъидущатго рьшеня состоитъ въ са%- 


или = ‚ откуда ВО = 5 = 


дующемъ: = —=- в. по параллельности прямыхъ Об и АН, и 


В = 6 по параллельноети Е СП и КА; отеюда полу- 


06 _ ВС 06 ай 
Читея дн — вк ИЛИ у =. В ; сабдовательно 06: = ат" П9- 
РЕ _ АБ АР _ ск 
томъ вс = лв Ио параллельности прямых ОЕ и ВС, ив = к 
РЕ _ СК 
по параллельности прамыхъ пряныхъ ОС и АК; отсюда ве = вк 

РЕ й ай 

Илит, = +; сАФдовательно РЕ = 1%. Й такъ мы узнали, 


что прямыя 06 и ОЕ равны. 

Примъчаще ПП. Предложенная задача руьшается еще сл®дую- 
щимъ образомъ: изъ вершины А опустимъ перпендикуляръ АН 
на противолежаний бокъ ВС и изъ вершины В возставимъ къ 
ВС перпендикуляръ В, равный ВС. Соединивъ точки № и Н, по- 
лучимъ точку Ш) пересвчен!я прямыхъ АВи Г.Н; этою точкою опре- 
‘длится вершина искомаго квадрата. 

р ТП. Звая , что ры или = —^ ‚получим 


&= ий. Потому подставивъ въ это ‘равенство - 2 ь ы 2, по- 


ай? 
(а+1) ' 


площадь Бы АВС равна “^ и отношеше между этими 


лучинь у= у: Площадь квадрата ПЕГС равна у? = 


площадями равно аа При а==й это, отношение равно ой, 
а ели а > й или а<_®, то отношене между этими площадями 
меньше '/з; слфдовательно площадь квадрата, вписаннаго въ тре- 
угольник%, равна половин площади этого треугольника, еели оено- 
ване ВС == а равняется высот® АН =. 

191. Задача. В» данномь треуюльникь АВС (фиш. 332) 
вписать прямоуюльникз на сторонь ВС такимз образомь, что- 
бы ею площадь относилась къ площади АВС точно так, какъ 
относятся между собою числа ти п. х 

Назовемъ сторону ВС чрезъ а, высоту АН чрезъ №, стороны ОЕ 

ии’. и 06 искомаго прямоугольника чрезъ у из, и 


разстояне АК чрезъ т. Площадь РЕЕ@ = ул, 
ай 


площадь АЗВО = 5 и по заданию - а — 


2т, отеуда уе т .... (1). Изъ по- 


ее треугольниковь АДЕ и АВС выво- 


9 
а 


ы РЕ _АК д. % 
дитея пропорщя с = н Или == ›Ко- 


торал, по умноженю ея предъидущихь членовъ на 2, обращается въ 
2 = - . Зная, что 06 =КН =2=й — х, мы замфнимъ множи- 
тель 2 обо члена послфдней пропорщи чрезъ д—; получимъ 


9“. ==) ....(). Подетавивъ величину уг (Г) въ уравнение (П), 
получимъ 
= г. ий =: 12 1—2; 
ПО чет УРА р 
ое ть Ме ЕВтТУ д—%) 


Чтобы для 2 получилась величина возможная, дробь -" —„ должна 
равняться 1/з или должна быть меньше */э, т. е. искомый прямо- 
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угольникЪ долженъ равнятьсл половинф даннаго треугольника, или 
долженъ быть меныше его половины. Если дробь =_= 1/з,1. е. ис- 
комый прямоугольникъ равенъ половин даннаго треугольника, то 
получится 2 = = знаЧитъ сторона ОЕ проходить чрезь средину 
высоты АН и чрезъ средыя точки сторонъ АВ и АС. Построенше 
этого прямоугольника не представляеть затруднетя. Если дробь 


>. < 1, то радикалъ У и. А) полученнаго корня х 


меньше = ‚и для 2 получатея дв положительныя величины. Для 
построешя этихъ величинъ 2 раздълимь высоту # въ точк® М на дв 
равныя части и отложимъ АТ, = = №; тогда получимъ МЬ = - —й. 
Потомъ построивъ среднюю пропорщональную МХ между прямыми 
АМ и МГ, получимъ МХ = УЕ = 2 №). Наконецъ, чтобы по- 


строить 2, должно МХ приложить къ а или ММ вычесть изъ - а 
для этого опишемъ полуокружность изъ точки М радуеожь ММ; 
получимь для 2 двЪ величины АК и АК’. Проведя чрезь К 
и К' прямыя ОЕ и О'Е' параллельно къ боку ВС, получимъ вершиы 
Ри Е, П' и Е прямоугольниковь РЕГ и О'Е'Е“С", удовлетворяю- 
щихъ вопросу. | 
192. Задача. В» данном» квадрать АВСО (фи. 533) 
вписать друюй квадрат» такимь образомь, чтобы площади 
этиь квадратов относились между собою, как числа т и п. 
Назовемъ сторону АВ даннаго квадрата чрезъ а, сторону А’В’ 
Фиг 9: искомаго квадрата чрезъ 2 и разстояше АА’ 
чрезъ у. По равенству треугольниковь ААТ, 
ВА'В', СВ’, С'Ъ’О мы имземь АП" — ОС" 
— СВ‘ = ВА' =а — у. Площадь А ВСЭ =а?, 
площадь А‘'В'С'' = 22 = у? (а—у*ипо 
заданию == „Отеюдаеоставитея уравнене 


== 
у’ (а—у)*— "а? ин у? ео „.а?—0; 


сл®довательно у = + уе . на кра е+ зы эн), Нехо. 
нець получится выражене а— у= “ У“ тяг ‚ кото- 
рое легко можеть быть построено. Для этого жет. прямую АВ 
— а на 4” равныхъ частей и возьмемъ такихъ частей 2т — п отъ 
В до Е; отр№зокъ ВЕ = Ке-4 Потомъ построимъ среднюю про- 
порщеональную ВЕ между прямыми АВ и ВЕ, и отложиижъ прамую 
мую ВЕ на сторовв АВ отъ ея средины М до А’и до А“; тогда 


ДА’ @ ВЕ = * + Уа. "—" ан АА“ — ВЕ 
Ея 


Эчотъ вопроеъ только тогда возможенъ, если Зи =и или 2т^> п, 
т. е. возможно вписать квадратъ, котораго площадь не меньше ноло- 
вины площади даннато квадрата; слфдовательно нанменишй ква- 
дратъ, который можетъ быть вписанъ въ данномъ квадрат, получится 

а 

при 2т=пи АА' =>. 

193. Задача. Построить прямоуюлиникь, коею периметр 
фавень р и площадь равна 4“. 

Назвавъ дв смежныя стороны искомаго прямоугольника чрезъ 
хи у, получимъ у = -&- —жилу =; отеюда 2( 5 —42)=9*или 


2 — аа? — 0; слЪдовательно 


2 = РУз ну = РУ да. 


Замбчательно, что составленныя уравненя даютъ только два 
различные корня; слёдовательно большая сторона прямоугольника 


равна Уч? и меньшая сторона равна ^ — У —9'. 


— 156 — 


| 2 
Вопроеъ только тогда возможенъ, если 4? — ( Р) или 41° = 


р\? бы . . 
(2) ; Т.е. нанбольиий прямоугольникъ, удовлетворяющий условямъ 


задачи, получится, если его площадь равна площади квадрата, по- 
строеннаго на четвертой части даннаго периметра. 


194. Задача. Дана трапешя АВС (фи». 334), вз кото- 
рой основаше АВ = 16 фут., основане СО = 5 фут. и высота 
равна №. Отъз точки Е, данной на сторонь АВ и отстоящей 
0тз вершины А на 14 футъ (и оть В на 2 фут.), должно раз- 
дълить трапешю на двъ части такимь образомь, чтобы часть, 
прилежазщая к5 АЕ, была вдвое меньше части, прилежащей кз 
ВЕ. Опредълить разстояще ОЕ прямой раздъла отз вер- 
шины П. 


Назвавъ разстояне ОЕ чрезъ х, получим СК =5 —х, пло- 
рр, — ЩАДЬАЕЕО = (4-2) у, площадь ВСЕЕ 
“ у. ‹ ея Й АЕЕРО — 14+. 

2% \ (И всвЕ = 1; = 
г Зы, В 


{ 
сюда мы имемь 28 27 =71 —хиз= — 8; 
слфдовательно прямая раздфла не можеть пе- 
ресЪкаться съ стороною СО, т. е. вопросъ не возможенъ. Отеюда мы 
заключаемъ, что отрицательное число, выражающее длину прямой, по- 
казываеть невозможность рёшешя, происшедшую отъ несообразности 


заданныхъ условий. 


Примъчанте. По заданю вопроса можно было предвид$ть невоз- 
можность рёшеня, ДЬйствительно, если мы соединимъ точку Е съ 


вершиною П), то разстояюше ОК == х обратится въ нуль и отношене 
14-х 
7—* 
лась между Си Ш на сторонф СЪ. это отношене должно быть боль- 
ше 2; но такъ какъ по заданю отношене равно \/2, т. е. меньше 
2, то прямая раздъла не можетъ пересЪкаться съ стороною СО. Что- 


бы части данной трапещи составляли данное отношене, прямая раз- 


сдфлается равнымъ 2; слфдовательно чтобы точка Е находи- 


дфла должна пересЪкать сторону АО. Назовемъ точку пересфчешя 
этихъ прямыхъ чрезъ @, и отношене прямыхъь АО и А@ чрезъ у. 


Площадь АВСО =(16 5) № ,паощадь АЕБ = Ча тя > 
3645 > № т ай 

1 =—5; Также дес дб = У, садовательно И 3. и 
Е: мы — о Такъ какъ по заданно должно быть 


АВСО — АЕ _ — 
—`АЕб. по 9 > -- иу= 2. 


Отсюда ра что прямая раздЪла должна пройти чрезъ сре- 
дину стороны АО. Означивъ чрезъ Е’ точку пересфченя продолжен- 
ной прямой раздЪла съ продолженною стороною СЭ, получимъ ОЕ" = 


АЕ = 14 фут. Отсюда мы видимъ, что найденная величина 2 —=— 3 
также не находится на продолжени стороны СТ; слдовательно р%- 
шен!е 2 — — 3 ие имфетъ никакого смысла. 


195. Задача. Требуется раздълить прямую АВ =а (фи. 
335) на двъь части таким» образомз, чтобы квадраты этить 
частей относились между собою, кака числа т и п. (Предпо- 
лается , что т < п). 

Предположивъ, что вопросъ рфшенъ и что точка Е раздфаяетъ 
прямую АВ на требуемыя части, назовемъ отр%зокъ АЕ чрезъ х; 

Фиг. 335. Ри бажин и по заданю 


в == и - ИЗЪ этой пропорщи 


составится ана 
(и— т) Зате—та?=0..(Т), 


Е 
уе изъ котораго получится 
че ыы 
= (т У тп ). 
Такъ какъ по заданию и > т, то У тв > Ут? или У ттт; 
слЪдовалельно для х получатся дв величины: положительная и 
отрицательная. Чтобы опредфлить значене отрицательнаго корня, 


— 158 -— 


подетавимъ въ уравнеше (1) —х’ вмфето д *); получимъ уравнене 
2 т : 
(аа: = в -.-* (2). 

Это уравнеше показываетъ, что требуется найти такую точку, 
чтобы квадратъ ез разстояня отъ точки А отновилея къ квадрату 
разстояня отъ В, которое больше первато разстоямя числомъ а, 
точно такъ, какъ относятся между собою числа ти и. Для выпол- 
неня этихъ условмй отложимъ первое ‘разстояне отъ А въ сторону, 
противоположную той, по которой мы отложили положительную вели- 
чину х; сл довательно отложивъ 2’ = 2 на продолжени прямой ВА, 
влЪво отъ А, мы найдемъ точку Е ', которой разстояше отъ В равно 
а -{ ='. Положительный корень х‘ уравнения (2) или отрицательный 
корень х уравнения (1) соотвфтетвуетъ слфдующему вопросу: назйни 
такую точку Е' в5 противоположной сторонъ относительно 
разстояня АЕ, чтобы квадраты ся разстоянй от точек А 
и В относились между собою, какз числа т и п. ЗамЪчательно. 
что уравненя (1 и 2) соотвФтствуютъ одному и тому-же вопросу: на 
прямой, протодящей чрезь точки А и В, найти точку (или нъ- 
сколько точекъ) такимь образомь, чтобы квадраты ея разстоя- 
ни отз точекз А и В составляли данное отношене. 

Построеше рёшеня вопроса длается вотъ такъ: чрезъ точ- 
ку В прямой АВ проведемъ прямую ВЕ = ни на ней отъ Е 
до @ отложимь Кб —= т; тогда отрфзокъ В@ = п — т. Соеди- 


нивъ точки А и С, и проведя чрезъ Е прямую КС параллельно къ 
т 


Аб, получимъ 28 ор 


ых : т * 
т ИАС=— „м › потому-что прямая 


АС находится относительно точки А въ сторонф, противоположной 
положительнымь разстоямямъ точекъ прямой а отъ А. Чтобы по- 


< © а азии 
строить радикаль выраженя 2, мы имфемь и Утя = 


бы вм. Г : 
И ®: а.» @ == у, гдВ уесть средняя пропорщональна меж- 


*) См. $ 19 части П «Начальной Алгебры».- Соч. А Лёве 1868 г. 


ду прямыми СА и СВ ( = я а); слфдовательно описавъ полу- 


окружность на прямой ВС и возставивъ периендикуляръ АЛ изъ А, 
соединимъ точки Си 0; прямая СО = у. Наконець, чтобы по- 


* т 
строить выражеше — „ма и У тп = х, опишемь 
окружность изъ точки С радлусомъ СП; пересЪчешемъ ея съ прямою 
АВ и съ продолжешемъ этой прамой опредфлятся точки Е и Е', с0- 
отвфтетвующия обфимъ величинамъ корня 2. 

Относительно вопросовъ, дающихъ два корня съ противополож- 
ными знаками, должно руководствоваться слфдующими замфчанями: 

|) Два корня уравнения часто даютъ лва возможныя р»шеншя 
предложенной задачи (191 и 192). 

2) Во многихъ случалхь одинъ изъ корней составленнаго урав- 
немя противорфчитъ условаямъ вопроса. Если корень с0 знакомъ 
„минусъ“ означаетъ длину лини, то нмъ должно принебрегать (194). 

3) Иногда отрицательный корень даетъ возможность представить 
предложенный вопросъ въ общемъ видф, которому удовлетвораютъ два 
корня съ противоположными знаками (195). 


ЗАДАЧИ. 
310) Построить выражешя: 1) =" я. ;2= и 3) х.= 
| мои, ;4) 2 Пу аз— 3. :5) 2—Уаьу у ме 62: 
ат. & = или а7+ 9%. 
ЗП) Возстановить однородность въ выражешяхь; 1) 2 = кр к 
2) х У не 3) < кз. т ; 4 1=(@а-о9 а 


312) Въ равносторонкемь треугольникЪ, коего бокъ равенъ а и 
высота равна й, вписать квадралъ. 
813) Между сторонами дачнаго угла АВС провести прямую па- 
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раллельно къ данной прямой РЕ такимъ образомъ, чтобы образовался 
треугольникъ, равномфрный данному треугольнику ГМ. 

314) Дана точка А, отетоящая нае отъ центра круга, коего ра- 
длусъ равенъ г. Оть точки А требуется провести сЗкушую АВО та- 
кимъ образомъ, чтобы хорда ВО равнялась данной прямой а. — 

315) Въ четверти круга, коего радусъ равенъ х, вписать кругъ, 
касаюнийся къ дуг и радтусамъ четверти круга. 

316) Въ данномъ круг, коего даметръ равенъ 4, вписать прямо- 
угольникъ, равном рный данному квадрату а*. . 

317) Построить квадратъ, въ которомъ разность между лагональю 
д и бокомъ у равна 4. 

318) Построить равнобедренный прямоугольный треугольникъ, въ 
которомъ сумма гипотенузы и катета у должна равняться прямой а. 

319) Построить прямоугольный треугольникъ, коего гипотенуза 
должна равняться ирямой аи 1) сумма катетовъ 5 и у должна рав- 
НЯТЬСЯ прямой ь, или 2) разность катетовъ хи у должна равняться 
прямой 4. 

320) Построить прямоугольный треугольникъ, въ которомъ сумма 
калетовь х и у должна равняться прямой а и пернендикуляръ, опу- 
щенный изъ вершины прямаго угла на гипотенузу =, долженъ рав- 
няться прямой Л. 

321) Построить прямоугольный треугольникъ такимъ образомъ, 
чтобы одинцъ катетъ равнялся даиной прямой а, а другой катетъ быль 
среднею пропорцюнальною между прямою а и гипотенузою х. 

322) Построить равностороннй треугольникъ, въ котором 1) сумма 
его основаня х и высоты у должна равняться данной прямой а, и 
2) разность между основашемъ х и высотою у должна равняться дан- 
ной прямой 6. 

323) Обратить данный равиосторонв!й треугольникъ, коего сто- 
рона равна а, въ равном5рный ему квадратъ. 

324) Обратить данный квадратъ, коего сторона равна а, въ рав- 
номЪрный ему равностороний треугольникъ. 

325) Построить равнобедренный прямоугольный треугольникъ, 
коего периметръ долженъ равняться данной прямой а. 

326) Требуется раздВлить треугольникъ АВС прямою ОЕ, парал- 
лельною къ боку ВС, на части, пронорщональныя числамъ 9 и #. 

327) На даметрЪ АВ круга даны двЪ точки ШО и ЕЁ, равно-отетоя- 


_ 
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ия отъ центра С. Требуется опреджлить на окружности такую точку 
Е, чтобы ражусъ СВ былъ средвею пропорщюнальною между суммою 
и разностью разетояшй ЕО и ЕЕ, 

328) Построить такой треугольникъ АВС, въ которомъ бокъ ВС 
равнялся бы прямойа и высоты ВО и СЕ, соотв тетвующя сторонамъ 
АС —хи АВ — у, равнялись бы прямымъ 1 и #. 

329) Въ равносторониемъ треугольникЪ АВС вписать другой рав- 
постороший треугольникъ, коего площадь должна относиться къ 
изощади АВС точио такъ, какъ относятся между собою числа т ит. 
(См. 192). 

330) Требуется п родожить 'данатВ, прямую таким образомъ, 
чтобы она и ея продолжеше составляли пр: изведене, равное площади 
даннаго квадрата. 


‹ с ы 
= рези че" . 
РУ -1 м № $4 + 


Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства 
теоремъ и рёшен1я задачъ построен1я. 


5 маму 


1) Изъ точки С опустимь | С) 
на АВ.и изъ 0 возетавимъ | 
БЕ къ АВ. Потомъ проведемъ 
плоскость чрезъь 0С и ПЕ. 

2) См. теор. 13. 

3) Сдфлавъ СВ = СО = СЕипро- 
ведя прямыя АВ, АЪ, АЕ, ло- 
кажемъ равенство треугольни- 
ковъ АВС. АБС, АКС (см. 17). 

4) Чрезъ точку А и прямую ВС 
проведемъ плоскость Р; которая 
пересВчетъ РЕ въ точк$ М. По- 
томъ соединимъ Аи М. 

5) См. 21. 

6) и7) См. 18, 1. 

8) Въ плоскости Р проведемъ ка- 
кую-нибудь прямую ВС и чрезъ 


(), пересФкающуюся съ плоск. Р 
по направлентю С). Къ прямой 
АВ изъ ея средины Е возета- 
вимь | ЕР до пересфчешя К 
еъ СО. Чрезъ ЕЁ перпендику- 
лярно къ плоск. © проведемъ 
плоскость, пересзкающуюся съ 
плоск. Р по направленю ©@Н. 
Прамая @Н удовлетворяетъ во- 
просу. 


‚ 10) Изъ А опустимь | АС на 


плоек. Рит. д. 


‚ 11) Чрезь В проведемь прямую 


А перпендикулярно къ ВС. 
(19, 2) проведемъ плоскость (, | 


пересфкающуюся съ плоскостью 
Р по направленю АЕ. Нако- 


нецъ въ плоскости () возставимъ | 


| изъ А къ АЕ. 
9) Чрезъ А и В перпендикулярно 


къ плоск. Р проведемъ плоск. | 


ВЕ! къ СУ, и чрезь АВи ВЕ 
проведемъ плоскость. 


12) Чрезъ А проведемъ плоск. ©, 


перес®кающуюся съ плоск. Р по 
направленно ВС. Въ плоек. © 
проведемъ чрезъ А прямую || къ 
во 


13) Чрезъ А проведемъ двЪ пря- 


мыя || къ плоек. Р. 


14) Чрезъ АВ и точку Е пере В- 


чешя плоскости Р съ СБ про- 
ведемъ илоск. (); эта плоскость 
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_‚ пересфчетъ плоск. Р по направ- | 
ленно прямой ЕЁ, пернендику- 


лярной къ СО. Прамыя АВ и | 


СР перненд. къ СП. и лежатъ 
въ плоск. (); слёдов. они па- 


раллельны между собою и т. д. | 


(26). 

15) Чрезь А проведен АЕ ЕЪ 
ВСилО | въ РЕ и потомъ про- 
ведемь плоск. чрезъь АР и Аб. 

16) Прямая СО, параллельная къ 
ЕЕ, должна быть | къ плоек. 
АВЕЕ (26). Прямая СТ) так- 
же || къ АВ (27). Точно также 
объясняется, что ЕЕ ИБ, АВ. 


17) Прямая, проведенная чрез) 


В! къ СО, должна находиться 
вЪ каждой изЪ ланныхъ илоско- 
стей ит. д. 

18) Чрезь СО проведемь илоск. 
‚Ривъ АВ и чрезь ЕЁ плоск. 
О къ АВ. Прямая пересьченя 
этихъ плоскостей удовлетво- 
ряетт, вопросу. 

19) Изъ, точки А плоскости Р’опу- 
стимъ _|_ АВ на плоск. ©) и раз- 
ДЪлимь его на части АС и СВ, 
пропорщональныя къ тия. По- 
тоиъ проведемь чрезъ С плоск. 
М |] къ плоск. Рит. д, (38). 

20) Соединивъ А и В, провёдемъ 

‚млоск. Р перпендикулярно къ 
АВ. Въ илоск. Р возьмемъ точку | 
- С и соединимъ ве. съ Аи В; по- 
‚. Лучимъ прямоугольный одет 
‚АВС, аороео вр "А: = 
"ТАИТ да 


| 21) Чрезь М ипроведемъ плоск. 

перпендикулярно къ ребру ВС. 

22) Параллельно къ гранямъ АВС 
и РВС проведемь плоскости Р 
и (}, отстоящя отъ этихъ гра- 
ней на ЕЁ ит. д. 

23) Описавъ окружность чрезъ А, 
ыы С, опустимь изъ ея центра 

0 | ОР на плоск. Р. 

24) Изь А, С, Е опустимъ цер- 
цендикуляры Аа, Сс, Ее на 
плоск. Р; тогда плоскости АВа, 
Се, ЕЁе параллельны и т. д. 

| 25) Изь какой-нибудь точки С 

| прямой АВ опустимъ | СО ва 

одну изъ плоскостей, и прове- 

демъ плоск. чрезъь АВи б)и 


т. д. 

| 26) См. теор. 38. 

| 27) Изъ М. возставимь къ АВ | 

„ВС до переефченя С съ ММ и 
соединияъ Аи С; тогда 
А6’—В0*-=АВ°. 

28) Плоскоети М и Р иерес5каютъ 
плоскоеть <} по направлению пра- 
мыхь АВи СО. Между илоеко- 
стлми М и Р проведемъ плос- 
кость № | къ АВ; эта илос- 
кость пересВчеть плоск. Р’ по 
направлению прамой- ЕК, пер- 
пендикулярной къ. плоск. и 
Тед. (49). 

29) Проведемъ плоск. чрезъ дв 
изъ данныхъ  прямыхъ, . еще 
илоскоеть чрезъ двф друга пря- 

> мыя и Т.Д. 

| 80) Чрезь. АВ проведемъ плоск: 

30* 
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Рикъ С), и | къ этой плоск. 
проведемъ илоек. ©, переевкаю- 
туюгя съ СО въ Е. Наконенъ 
изъ Е опустимь | ЕЁ на АВ. 
Существуеть только одна пря- 


мая ЕР, удовлетворяющая во- | 


иросу. Въ самомъ дфлв, прове- 


демь между АВ и СП какую- | , 
нибудь Нрамую`ОН, и'еще РК | 36) Чрезъ ЭВ проведемь плоск. 


и НЫИкъ 60; тогда ЕР | 
къ плоск. НЕК. Если бы пря- | 
мая ОН была | къ АВиб),_ 


то она же была бы | также 
. въ плоск. ИНЕК; слфлов. пря- 
ныя @СНи ЕЕ были бы и ле- 


жали бы въ одной илоск.; чего 


быть не можетъ. 

31) Проведемь чрезъь АВ и СО 
‚ плоскости | къ ЕЁ; пересбче- 

емъ этихЪ плоскостей опред%- 


лится требуемая прямая. (Си. 


задачу 17). 
32) Чрезъ произвольную точку № 
проведемъ равныя прямыя №6, 


МН, МК И кь АВ, С), №. | 


Чрезъ ©, Н, К проведемъ плоск. 
Чи! къ ней прямую чрезъ М 
ит. д. 


38) Трегранные углы ЗАСЬ и’ 


БАВО симетрически ‘равны: 
34) Прямая пересвчешя плоскостей, 
раздВлающихЪ два двугранныхъ 


угла по-поламъ, вофии точками | 


равно-отстоитъ отъ трехъ гра- 
ней треграннаго угла; слфдова- 


тельно этою прамою опредфлится _ 


третья искомая плоскоеть. 


| 


35) На ребрахъ ЗА, ЗВ, $6 от- 
ложимъ равныя чагти ЗО; ЗЕ, 


ВЕ и чрезъ 0, Е, Ё проведемъ 
плоекость; она пересекается съ 
илоск. М, Р, <) по нанравленю 
прямыхъ, пересфкающихея въ 
одной точкЪ ит. д. 


ОВЗ такимъ образомъ, чтобы 
образовалея двугранный уголъ 
АВУО, равный  двугранному 


° угау ВАХ); тога Д АЗО 


— Д_ ВЗО п слфдов. / АВС = 
Д. ВО - СЗО; нотакъ вакъ 
Д взо-- д 650 > д ВЗ6, 
то Д АЗС>> ВЭС. 


37) См. доказ. 36. 
38) Плоекости ВЗ6 и АЗС, пер- 


пендикулярныя къ $4 и $0, | 
КЪ ПлОСК. (150; слЪдов. и прямая 
ЗС перефчешя илоск. ВС и 
АЗС | къ плов. аз. Если 
илоск. за перевфкается съ гра- 
нями АЗС и ВЗС по направле- 
вю прамыхъ № и а@, перес%- 
кающихся въ точь ‘7 ребра БС, 
то по перпендикулярноети этихъ 
прамыхъ къ БС двугранный 
Д ВСЗА измфряется угломъ 
а. Такъ какъ въ четыреуг. 
а36Ч углы 4а8_ и 6 прямые, 


‘то 456 — 130° —а% или а86 = 


180° — ВОЗА. Точно также 
получим 6;с = 180° — ВАЗС 
исза = 180% — АВЗС. На обо- 
роть: по перпендикулярности 


_ = 


плоскостей а$6, 65с, ас въ ЗС, 
ЗА, ЭВ мы имфемь АЗВ = 
180°— деф, ВЗС = 150° 
зас и АЗС = 130° — сзёа. 


39) Назовемъ чрезъ а, 5, с плое- Г” 
ве углы треграннаго угла, коего | 
| 


грани | къ ребрамъ даннаго | 
треграннаго Д.; тогда (локаз. 
38) А = 150% -+щ7 В = 
180°—, С = 180°— 0; от- 
куда А + В+ С = 540°— 


(а <), ва со | 


360° нас >0: сл6дов. 
АВС 540°— 360° 
или АВС 130° и 
АЧВО- 5405. 


40) Чрезъ ребро ЗА многогран. 
и каждое изъ. 
== ребръ (кромё 2 =. 


[. ЗАВС..... 


ре р д АВС м ва 


п— 2 трегр. угловъ. Въ каж- 


домъ изь нихъ сумма двугр. 
угловъ — 180°; слБдов. сумма 
вефхъ двугранныхь угловь > 


(и— 2)150° или >'2(п— 2). 


прям. угловъ. Такъ какъ каждый 
двугр. /. меньше 2 прлх. угловъ, 
то сумма м двугр. угловъ мепь- 
пе Зи прямых уг. 

42) 129,6 квад. фут. 

43) 25 фут. 

44) 15 футь. — 45). ть 

46) 3 ф.; 41/2 ф-; 22/2 ф.. 

47) 23,896 фут.. | 

48) 12,25 фут. 


149) оу э; 
/ (р УР»), 
50) Бокъ основ. = 5 


—2а-+ У я + 24+ 32). 
сия ау за, 


51) 4$., 6 ф.., 30. $. 
52) Проведя датонали АС и Е@ 
' (фиг. 270), получимь паралле- 
‚  догр. АСЕФ, котораго длаговали 
Аб и СЕ двлятся въ точк® О 
ихъ пересфченя взаимно на 2 
равныя части. Проведя лаго- 
| вали АН и ВС, получимъ па- 
`  раллелогр. А ВОН, котораго Да- 
гонали А@ и ВН пересфкаются 
въ средин О прямой А@ ит.д. 
‚ 53) Проведя дагонали АН’и В@, 
получижь прямоуг. АВОН ит.д. 
54) Въ параллелопии. А@ (фиг. 
269) проведемъ ллатональ А@ 
и въ грани ВОСК проведемъ 
|  датональ В@; получим пря- 
моугольные треугольники АВ@ 
и ВОС, и ‚рых выво- 


дится 6. = АВ» Е. ВС 
> ВИ 

55) См. доказ. 54, 

56) Продолживъ (фиг. 271):06 


до: С! Р@ до Е’. Н@ до Н' за 
вершину. С’. ‘получимъ трегр. 
До ВСЕ", равный  третр. 
Г. ВАЕЮ. Почему? 
57) См. теор. 80. 
58) 28 человвкъ. — 59) 72 фута. 
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60) 57,728 куб. фут. 
61) 233?/11 куб, саж. 


| 


62) 4 фута. — 63) 729 кубовъ. | 


64) Въ 82 часа 105/8 минуты. 

65) На 1,558 фута. 

66) 2460°/з куб. вершк. 

67) 4,3497 фута. 

68) 35,0325 фут. 

69) 214,072 куб. фут. 

70) 4'/з фута. 

71) 192 куб. фут. 

712) 67,34016 куб. фут. 

13) Потому - что ребро двойнаго 
куба равно ау. 

74) 1 десиметръ. 

15) 173,4858 вуб. фут, 


76) [2 (—- виз) 
17) 95,6 ща. 


` —> , 

78) Длина = ту тр ›Птрина 
=* У ви высота = 
ру — я 


19) 1120 "о фут. 

80) 6'/> фуг., 41/2 фут. 

81) 17811) куб. дюйм. 

82) На прямой АВ, которая рав- 
на суммв двухъ прямыхъ АЕ = 
ти ЕВ=п, построимь кубъ 
АВСЛафса и чрезъ Е проведемъ 


немъ т” и высотою т, три 
прямоуг. параллелон. съ оено- 
ванемъ и? и высотою т и вубъ 
съ ребромъ я. 

83) 1373/ээ куб. фут. воды. 

84) 77/4 5Уб. важ. 

85) Почти 32/1 фута. 

86) 1074937 кусковъ. 

87) 17,01 куб. ф. 

38) 3,24 вуб. ф. 

$9) 11/2 фута. 


‚ 90) Въ прямой _ трегр. призм 


прямое сзчеше ВР@К |1 къ. 


АЗВ№а. На Аа и а@ отложимъ 
части Ай и аМ, равныя и, и 
проведемь чрезъ 11 и М прямыя 
сЪчешя | къ аАШа и АВС; 
получимъ кубъ на и, три пря- 


АВСайс проведемь чрезъ  Вб 

плоск. ВИО | къ АСеа. По- 

томъ на ОС, ОВ и Ва постро- 

имъ прямоуг. параллелопинедь 

ВЕСОвеса. Прямыя треугольн. 

‘призмы ВСОбса и ВСЕ» се рав- 

ны; почему? Призма ВСОфса = 

'/зпараллелон. ВЕСОфеса. Объ- 

емъ ВЕСОфеса == СР Ж ВО 

и АВРаЬЯ = АРЧа. "о; вав- 

доват, АВСабе = 

(Сре АРаа)."? = 

АСса. к | 

91) Почти на 4,7 вершка. 

92) 11,08744 квад. фута. 

93) 138,72 квад. фута. 

94) аУа кр - 41°. 

95) 4 фута. — 96) 5 т. 

97) 158,1 квад. дюйм. 

98) Воковое ребро — 20,6155 ф. 
бокъ основашя = 10 фут. 


99) 1,9044 кв. фут. 


моуг. параллелоп. еъ основа- | 


100) 5 фут. и 8 фут. 
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101) (оу 4 (5). | 
102) 8 футъ. | 
103) Ребро = 10 ф. и бокъ основ. | 


=’. 
104) 117,488 квад. фут. 
105) (а. 
106) См. теор. 80. мы" 
бил 186-150 2 Зато св 
107) Е = сс = 1 Иль се. 


ее $ слЪдов. ОЕ къ ВЗ, Е@ 
къ ВЗи ПЕ == '/›В$, Р@ = 
1/.В5 ит. д. 

108) Прямыя ОЕ, Е@, ЧЕ, ОЕ 
образуютъ параллелогр. РЕСЕ. 
Проведя лагонали ЕЁ и ОС, 
пересъкающияся въ О, получимъ | 
треуг. ЕР@ и ЕГО, изъ кото- 
рыхъ имфенъь Е@* + Е” = 

„ВЕН 260? = вк 

уу06*, ОЕ’-НЕО* = ЕЕ? 
+ 200' = ЕР’ + */206°. 
Отеюда получится 
ЗВ*-Н АС’ = 2(вЕ' + 06°). 

109) 58° - АВ’ = ‘8-Е | 
280’, 80+ АС" А+ 
260*, ЗВ"АВ’-+$6'+ АС” 
=$А* - 2(В0* + 60°); вю. 
во*- с0*= '2вс°+20Е’; 
сл3дов, ит. д. 

110) Проведя ОЕ, КЕ, Ебиа,_ 
получишь параллелог., въ кото- 
ромь длатонали, ДЕ и К@ вза- 


имно длятся на дв равны ча- | 


сти ит. д: 


111) Начертижъ треуг. абс, рав- 
ный основаню АВС пирамиды 
ЗАВС, и потомъ треугольники 
заб и 5'6е, равные боковымъ гра- 
нямъ ЗАВ и УЭВС. Изъ 8 опу- 
стимь | $6 на аб и изъ 8’ | 
8'/ на бе; эти перпендикуляры 
пербевкутся въ 4. Изъ 4 къ 34 
возетавимь | @Н и изъ е ра- 
дЛусомъ зе опишемъ дугу такъ, 
чтобы она переефклась съ | ЧН 
(въ точк® Н); прямая @Н рав- 
на высот пирамиды. Почему ? 

112) 339,7 куб. фут. 

113) 53,3504 куб. фут. 

114) 9,093936 куб. фут. 

115) 25,455204 куб. фут. 

116) 10,752 куб. фут. 

117) 20,66979 куб. фут. 

11$) 2058 куб. фут. 

119) 13,85 фут. р 

120) Почти 2 фута. 

121) 4 фута. — 122) 2 фута. 


` 123) 18,3 фута. 


124) Почти 93 пуда. 
125) 107,3 куб. фут. 
126) 1 (а 5. 
127) 144 квад. фут. 
128) 4,2 фут. 

129) 6 фут. 

130) 3 фут. и 5 фут. 
131) 10;38245 дюйм. 
132) 32,42304 куб, фут. 
133) 33/4 квад. фут. 
134) $8,4 ф., 10,3 ф., 16; $. 
135) 63,4896 куб. фут. 
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136) 615'/эз куб. саж. 

137) 1072'/> куб. саж. 

138) См. теор. 102. 

139) Построенный параллелопи- 
педъ вдвое больше треугольной 


призмы, построенной на ребрахъ | 
ЗА, АС, АВ, аэта призма вдвое | 


больще данной пирамиды ит. д. 


140) Прямыя АО, ВО и С, раз- | 


шинамъ А, В, С. Патомъ до- 
кажемъ, что пирамида Э'А’В’С’ 
авна пирамидЪ ЗАВС. 


148) Плоскоети АЗ и сз, ко- 


дфляющля углы ВАС, АВСи_ 


‚ АСВ по-поламъ, пересЪкаются 
въ одной точкЪ. 0. Такъ какъ 
чрезъ Ри вершину $ должны 
пройти три упомянутыя илоско- 
сти, то они пересФкутся по на- 
правленю прямой 5). 


141) Прамая пересфчемя каж- 


дыхъ двухь проведенныхъ. пло- 
скостей должна быть _| къ осно- 
вантю; но изъ вершины нирами- 
ды возможно опустить на осно- 


ваше только одинъ -|_; слфдов; | 
всф прамыя пересфченая плоское | 


стей должны совмЪетиться еъ 

этимъ перпендукуляромъ. 
142) Параллелограмь ЕКОН, коз 

его вершины судь средн'а точки 


Е, Е, @, Н ребръ АВ, ВС, 5С, | 
ЗА, || къ трани АСЗ. Пряжыя, 
проведенныя чрез Е и Е 60-. 


отвЪтетвенно || къ ребрамь С3 
и АЗ, находятся въ плоекости 
параллелограма ЕЕКОН и пере- 
сЪкаются въ одной точкЪ 5", ко- 
торая соотвфтетвуеть вершин 
8. Точно также получатея точки 


А', В', 0', соотвЪтетвующия вер- | 


торыми раздфлены двугранные 
углы ВАС$ и ВСЗА по-поламъ, 
пересфкаютея по направлению 
8). Изъ какой-нибудь точки Е 
прямой 5) опустимъ перпенди- 
куляры Е@, ЕН, ЕЁ на грани 
АВ, АСЗи ВСУ; тогда Е@ = 
ЕН = ЕЁ. Плоскость, проведен- 
ная чрезъ ЕГКи Е@, | къ гра- 
нямъ ВС) и АВЗ. Означивъ 
точку пересфчешя этой илоско- 
сти съ ребромь ВЗ чрезъ № и 
проведя Е, ЕГ и @1., полу- 
чих равные треуг. ЕЕЬи Е@\, 
а потому Д ЕЕ = Ди 
ЕЁ раздфляеть ДЕ по-по- 
ламъ; слБд. плоск. ЗВО разлЪ- 
ляетъ двугранный Х АВУС на 
двв равныя части. 

144) Означимь ‘чрезь Н каждый 
изъ равныхъ пернендикуляровъ, 
опущенныхь изъ А, В, С на 
противолежания. гранни, чрезъ 
1, и, №" перпендикуляры, опу- 
щенные изъ В на противолежа- 
ши грани, чрез Р каждую изъ 
площадей боковыхъ трамей и 
чрезь Ф объем пирамиды; 
тогда 39 = Р.Н и 84 = 
Р-Н -Н 1); валов. и ироч. 

145) Отрёзки @0`и ОН рямой 
СН, пересфкающейся съ ВЕ въ 
0, должны быть равны: Прове- 
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демъ чрезъ АСи ВО дв па- 


| 


раллельныя плоскости и чрезь Е | 
плоскость | въ проведеннымъ | 


плоскостямъ, Такъ какъ эта пло- 


скость должна пройти чрезъ К, | 
то она вифщаетъ въ себь ЕР и _ 
0, и раздфляеть @Н въ О на 


дв равныя части, 
146) 18 квад. фут. 


147) 1157/з кв. ф.; 167/з кв. ф. 


148) 24 фут. и-22 фут. 
149) * И4. 

_150) На 4,6279 фут 
151) 1571, 464 куб. г: 


эр 
152) 1,8 фут. Ви 
154) 2,7 фуги № 6 фу. 
155) + ИАА (м — 3%). 
156) и; (@— уе 
151) 19. "515 а ‘фут. 


158) ди число ребръ веЪхъ ров | 


азрамиды, 


ней равно #, то многогранникъ 
й 
нифеть > ребръ. Почему мно- 


гогранникъ содержить я ‘ило- 
скихъ угловъ? 


159) На сколько тетразэдровъ мо- | 
жеть быть риздВлена веякая пи- | 


рамида? Вслюй ипогогранникъ 
можеть быть раздфленъ наии- 
имюния общую вер- 
шину внутри многогранника или 
въ одной изъ его вершить ит. д. 
160) Проведя АБ и 54 а 


АВС5 ›_`В08 
408. — Боба а . _ Потом 


‚ ЗА.5С 


АО А 


т кво 
`аве 


. Нако- 
5 4848. "ЗВ. 80. 


лещ 7 Зат8Ь. 5" 


161) Моби - основаня АВС пра- 


вильнаго тетраэдра ЗАВСО = 


3 
я о ‚ Высота ЗН есть катетъ 


прамоуг. треуг. ЗН, коеготипо- 
тенуза есть ребро АВ, а другой 
катеть АН есть радусъ окруж- 
ности, описанной около треуг. 


АВС. Такъ какъ АН = у: . 


‚то Иа ЗАВ” Е 


5ВО 
162) ЗАСО 


АВР. . ВБ 

— 201 © 
какъ точка О равно-отетоитъ 
отъ ЗАВ и ЗАС, то пирамиды 
ПАВЗ (или ЗАВО) и ПАСЗ 
(или ЗАСЛ) имфють общую вы- 


бот И Ар БАС И 1. Д, 
163) Дьф точки А и В. раеполо- 
жены симетрически относительно: 
плоскоети, проведенной чрезъ 
средину © прямой АВ | къ 
этой прямой. Вершины А иа, 
Виф, С истреугольниковъ АВС 
и абс суть симетрическя отно- 
сительно илоек., если она про- 
ведена | къ Аа, Ви Се чрезъ 
среднтя точки П, Е, Е этихъ 
прамыхЪ. Такъ какъ АД и, 
ВЕ -=ЬЕ, СЕ = СР, то равныя 


Такъ 


„_ прямых, ВСои 0 суть симетри- 
‚ ческя относительно ЕК. Также 


АВ =, АС = ас, и садов. 
треуг. АВС = треуг., авс, Изъ 
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какой - нибудь точки 6 плоск. Р 
возставимъ, къ ней периендику- 
ляры, пересфкаюциеся съ пло- 
костями  треугольниковъ ‘въ 
точкахъ Ний. Плоекости ВСсь 

и АНйа | въ плоск. Р, слвлов. 
прямая КА ихъ пересфченя 


166) 141,3 квад. фут. | 
167) 25. фут.—168) 2 фут. 
169) На 25,61 квад. ф. больше. 
170) 84,78 куб. фут. 

1710) 763,02 куб. фут. 


‚ 172) На 43,2 куб. фут. 


также | къ плоск. Рикъ ЕЕ | 
"Отеюда слфдуетъ, что К == АБ. 


(прямыя Ки ЕЁ переевкают- 
ся въ Б) и такъ какъ Ада), 
то прамыя АК и ай суть симе- 
трическя относительно ОЬ и 


Н@ — На; слбд. два треуг., ко- | 


торыхъ вершины расноложены 


симетрически относительно пло- | 


кости, равны и находятся въ 
плосвоетяхъ симетрическ 
Такъ какъ поверхности” ДВ 
многогранниковъ могуть ть 
разлфлены на треугольники, рас- 
положенные по двасиметрически, 
то всякой точкв перваго много- 
гранника соотв тствуетъ еиме- 
трическая точка на поверхности 
втораго многогранника. 


164) Си. доказ. 159. 


1644) Можно раздфдить эти мно- 


гогранн. насиметрич. тетраэдры; 


но два симетрич. тетраэдра рав- | 


номрны; слЗдов. и т. д, 


0 
165) = = 4; ; елБдов. с$- 


чение абс тетраэдра ОАВС |! къ 
основаню АВС и ему подобно. 
Также грани аб4и АВЬ || п по- 
добны ит. д. 


173) 6,318 фута. 
174) 5'/з дюйм. — 
176) в (2Т—=0:). 
177) зы =. б=В?. 
178) 3 3 Ух, 

179) г, (2тТ-- в). 


180) Д'аметръ = 2ф.или =4,74 
ф-; высота =8ф. или = 1,42 ф. 
180 2+ У =\). 
182) Дин. = У “У вые. Е. 
183) 21/2 фуг.—184) 5 футь. 
185) 33 фут. — 136) 15 футъ. 
186) 11 фут.— 138) 31,4 куб. ф. 
1$9) 1,354 куб.ф.и2,646 куб. ф. 
190) 21/> фута. 
19Г) Прямыя пересвченя лвухъ 
параллельныхь плоек. третьею 
плоскостью параллельны между 
с0бою и также производяшия ци- 
линдрич. поверх. параллельны. 
192) а) Такъ какъ производящ!я 
прамаго цилиндра | къ его 
_ основашаямъ, то они | такжекъ 
прямымъ, находящимея въ оено- 
ваняхъ, а прямыя, проиешед- 
пя отъь пересфченя оснований 
плоскостью, | между с0б0ю и 
т. д. 6) Прамыя пересфченя 


175). 


— Е — 
‚ ‘оснований съ плоскостью, прохо- | 206) Дуам. =1 4.; ребро = 8 ф. 


дащею чрезъ ось цилиндра, суть 


207) 4,13 куб. фут. 


даметры основан; сл дов. обра- 208) 23,76466 куб. ф. 


зовавийеся прямоуг. равны. 

193) Соединимь точку С, лежа- 
шую вн основашя цилиндра, 
<ъ какою - нибудь точкою ШП 
производящей АВ. Веб точки 
прямой СО, кром% О, лежать внЪ 
цилиндра. Въ самомъ дЪлЪ, про- 
ведемъ ЕЁ чрезъ точку Е пря- 
мой СП || къ АВ. Эта прямая 
должна пересекаться съ ВС, и 
такъ какъ точка Е пересьченя 
находитея вн цилиндра, то и 
ЕЕ лежитъ виз цилиндра. 

194) Чрезь АВ и ось СС’ проведя 
плоскость, получимь трапецию 
АВТЕ, коей бокъ РЕ, прохо- 
дяний чрезъ центръ С“ овнова- 
вания, есть дламетръ. Такъ какъ 
С =С'Е, то также АЕ = ВЕ 
(Е есть точка пересфчетя пря- 
мыхъ 00‘ и АВ). 

196) 59,66 квад. фут. 

197) 383°/з квад. фут. 

198) 153,3462 квад. фут. 


209) 5,547333 куб. фут. 

210) 3,43359 куб. фут. 

211) 1109,99 куб. фут. 

212) 5,62 {. — 213) 36 футъ. 
214) 514,3 ф.—215) 1,2384. 


` 216) А = 16,485 куб, ф.; В= 


199) Ребро = 15 ф.; высота =. 


14.35 ф. 
200) Д!ам. = 16 фут.; высота = 
15 фут. 
201) Ребро=8,5 ф.; дам. =8ф. 
202) Д1ам.—4ф. ; высота— 83/4 ф. 
203) Длам. =2,5$ фут:; высота = 
11,91 $. —204) 4 фута. 
205) Высота= 2,4 фут.; ма 
1,4 ф. 


| 
| 


| 


6,28 куб. ф- 

217) 32 куб. ф.—218) 16 ф. 

219) 113,04 квад. фут. 

220) 314,755 квад. ф. 

221) 36 футь. 

222) Ребро—5ф.; высот.—4,9574. 

223).Ребро—5,2ф.; высота=4,3ф. 

224) 2ф. и 0,5 фут. 

225) 5 ф. и 2 фут. 

226) 3 фута и 1 фут. 

227) Вычиеливъ вмфетимость боч- 
ки по формул 
Узтй (В? + В" - х°), полу- 
чимъ 42,6412 куб. фут.; это 
число слишкомъ мало. Для полу- 
ченля болЪе точнаго числа упо- 
требляется формула 
зтА (28? - г”), по кото- 
рой виЪстимость бочки равна 
46,9116 куб. ф. 


228) 91,33872 куб, ф. 


229) 19,924 куб. ф. 

230) и (19-78); 
8-13 
А (В? 197? 78»). 


м. —= | 
| 231) 3 фута. 


— М2 — 


Г * зу 

23 ИВ У“!”); 

радуеъ = У рае 

233) Радусы = 5 ух: и 3 фут.; 
высота = 12 фут. 

234) Кругъ, проведенный чрезъ 
средину ребра, равенъ половинЪ 
основания конуса ит. д. 

235) Доказательство основывается 
на происхождеми прямаго ко- 


нуса оть обращеня прамоуг. 


треуг. около его катета.. 

236) У = 'з=ВС?. АВ, 

У = зкАВ”. ВС; слЬдоват. 
ит. д. 

237) Выводитея изъ общей фор- 
мулы, выражающей объем пра- 
мато конуса, — 

238) Назвавъ радтуеъь овнова- 
ня конуса чрезъ В, получимъ 


К° — ОИ) * 


ит. д: 

239) Соединимъ 0 съ какою -ни- 
буль точкою Е производящей 
$0 и проведемь З@ чрезъ Зи 
какую-нибудь точку Е прямой 
ЪЕ; прямая 56 пересВчетъ ка- 
сательную въ точек ({, лежащей 


вн конуса; слФдов. прямая 56 | 


лежитъ вн% конуса и т. д. 
240) Представимъ себ шаръ, ко- 
егоралтусъ равенъ радтуеу оено- 
ваши цилиндра и коего центръ 
находится на оси цилиндра. 
Большой кругь К тара. парал- | 


лельный къ основан ю цилиндра. | 


перпенхикуляренъ къ его оси и 
производящим; слфд. троизво- 
дяшия цильндра касаются къ 
шару въ точкахь, лежащихь на 
окружноси большаго круга, 

241) Разебчемь цилинлру плос- 
костью, проходящею чрезъ его 
огь РР“; получимъ квад. АВС. 
Вписавъ вЪ этомъ квадрат. 
окружность РЕР“Ё круга. пред- 
ставимъ себ, что фигура обра- 
щается около оси РР", тогда квад. 
АВСП образуеть’ равнобочный 
цилиндрь, а окружноеть РЕР’Е 
произведеть шаръ. Прамая ЕЁ, 
соединяющая противоположныя 
точки Е и Е касашя, есть д1а- 
метръ круга РЕЕР, перпенди- 
кулярный къ оси РР’; слфдов. 
ЕР опишетъ большой кругъ, ко- 
ето окружность находитея на по- 
верхности цилиндра. 

242) Разевчемъ конусъ плоскостью, 
проходящею чрезъ ето оеь; по- 
лучимт, равнобелр. треуг. ЗАВ, 
коего высота ЁС равна оби ко- 
нуса. 'Вписавъ въ этожъ тре 
окружность ОЕЕ. едете 
себф, что фигура обращается 
около оси $0; тогда треуг. ЗАВ 
образуетъ конуст, а окружность 

” СЕР произведетъ ‘ав. При 

этомъ пернендивуляръ Е, ону- 
щенный изъ точки Е касаня на 
высоту ЗС ‚ошинетъ малый круг, 
коего окружноеть находится на 
поверхности копуса.- 
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243) Должно вывести пропорциюо 
изъ подобныхъь ирямоуг. треуг. 
244) Требуется доказать, что 
прямыя АО, ВО, 00 ит. д., 
соединающия центрь О съ точ- 


вами данной окружности, пере-' 


сЪБаетъ поверх. шара съ точ- 
кахъ 4, 2, Чит. д. лежащихъ 


на окружности круга, параллель- 


наго къ данному вругу С. 

245) Изъ центра © шара опустимъ 
_|_ СОна АВ, ина ОЛ) опишемъ 
окружность въ плоскости, периен- 
дикулярной къ АВ. Эта окруж- 
‘ность пересфчеть поверх. шара 
въточкахъРиЕ. Наконецъ про- 
велемь плоск. чрезь Фи АВ, 
и еще плоск. чрезъ Е и АВ. 

246) Основашя  периендикуля- 
ревъ, онущенныхъ изъ точецъ 0 
и Е касантя на АВ, совпадаютъ; 

а потому образуютел равные тре- 
угольники. 

241) Основашя перпендикуляровъ, 
опущенныхь изъ центровъ ша- 
ровъ на АВ, совпадаютъ. 

248) Назовемъ чрезъ С центръ 


реефкаеть производящия ВО’ и 
ЕЕ’ и касается къ окружности 
большаго круга ОРЕ. Такъ какъ 
эта окруж. кабаетея къ ОП’, 
ЕК', АВ, то должно найти 
центръ окружности круга, ка- 
сающейся кътремъ даннымъ пря- 
УНУЪ. 
249) 22,608 квад. фут. 


950) 31/3 фут.— 2512,5 фут. 


59 10,38235 квад. фут. 
253) 25,26 квад. фут. 

254) 1 фут, 

255) 12,96192 квад. фут. 

256) 345, 239552 квад. фут. 

251) 1 футъ. 

258) 0,5219971 куб. фут. 


‚ 259) 3 фута. —260) 4,62 кв. ф. 


шара, касающагося къ цилин- 
дрич. поверх. ню направленю | 


окружности бэльшаго: круга СП 


и къ данной плоск. Р въ точкЪ | 


Е. Центръ С находится ва оси 


©’ цилиндрич. поверх. и СЕ. 


| въ ваоск. Р. Мловк. ©) 


„про-_ 


веденная чрезь СС’ и СЕ, || 


къ илоск. Р. Прамая АВ пе- 
ресъчешя плоскостей Р и ©) пе- 


261) 2=В (В —У В*—»?). 


262) 8,14 кв. ф. 263) 5,14 ф. 


264) ы че 
265) 1 + \ И, 
5 Вы. 1/2 у 25 ее 


266) См. теор. 126 ий 172. 


267) Дламетръ шара = > и 
Р__ Рз 
поверхноеть шара == Р.-==°.. 
268) Полная поверхность ( пря- 
маго цилиндра, описаннаго око- 
ло шара, коего радуеъ равенъ 
В, выразится чрезъ бтВ* ит. д. 
269) Назвавъхорду, соотвЪфтствую- 
щую дуг сферическаго сегмента 
чрезъ /, высоту сегмента чрезъ 


1, дламетръ шара чрезъ Г), по- 
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верх. сегмента чрезъ 5, радусъ 


его основания чрезъ и площадь | 


этого основашя чрезь.()› полу- 


чимъ Э == пои @ == ий; но | 


ея "Иа: : 
ие 


Р=Элат =. — 1); 
слЪд. ит. д. 


211) Провелемь даметрь АЕ къ 
оси ММи даметрь КО_| къ ней. | 


Потомъ разлфлимь вюлуокруж- 
ность АКЕ на и весьма малыхт, 
но равныхъ ‘чаетиць Аб, СН, 
НК ит. д. и полуокруж. АБЕ 
на такля-же частицы АС’, @’Н’, 
Н'К' пт. д. Опустивъ изъ то- 
чекъ А, С, Н, К.... перпен- 
дикуляры Аа, 67, НА... на МХ 
и продолживъ ЕП до переефче- 
ня И съ МХ, получим четы]}е- 
угольники Аа, Ао, @ойН, 
С'йН' и т. д., которые мы мо- 
жемъ принять за трапеши. Обра- 
щенемъ этихъ трапешй около 
МХ образуются усъченные кону- 
сы съ круговыми основанями. 


лучимъ 2кАС.20С7. Точно та- 
кимъ-же образомъ узнаемъ, что 
боковая поверх., происшедшяя 
отъ обращеня дугь @Н и бИН’, 
выразится чрезь 27. 2СХ.СН. 
ит. д. 


| 272) Проведя радусы ОВ-и ОС, 


Сумма боковыхъ поверхностей | 


этихь конусовъ составляетъ по- 
верхноеть кольца. Изъ средины 
т дуги А@ опустимъ на МХ ‚|. 
тр, проходящий чрезъередину и 
ность, происшедшая отъ обра- 
щеня дугь Аб и Аб’, вырз- 
зится чрезь ЭАбР (тр-Ё ир); 
но тр —= СУ то и ир=6у— 


° то’ (0 еть точка пересФчетя | 
” прамыхь тр и АЕ); дов. по-_ 


нолучимъ равные равносторонне 
треуг. АОВ и 60), въ кото- 
рыхъ изъ Ви С опустимь пер- 
пендикул. ВЬиСс на АО; тогда 
А6 =460 = Ос==с0 или АБ= 


н.Фе’==-1/е.==.ЭжВО.АЬ, 


(}’ = 2тВ0.ШОе, © 9 = 
4тВО. Ави 5 = 2жВО.46е= 
4тВО. Ар ит. д. 


273) Оферическй двусторонникъ 
_РСР'О содержится въ шаровой 


‘поверх. $ столько разъ, сколько 
разъ дуга СО содержитея въ 
окруж. М большаго. круга, т.е. 


РОО, = СО, РЕРО 
гой © Ая — 
СО.РР’ 


7Рь"» Такъ какъ 5 =М.РР”, 
тои РОР*О=Ср.РР*. — 


214) Въ круг внисанЪ одноето- 


сторонний треуг. ВОЕ и чреёзъ 
вершину В | къ боку ОЕ про- 
ведемь  д'аметрьо ВА. Такъ 
какъ радиеъ круга, виисан- 


›‘наго въ равностороннемъ тре- 
’пупольник® ВОЕ; равень В; то 


радиуев круга; описаннаго’ око- 
ло этого треуг., равень 2В и 
бокъ РЕ = ЗВ УЗ. Обраще- 


вемь круга АБВ и треугольни- 


‘ка “ВСВ около даметра АВ 
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‚ образуются шаръ и равнобочный | 
‚ конуеъ. Полная поверх. этого 
конуса равна ЭВ? и поверхность 
образовавшегося шара — 4=В*; 
слВдов. ит. д. 
275) 41,68875 куб. дюйм. 
276) 27,611713 куб. дюйм. 


271) 3 дюйма. — 278) 9 футъ. | 


279) 84,73 куб. фут: 

280) 5 дюйм. — 281) 2,5 фут. 

282) 82,4 куб. дюйм. 

253) 523'/з куб. дюйм. 

284) 2,4 дюйм. 

255) 1,065 квад. дюйм. 

286) 3 фут. и 2 фут. 

237) 8,37333 куб. фут. 

288) 41,568 куб. дюйм, 

289) 20,0175 куб. фут. 

290) 45,006 куб. фут. 

291) 14,025 куб. фут. 

292) 1.46952 куб. фут. 

293) 0,350416 и 7,32666 ка 
фут. . 

294) 2 фута. 

295) На 1,0071 куб. фут. 

296) 225,798 куб. дюйм. 

297) 113,04 и 33,193 куб. ф. 

298) 12 и $ дюйм, 

299) 4,2 и 3,5 дюйм. 

300) Объежь шара равенъ 


к В. 1 У $ >. НА 
(< сах пара += 


301) Назваюъ чрезъ а ЗаиИь | 
и чрезь В ралусь шара; мы. 


‘имбежь В = су объемъ 


мк ИИ 
ит. д. 

| 302) Если ралуеъь шара равенъ 

В, то объежь описаннаго цилии- 


| дра= 283 ит. д. 

| 308) Назвавъ чрезъ В радусъ 

‚ мара, мы получимъ объемъ ко- 
нуса == “уз”. 

304) Изъ прямоуг. треуг. СО0с 
(фиг. 324), въ которомъ катетъ 
0С = В икатетъ Ос = В — Ее 

| к Ра --- и. получииъ Се’ = 

6 —0)* =281 — 1*. 

|: ты величину Сс? въ фор- 
муль (185), выражающей объ- 
емъ шароваго сегмента, поду- 
ве и— Ив? + 
(В? - д = = «ВА? — 

"= Ту ВВ —1).Обымь 

Уобразовавлятося пояса равенъ 

разности объемовъ: ви ®' двухъ 

сегжентовъ, коихъь высоты суть 

Вий: ствловь, = — = 


ов ЗВ —Р)= 
= В — 130—193), 


305) Ребро этого описаннаго ко- 
нуса есть’ бовъ правильнато 
треуг., описаннаго’ около круга, 
коего радуеъ = Ву; садов. это 
ребро = 2ВИ Зи радуеь оено- 

‚вания конуса = Ву 8: Изъ вы- 

_ пражевие 2% = (ЭВ У 8) — 

' (ВИ 3)*= 98? узнаемъ, что 
высота 2 конуса = ЗВ. Объемъ 
К этого овонуса = ЗВ, объ- 
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емь |, шара = */з=К? и объемъ 
М описаннаго цилиндра=2= В; 
слЪдов. ит. д. 


306) См. № 305. 
307) Обьемь У (177) шароваго | 


сектора АМВС = =: гл® В 


есть радлусъ. СА и выражаеть | 


поверх. сферическаго сегмента, 
происшедитаго  отъ обращена 
дуги АМВ; но (171) 8=л.АВ* , 
слфдов. У-т.АВ* 
У‘ прямаго конуса, происшед- 
шаго отъ обращешя прамоуг. 
треуг. АЕС, равенъ т. В. 
елфлов. ит. д. 


308) Отъ обращешя прямоуголь-_ 


ника ВОС’В’ (фиг. 328) про- 


исходить цилиндръ, коего объ- | 


емь У=лАЕ*.ВС. Въ то-же 
время равные прямоугольные 
треуг. АВВ’ и АСС’ произво- 
дять два конуса, коихъ объемы, 
суть г о 5 


а 
я О 


АЕ? С. Отсюда У — (#5) 
= зе . ВС. 


309) Изъ О опустииъь | РЕна_ 
АВи | ОЁЕна ВС. Отъ обра- | 
щения параллелограма около АВ 


происходить объемъ У = 

<ОЕ*.АВ и оть обращеня па- 

раллелограма около ВС происхо- 

дить объемъ У’ ==ОЕ*.ВС; от- 
у РЕ*.АВ 


со У’ рр вс * №0 


. в. Объемь_ 


РЕ.АВ = ОЕ. еек площади 
АВС, елдов. и Еве Изъ 


подобныхь прямоугольных тре- 
угольниковь АДЕ и СПЕ мы 


РЕ АБ ВС 
ииЪемь рр = ре == дв; 618до- 
у вс 


вательно уг — АВ’ 


' 310) 1) Порирчя а? 5*—=у?и 


потомъ 1 =”. 2) Построимъ 
85 
+ ет" .3) СдЪлаемъ аб —= 


аз— В 


у, ен, д) = 


— 5 (аз + @ 
ы. и 2 Построивъ 


=? и нотомъ квадратъ 2*, 
равный суму квадратовъ а*-- 
у" 5*, получииъ 2 = 

ул Наконець постро- 


а—% 
"> ии ид=У в. 


у ии += == _. По- 

строимъ = у, потомъ 

| + = 2 и наконець 

г = Уа- ы ит. д. 6) Сд8- 

лаемъ 4Г = у? и 9% =2; по- 
лучимъ 

д — Уа Зе 2 (54-9?) 


и т. д. 


312) Сторона квадрата равна 
а* 


08 


Ик 


313) Обратимъ треуг. .МХ въ та- 


кой равномрный ему треуг.. 


МХ, чтобы ето уголъ раз- 
нялея г. АВС. Потомъ иостро- 
имъ между ВАи ВС треуг. ВЕН, 
равный треугольнику "МХ и 


проведемъ чрезъ 6 прямую СК ||| 
въ ПЕ ит. д. = УВК. ВО. 
314) АВ = = 


— 1/2 Усе 


влетворяетъ вопросу. 
315) Разетояне пентра искомаго 
вруга отъ данной дуги, взятое 
по прямой, раздфляющей дан- 


ный прямой / на двЪ равныя | 


части, равно 2 = — а-ЕУ 2а*. 
Опредфлить значеше отрица- 
тельнаго корня. 

316) Основан! Е 


высота — 
Уа + 2а* =: ‘4? — 24°. 
317) # = а +У?); 
= аа + У?), 
318) х = а? —У?); 


319) 05| = Ув) —6). 
аи 


‚30| = + Е. 


= 1 Уа №. 
321) х = —. им 


399) Т) < = 2а(8 —У3); 
у = а( — +33). 

2) х = 22 УЗ); 

= 3+ 23). 


| 

| 
. | 323) Бокъ квадрата = 
Отрицательный корень не удо-_ 


5-5 ИЗ. 


' 324) Бокъ треугольника = —2° 

У 3 
` 325) Калеть а =а-у 5 
Который изъ корней удовлетво- 
ряетъ вопросу? 


326) Означивь ВС чрезъ а, вы- 
соту треуг. чрезъ й, высоту тра- 
пещи ВСЕХ чрезъ у и РЕ чрезъ 

ИД р: 


д, получимь х = "> и. 


327) Означивъ чрезъ 2 разстоян!е 
С перпендикуляра Кб, опу- 
‚  щеннаго изъ Ё на дламетръ АВ, 
0 = СЕ чрезъ а, ЕС чрезъ х, 
ЕО чрезъ хи ЕЕ чрезъ у, по- 
| ЛУЧИ 2 = да" 
— вКИ Ру ев 
пы) 328) т = Ё. Е Мм -` ы 


лу @—1 
У=1. КУ с#— с*— ЕТ -. 


9 
32 
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ОШИБКИ И ОПЕЧАТКИ. 


Стр. Нацечатано. Должно быть. 


вЪ Фиг. 234 пропущена прямая ЕС. 
3 еверху остальных остальныхъ угловъ 


41 въ оиг. 271 четвертая вершина верхняго основан!я параллелопипеда дол- 


жна быть названа буквою Н. 


42 въ фиг. 272 пятая вершина сзчешя ЕГКН должна быть названа буквою С. 


46 15 сверху Будраеас ЫГайкаеас 

64 въ Фиг. 286 пропущена прямая МТ. 

71 вЪ Фиг. 291 пропущены прамыя АЕ и СЕ. 

93 2 енизу 225. | 125; 

94 сверху _ иногоугольникъ _многоугольникъ, 
109 2 сверху отнован!й равны основан! равны 

КиК’ подобны, К и К,, подобны, 

116 вЪ оиг. 314 пропущены прямых АР, СР, ВРи СО. 
146 ^ А снизу знименателя знаменателя 
156 


вЪ Фиг. 334 пропущена буква С. 


НЯ 


Е о-ЛАЛАЛАЙЛлАлЛлли—— 


от 


БА да ва СВ 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


ЧАСТЬ 111. 
ОТДЪлЛЪ 1. 


О плоскости. 


Первая глава. Плоскость и прямая лия. Опредфлен!е положе- 
ня плоскости. Условя, которымъ должна удовлетворять пря- 
мая, перпендикулярная къ плоскости. Свойства перпендикуляри 
и наклонныхъ , проведенныхъ отъ точки до плоскости. . 

Вторая глава. Параллельность плоскостей и прямыхъ лин 

Третья глава, О двугранномъ углв. Прямой двугранный уголъ. 
Плосв уголъ , соотв тетвующй двугранному углу, Отношене 
двугранныхъ угловъ равно отвошению соотв тетвующихъ имъ 
плоскихъ угловъ. Перпендикулярныя плоскости. Проекща пря- 
иОбини из ОЗОСКОЕТИ.. а ое, - созван 

Четвертая глава. Многогранные углы, Всяк!й плоск1Й угодъ много- 
граннаго угла меньше суммы всЪъхЪъ остальных угловъ. Въ много- 
гранномъ угл съ исходящими углами, сумма вс®хъ плоскихъ 
угловъ меньше четырехъ прямыхъ угловъ. Равенство трегран- 
ПЕ УДО. у - д кс ОНО 


отдъль И. 


Многогранники. 


Первая глава. Призма. Параллелопипедъ. Свчен!я призмы и па- 
раллелопипеда. Равенство двухъ призмъ. Поверхность призмы . 

Вторая глава, Объемъ параллелопипеда и призмы. : 

Третья глава. Пирамида. Съчене пирамиды. Равенство пира- 
мидъ. Поверхность пирамиды .. и... 

Четвертая глава. Объемы пирамиды, усфченной беренкы ‹ съ 
параллельными основанйями и усзченной призмы ...... 

Патая глава. Подобные многогранники. Отношене ихъ поверх- 
ностей и объемовъ. Правильные многогранники .. 


Стран. 


3 — 13. 
13 — 20. 
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ОТДВЛЪ 1 


О вкруглыхъ т%лахъ. 


Стран. 

Пераая глава. Происхожден!е цилиндрической поверхности. 

Пряной циаиндръ съ круговыми основан!ями, Боковая поверх- 

ность, полная поверхность и объёмъ прямаго цилиндра. Развер- 

тызаше цилиндрической поверхности на плоскости ......- 91 — 101. 
Вторая глава. Происхождеше конической поверхности Прямой 

конус съ круговымъ основашемъ. Усченный вовусъ съ вруго- 

выми основанями. Боковая поверхность, полная поверхиоеть и 

объемъ прямаго и уе®ченнаго Бе ет" СОМ. ‚ 101—145. 
Третья глава. Шаровая поверхность. пк Свчеше шара. 

Большой кругъ шара. Малый кругЪ. Полюсы круга. Касательная 

а вы о аа 115 — 126. 
Четвертая глава. Изм®рене поверхности твла, происшедшаго - 

отъ обращещ!я правильной ломаной лини. Поверхность шаро- 

ваго пояса. Поверхность шара, . еее, 126 — 133. 
Патая глава. Объемъ т®ла, происшедшаго отъ обращешя тре- 

угольника. Объем т®ла, ровеыеадннй отъ обращеня правиль- 

изго многоугольнато сектора. Объемъ шароваго сектора. Объ- : 

езы шара, пояса и шароваго сегмента. „.......... 133 — 145. 
Приложен!е Алгебры къ Геометр!и. Выражеше лин, пло- 

щадей и объеновъ числами. Однородность выражен! й. Возстано- 

влен!е однородности. Построене залгебраическихъ Формулъ. Р%- 

шее геометрических задачъ спомощею Алгебры. Отрица- 


техьныхя рвов, оне о . . 145 — 161. 
Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства тео- 
ремъ и рьшен1я задачъ построевшя. -:-....... 162. 
ие =-=— 
9 вет 
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Первоначальныя упражнен!я въ АриеметиЕ! 
Сочинене А. Лёве. Цна 50 копфекъ. 


Курсъ Ариеметики и собран!е ариеметиче: 
скихъ задачъ. Сочинене А. Лёве. Восьмое издан. Ци 
1 рубль. 


Это сочинене одобрено Министерством» Народнаго 
Просвищеная. 


Ариеметика для начальныхъ народныхъ уч1 
лиш. Какъ руководство, одобрена Ученым Комитет ом 
Министерства Народнаго Просвпицетя, къ употреблени 
въ начальныхъ народныхъ училищахъ. Сочинене А. Лёве. ЦН 
10 коп. 


Начальныя основаня Геометр1и и собранй 
теометрическихъ задач. Сочинене А. Лёве. В 
трехъ частяхъ. Цна 1 рубль 25 копфекъ. 


Начальная Алгебра и собран1е алгебраич 
скихъ задачъ. Сочинене А. Лёве. Въ четырехъ чаетяхъ 
Издаше второе, дополненное. Цна 1 рубль 25 кон. Продае ге 
также двумя отдфльными книжками; части 1-я и 2-я за 65 но 
и части 3-я и 4-я за 60 коп. 


ОЭзначенныя сочинен1я можно получать во всёж 
книжныхЪъ магазинахъ въ С.-Петербург% и Мс 
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